Some results on pi formulas

by
Edgar Valdebenito

Abstract

In this note we show some formulas for the number pi

Resumen
Se muestran algunas formulas para la constante pi:

(1+v2)/2
j V14+VI+4x —4x2 =1 V1 + 4x — 4x2
1

Vx

T=2V2+2 dx

m = 3.1415926535 ...

Introduccioén

Este documento esta dividido en ocho partes, cada parte se ha desarrollado de manera independiente y tiene
numeracion propia.

Part 1: pi formulas

Notacion: i =vV—1,Re(x +iy) = x,Im(x +iy) =y, N ={1,2,3,...}
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(21) m=-4k i%lm ((1 — x 21/2k ¢cos (47;{) i x 2172k sin (;())n)
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(22) m= —SZ%M((l—; V2 [2+V2—i ; 0 2_ﬁ>n)

0<x<
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3V3 n! (=1)P 1\ g a 5
@) =23 ) () ) a>-2
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La formula (26) se puede escribir como:
) —k
\/— n
sz Zf(kp,n—k—p,a)
n=0 k=0 p=0
donde
f(k’p’q’a)_k!p!q!(k+2p+1)(1+a> (1+a)
4 nl (—1)n+4 1 N\l g g 1
) w=3E) ), (=) >3
@7) m=3V3 K ' (k+2p+ D\l +a 1+a) >3

n=0 k+p+q=n
k,p,qeNU{0}



La formula (27) se puede escribir como:

n n—k

n—3\/_z( 1)”n'22f(kp,n k—p,a)

donde
C_l)q 1 k+p+1 a q

f(k'p'q’a)=k!p!q!(k+2p+1)(1+a> (1+a)
(28) mw= 31_ <\/1+M—\/1— — ) —2/3 dx

0

1
(29) =\/§J<\/1+\/1—x2—\/1—\/1—x2>x_1/2dx

0

> 2my (=112 s (=1)"37 I e 2k 272K 1

(30) =2\/§<Z< ) 2n + 1 _n=0 2n + 3 kzzo<k>k+1>

k+p+1

« (-1l 1 1
(31) ”ZZ‘EZ Z k!p!q!n (1+a> (1_T_a)qf(k,p),a>§

n=0 k+p+q=n
k,p,qeNuU{0}

donde

1
2k+4p+1+2k+4p+3

fk,p) =

La formula (31) se puede escribir como:

n n-—k

n—Z\/_Z( 1)"n'ZZg(k pn—k—p,a)

donde

k+p+1

g(kpq.a)—( Dq( ! )

a q
k'p'q'\1+a a) flk.p)
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hod (_1)n+rn! 1 k+p+q+1 a "
32 =2 z ( ) 5 . k; ) ) >1
( ) " 0 k+p+q+r=n l1+a (1 + a) f( ’ q) ’
n— =
k,p,q,reNU{0}

k!p'qg!r!

donde
(k ) = 3 1
AT k+2p+3g+1 k+2p+3q+3
w0 n k p
B (=1)*n! a \n k1 kT
(33) ”_ZZ z(n—k)!(k—p)!(p—q)!q!(1+a) (1+a> flep.q)
n=0k=0p=0g=0
donde
3 1
flk,p,q) = > 1

k+p+q+1l k+p+q+3’"

n I\ +2
34) m= 42 tan~! <Im(zk)> + 4tan~! < fm({ + ™) > ,nEN

- Re(z) 2n+2 — Re((1 +i)"+2)
donde
3+i 141 341
Znt1 =5 T ,ZO=T,nENU{O}
n

Algunos ejemplos de (34):

1 1
7 =4tan"! (E) + 4tan! (—)

3
=4t _1(1>+4t _1<3)+4t —1<1>
mT = an 3 an 11 an 5
=4t _1<1)+4t _1<3)+4t _1<1>+4t _1<1>+4t —1(1> 4t —1<1
T = an 3 an 11 an 5 an 9 an 73 an 8

Im(z,) Im(1+ 2z, —z,41)
_ -1 n/\ -1 n n
(35) m=4tan (Re(zn)> 4 tan (Re(l F—— ,n €N

donde

341 1+ 34
Znt2 = (T)Zn+1 - (T)Zn Zo = 1,7 =— nE€ N v {0}
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Algunos ejemplos de (35):
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n=0k=0m=0r=0
-1 m+r
f(m,r) = St ,a>0b>0

2m+2r+1
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k —
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k=0 m=0
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flem) =it ks om 132
1)-F8t . (1030301v2 — 1431559
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—) 8tan~!
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10 490013 + 270150
1) ‘a <3(580060-—283833wf)>
10 2554497 + 5800603
1>-+12t , (18802 — 10201+/3
10 an- 18121
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(52) m=8tan! (%) —8tan™! (5\/5 — 7)

- (—Dre,
(53) m=8 Z (2n + 1)32n+1
n=0

Cni1 = (891 — 630V2)c, + 630V2 — 890, ¢y = 15v2 — 20,n € N U {0}

C (_1)ncn
(34) m=8 Z (2n + 1)22n+1
n=0

Cat1 = (396 — 280V2)c, + 280vV2 — 395, ¢, = 15 — 10v2,n € N U {0}

n—00

(55) 7= lim kZl%\/Zn(Zk —1)—2k(k—1) —2Jk(k — D@2n—k)2n—k + 1)

=2

(56) m=8 Z n( n) (—1)n1an
n=1 n

donde

1
I, = j((l 4 x2)%/3 — 1)n—1 dx,neN
0

n—1 2k 1 3
_ _1\yn—k—-1 _ e .
b= ( k )( D F( 3'2'2’ 1)'"EN

0<I, <(2¢*=1)"" neN

F(a, b;c;x) , es la funcion hypergeométrica de Gauss.

n 1 %2
1 k
(57) m=4lim Z— (—) dx
n—oo n n
k=1 o



Part 2: formula for pi

Se muestra una formula para la constante pi

Férmula

foe) 2
(1) T=4 Z f x " (=x? +3x — 2)"dx
1

n=0

Algunas férmulas relacionadas con (1)

2 2

(2) I, = jx_"_l(—x2 +3x—2)"dx = fx_"_l (x—1"*"(2-x)"dx ,n € NU {0}
1 1

3)  Iy=1In2

En formulas (4)-(11) , paran €N, se tiene:

4 L= (z (Z) (n : k)) In2+ z ik (Z) (n :rrl k) (—1)"+T’;(E";-n ~1)

k=0 k=0 m=0,m+#n

n (_1)n+k+m (zk _ Zn—m)
& =X e 3 Q0 T

k=0 0<k,m<n
k+m#n
6) 0<I,<(3-2V2) In2
2n k
) ) 1 (d*p,
(7) P,(x) = (—x +3x—2)”=2cnkx > o =— ,k=0..2n
o kI dxk o

n—1 2k—n 1 2n zk—n 1
(8) I, = Cnn In2 + kz_ocn'kﬁ-l- kz Cn,kﬁ

=n+1
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n—1 k-n _ 1

2
9 Li=cnan2+ Z(Cn,k + Cp jen+1) T —
k=0

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

( €10 =—2,611 =3,¢12, =—1
Cn+1,0 = —2Cny0
) Cn+1,1 = —2Cp1 + 3Cnp
Ch+1k = _ch,k + 3Cn,k—l — Cn k-2 ;2 <k<2n
Chn+12n+1 — 3Cn,2n —Ch2n-1
\ Cn+12n+2 = —Cn2n
( C10 = -2, 11 = 3, C12 = —1
Cho = (=2)",n=>1
3
Cna = _EnC"'O n=1

A

1
Cop = Z((3 — 3n)Cy1 + 2nCyp) 1 2 2

1
Cnk = ﬁ((Zn +2—k)cp 2+ (Bk—3— 3n)cn,k_1) B3<k<2n-1

1
C = ——0Chop_1,N =2
\ n,2n 3n n,2n—1

n! (—1)m*r2m34
P,(x) = Z =D x9t2" neN
m!q!r!
m+q+r=n
m,q,rENU{0}
n! (_1)m+r2m3k—2r y

B = mi k=211 ¢ mEN

m+k—r=n

2r<k
[k/2]

n! (_1)n—k2n—k+r3k—2r
Enke = . mn—k+n)r!(k—2r)!
r=

,NENO0<k<2n

En la férmula (14) ﬁ =0,n € N.
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N 131
(15) n=421n =4<ln2+(31n2—2)+(131n2—9)+(631n2—T)+---)
n=0

(16)  e™ =2%x (21%e78) x (252e736) x (2252 5%/3) x ...

Part 3: sequence for pi

Se muestra una sucesion que converge al nimero pi

3 ., .. ., Sy
Seaz; = 5\/5 , Séa z,, , la sucesion definida por la ecuacion cubica:

(1) 4z, —-3°"¥3z ,, +3%"3z =0,neN

Paran = 1, fijo, la ecuacion (1) posee tres raices reales: x0 < x1 < x2, eligiendo z, = x1 (raiz intermedia) ,
y siguiendo este proceso: z,,; = x1 (raiz intermedia de la correspondiente ecuacion para z,,), se prueba usando
trigonometria que:

(2) 7= limz, =3.141592...

n—oo
. 2 1 . -,
Analogamente, poniendo: w; = 35 Wn =, S8 tiene la ecuacion:
n
(3) 3Pp3 -3y wl  +4w, =0,n€N

Para n fijo , la ecuacion (3) posee tres raices reales: y0 < y1 < y2, eligiendo w,,.; = y2, , la mayor raiz de
(3) , y siguiendo este proceso, se obtiene que:

1
(4) — = lim w,, = 0.318309 ...

T n—-oo

Algunos valores para las sucesiones z, ,w, , Son:

12



Zyin=1..6
x0 x1 x2
0 2.598076 ... 0
—-8.86... 3.078181... 5.78..

—24.79 .. 3.134508.. 21.65..
—71.66.. 3.140805.. 68.52...

—211.99.. 3.141505.. 208.85...
—632.89.. 3.141582.. 629.75...

w,:n=1..6

y0 y1 y2

0 0 0.384900 ...
—-0.11.. 0.17.. 0.324867...
—0.04.. 0.04.. 0.319029...
—0.01.. 0.01.. 0.318389..
—0.00.. 0.00.. 0.318318...
—0.00.. 0.00.. 0.318310...

El proceso anterior se puede explicitar como sigue:

Sea z, ; n,k € N, la sucesion definida como sigue:

3 —2n—
) Znoo — 8254137473 3v3
Zn+1k+1 = 2 2 1Zn+11 = ZnoorZ10 = T
’ _ —2n—2 n f n, ’
1—4z7.1,3 2

La sucesién definida por (1) , cumple la siguiente condicion:

(2) m = lim z,

n—oo

Analogamente se tiene: Sea w,, , ;n, k € N, la sucesion definida por:

3 2 —2n-3
2W5 11k — WnoWitihk — 4Wioo3 2

(3) w = w =Wy o0, Wio = ——=
n+1,k+1 2 rWn+1,1 n,000 W1 00
3Wn+1,k - 2Wn,ooWn+1,k 3\/§

La sucesion definida por (3) , cumple la siguiente condicion:

(4)

— = lim w,, o
T n—oo ’

La prueba de (1),(2),(3),(4) , utiliza argumentos trigonometricos y el método de Newton-Raphson para resolver
ecuaciones.

Codigo Para (1) y (2)

13



( Zg < 0
3V3
@_
Z1 >
forn € 1..nmax

( break if |z, —z,_1| < ez
Xg < 0
w(ez, ex,nmax, kmax) = < X1 < Zy,
fork € 1..kmax
break if |x; — x;_1| < ex
x; — 8 xp 37273
Mt o g x 32

\ Zn+1 < X
\ z

0

2.59807621 ...
3.07818129 ...
3.13450868 ...
7(107%,107%,9,9) = | 3.14080507 ...
3.14150514 ...

3.14158293 ...
3.14159157 ...

3.14159253 ...
Codigo Para (3) y (4)

( wy < 0
oz
wy 33
forn € 1..nmax
( breakif |w, —w,_1| < ew
Xg < 0
ml(ew, ex, nmax, kmax) = < X; < w,
fork € 1..kmax
break if |x; — x;_1| < ex

N

2 xp — x;xf —4x,372"73

Xk+1 <
* 3 x% — 2x1x;

w
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0
0.38490018....
0.32486717 ...

0.31902928 ...
0.31838972 ...

0.31831880 ...
0.31831092 ...

0.31831004 ...

w1(107%,107%,9,9) = |

NN

Part 4: symmetric formula for pi

Formula simétrica para la constante pi

Esta nota esta relacionada con la formula (Jonathan Sondow , 1997):

(1) n:rﬁgfr+ﬁééj)

n=17nZ =1

donde

@ 1,055 2w
=1l an2 —1) 2 "Lu,_14n2 -1 2

En esta nota se muestran algunas formulas alternativas , similares a (1).

Formulas
w1
V2 o1 Yo=1{gnz —1
& e 1
M (14 fg7=7)
. 1
m =130 —1)? — 1
W == Zn-1)
[Tt (1 Tian—17 = 1)

15



1

4 Z;?:l—z_
(5) S 4(2n)1 1

Vs o)

n=142n—-1)%2-1
k sin(m/k) (m/k) Lo ;
n=171,2..2 _ 1
) sin(w _ cos(m _ k2n? — 1 keEN-{1)
n=1 k2n2 -1

Para k = 2, se tiene la formula (1).

1

261 f 1 Yn=1 57, =
@ — 2—J2+ 24 V2 - 2+\/2+ 24 +V2=— 2 +n1 L keN

(14 e =)

k—radicales k—radicales
En (7) con k = 2, se tiene:

- 1
2 1 P P
(1 t Ganz = 1)

(9) T=4— z 22n( |)2 < 1 4(7’1 + 1) )

Xn+1

donde

n
Xpp1 = (A(n+1)% — Dx, + n (4k?> —1) ,x; =1
k=1

1 1 «* 1 Xy a1
10) —== -
a0 Z=z+ anl 221 (n1)?2 <4(n +1)2 x“)

x, , Se define como en (9).

o 4(n + 1)2
(11) = 41_[ (nt+1) -
n
Ry ]
73 3 N D W 1 E—
Hn+ D 40412

16



O (23)(233) (243 (2*5) (233 5) (2%3 7
o =4(5)(7)(7)(F) (7))

26 285 (263257 [/ 2107\ /265211) (283211 13
(149) nm=4
352/\3372 J\ 112132 J\5217%2 ]\ 77192 54232

Part 5: formula for pi

Una férmula para la constante pi

Férmula

- 2n 2 T 20 T
_1yn—-1,n — = _ - o
(1) z<n)H"( D" a2+b2(ar+b64)+a2+b2(a64 br)

n=1
donde
1 101 a 1 24 2 2\/(a(1+ a) + b2)? + b2
= — 2—— —1 = — —_ —_— —_— =
@) x 4(“ 1oo+5‘)’a 2( 1+’25+5t>'r 1“( A+ a)l+b?
=1 1
(3) Hn= E’l=v_1’b=ﬁ
k=1
2—\/2+‘/2+ 2442
(4) t =

Part 6: pi,radicals,gamma function

17



Una férmula que involucra a la constante pi , a la funcion gamma y radicales del tipo:

rk=j2+j2+ /2+---+\/§ ,k €N

(k—1)—radicales

Formula

Para k € N, se tiene:

1 (F(l + 2"“1))6 p4+27 k2

1 _
( ) T (r(l + 2—k))3 2+
o @7+ 273 (31 2k n 4 2K 4 3) 4~ (1/2),@ 427k,
- nz:(:) 22n+k(1 + 2—k—1)1§t + Zk(Zk — 1) i (1 + 2—k—1)n(3 .21 2—k—1)n
donde
(a)g=1,(a), =a(a+1)..(a+n—-1) ,neN
6
(F(l + 2"“1)) (14 27%)3 @ o~k \3 9—k—1\ 76
(ra +2_k))3 —a +2—k—1)6g<1 o 1) (1 t 1>
rx)=|[ett*1tdt, x>0
|

Ejemplos:

32((r(s/9)") _ v G/43 (2n+5) | (1/2,3/4)n
@ 7((r(3/2))3) - ; i/ Z (5/4)3
a  L(TO)\ 32 S E/iemen 1 i (1/2),(5/8),

m\(rs/0)’)2+v2 & 2242(9/8);  344(9/8),(11/8),
@ 1 (F(17/16))6 16v2 > (9/16)3 (48n + 11) 1 - (1/2),(9/16),

T\ (ro/e) Jzivzivz & 2ar/iey | 184 (17/16),23/16),

18



Part 7: infinite products

Productos infinitos para e’ /8 y "

Sean a, , b,, ,n € N sucesiones definidas como:

=j2+]2+ /2+--~+\/§

n—radicales

bn=j2+j2+ /2+---+\/§

n—radicales

Se tiene:

W e 4ﬁ (zm_) . <2x/§‘i/§>8 N
© T C\2+v2) 24242

o 2n+1b N 2n+lbn+l 4
(2) " = (2\/2)2\/71_[ <(2nb )a:+j/2> — (2\/5)2 2( \ 2
1 n

w22
™ ”>

Part 8: pi,radicals,arctangents

En esta nota mostramos férmulas que involucran el nimero pi y los nimeros:

=J1+"1+W1+m,n=23¢am

Sean € N — {1}, se tiene:

19



[oe]

Y D 1
(1) m=4tan! J1+ /1+\/1+--~ —4tan‘1(3n_2>—4 Ztan‘l(qn)

n=1

donde

q, = (an+1)2 — Aplp42
" an+1 (an + an+2)

,n EN

Ar4n = Cn—1Qg4n—1 + Cn2Qqn—2 + -+ C1Ary1 + g

n n—1
Cp = (k) —2(-1)n* (k - 1) k=123, ..n—1

ap=lay=a1=a,="=a,4,=0

Ejemplos 1: n = 2

(e¢]

(2) m=4tan™! \/1 + ’1 +V1i+- |—4tan™! G) -4 z tan"1(q,)

n=1

Apip = 4ap 1 +a, ,a0=1,a, =4

Ejemplo2: n =3

oo

3 3 1
3) m=4tan! j1 + /1 +V1+ - |—4tan? (7) —4 Ztan_l(%)

n=1

Qi3 =742 + i +a; ,ay =1,a, =7,a3 =50

Ejemplo3:n=5

[o¢]

5 5 1
(4) m=4tan! \/1+ /1+5\/1+--- —4tan_1(E>—4Ztan_1(qn)

n=1

Ays = 1344 — 20p43 + 18ay45 + 30,41 + ay

a;, =1,a, = 13,a3 = 167,a, = 2163, as = 28022

2.Seaz, = \/1+m\/1+m\/1+~~- ,me€ N —{1} , se tiene:

20



[n/(m-1)]

—4k
(5) m=3 Z(Zm) " z (Zkk) (n_ (7:— 1)k>2fcﬁ

k=[n/m]

5
3. Para zs = \/1 +V1+ YT+, setiene:

(6) mT=2tan"lz5+2 Z Z (n + k) Z(k 1)](1 o) ~5n-5k=5

(7) m=2tan !z + 2 Z(ZS)—Sn—s Z (n _nZk) 2(;1)"1

n=0 k=0

k
n k 4 —-5n—-3k—2m—4 —-5n—-3k—2m—-9
( ) ( )Zn_k(—l)k (ZS) + (ZS)
Z k/ \m Sn+3k+2m+4 5n+3k+2m+9

4. Paran € N — {1}, se tiene:

@ = \/1+n 1+V1+-= \/n”+n"‘1n\/n"+n"‘1n\/n”+---
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