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SUR LA. BESOLUTION DI E~Ul\r,:IOJJS DU SECOND DEGl1E 
A DEUX INCŒJ ,TUES mum z 

2 2 
Propriété l g LI équation x -y = C 8>dmet des solutions onti0ros si 
et seultr:!cnt si C appartient à 4Z ou est i'Tl;J::ür. 

Pre~ve : l'é~uation (x-y)(x+y) = C ~d~et des solutions dans Z 
ssi il existe Cl et c 2 de Z tels ~uo x-y Cl x+y = C

2 
1 et 

c
l

+c
2

· c
2
-c

l 
c

l
c

2 
= C • D'où x = 2 et y.= 2 • liiais x et y sont dES 

entiers ssi Cl +c
2 
~ 2Z ~ c

2
-c

l 
(. 2Z ~ c' 8st-à-dire g 

1) ou bien Cl et c
2 

sont impairs, d'où C iElpnir (€t réc:ipro­
quernent) • 

2) ou bien Cl et c
2 

sont pairs, d'où C {, 4Z • rt8ci,rx1.uenent, 

si C E. 4Z, alors on peut d3com:)Qser C en deux facteurs Cl et c 2 
,airs, et tels que c

l
c

2 
= c. 

Remarque l ~ 

L2. pronri ét 8 l ost vr,üe p.ussi pour 1'1- r3so1ution dans N, ptlisqu' on 
neut sup1joser c ~O (dans le cas contr>:;ire, on '11ul tiplie l' 6~u8,tion 
par (-1)), et on prend c2hcl)' 0, d'où x>/O et y) O. 

P . 't' 2 L" t . 2 d 2 2 ( - d ' ... l , roprl2 e g equ'è lon x - y = c \ou n es" prtS un carre par-
fait), ?_d:net une infini t§ de solutions d'IDS lY • 

Preuve g soient x = ck
l

, k
l 

E. i'y et y = ck
2 

' k
2 

EN, Cf :N. 

>2 2 
Il en résulte Que ~l - dk

2 
= l , oi l'on reconnaît l'équ'ltion 

de Pell-Fermqt, qui c:Hi"'1et une infini t::i de solutions dans J , 
(u ,v ) •. t..lors x =cu , y=cv cOl:sti tueC'.t une infini tj üe solu-

n n n n n n 
tions naturelles de notre é<lu~tion. 

?ro;Jristé 3 ; L' éq'~ation ax
2

_by2 = c U= 0) où Rb = k
2 

(k f. Z), ad-
met un nO'11brc fini do solutions n;:>.turelles. 

?reuve : on peut consid~rtr a,b,c comae des nombres positifs x 
dqns le C2S rontr:oire, on mul tipJ.:i. e i3veutuellenent l'équation 
par (-1) et on chônge le no" des v2.ri~bles. Multiplions l'é­
quation par il, on "ur', ~ 

z2_-t;2 = cl ::osec Z = :,x ~_ N ~ t = ky E. N et d = RC') O. (1) 
On r2sout co,n~ne ,12"ns la propl~i ét ,j l, ce qui donne z et t • lais 
dqns (1) on a un no~bre fini de solutions nQturelles~ ~arce qu' 
il existe un nombre fini de diviseurs entiers ::Jour un nombre de 
N~. Conme les couples (z,t) sont 6n nombre limit6~ bien sar 
les couples (z/a,t/k) éussi, ~insi ~uc les couples (x,y). 
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Propriété 4 g Si ax -by = c, où ab f k (k ~ Z), ~~et une solution 
particulière non tri vi~le dans ~, alors elle R,dmet lL'1.e infini té de 
solutions dans N. 

Preuve g on pose(2)g {Xn = xoun+bYovn 
Yn = Youn+axovn 

(n ~ N) 

où (xo,Yo) est la solution particulière naturelle pour l'6qua­
tion initiale, et (u ,v) N est la solution génsrale naturel-

n n n (: L 2 2 
le pour l'équation g u -abv = l , no~mée la r~solv~-
te Pell, qui admet une infinité de solutions. 

Alors ax2_by2 (ax~_by~)(u2_abv2) = c. 
n n n n 

Donc (2) vérifie l' -;qu2,tion initiale. 
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