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SUR LA RESCLUTION D'EQUATICIS DU SECOND DEGRE
A DEUX INCONWUES DANS 72

Propriété 1 ¢ L'équation xz-—y2 = ¢ admet des solutions entidres si
et seulement si ¢ appartient & 4Z ou est impsir,
Preuve : 1'dgquation (x-y)(x+y) = ¢ n~dmet des solutions dans 2
s3i il existe c1 et 02 de Z tels gue x~y = C, 5 X+y = 02 s €%
C_+cC c.—¢C
c,c, =¢C ., D'ou X = £ = et y. = =1
172 2 ’ 2
entiers ssi ©1%%, ¢ 22 ©5=Cy € 24, c'est-a-dire :
1) ou bien ¢, et ¢, sont impairs, d'od ¢ impair (et récipro-
gquement). 1 2
2) ou bien c, et ¢, sont pairs, d'od ¢ £ 42 . éciproguement,

. Mals ¥ et y sont de

1 2
si ¢ € 4Z, alors on peut dicomposer ¢ en deux facteurs cq et c,
nairs, et tels que ClC2 = C.

Remarque 1 3

Le propriété 1 est vraie =ussi pour 1a risolution dans N, paisgu'on
neut supposer ¢ 0 (dans le cas contraire, on multiplie 1'déquation
par (- l)), et on prend o, > c )/ 0, d'ot x» O et y) 0.
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Propridté 2 : L'equztlon x - dy =c” (ol d n'est pas un carré par-
fait), admet une infinité de solutions dans T .
Preuve : soient x = ckl, klg_ Nety = ok2 5 k2 €N, cel,
P . 2 2 . a4y - ' - .
I1 en résulte gue kl - dk2 =1, o1 1'on reconnailt 1'éguation
de Pell-Fermat, qui admet une infinité de solutions dans ¥
(un,vn). Alors xq=cu s YOV, cornstituent une infinité de solu-

tions naturelles de notre uation.

Pronriété 3 : L'éguation nxg—bya =c {(#0) , oh ab = 12 (k € 2), ad-

met un nombre fini de solutions naturelles.
Preuve : on peut considérer a,b,c comne des nombres positifs :
dans l¢ ces contrrire, on multiplie Sventuellenent 1'éguation
par (-1) et on chrnge le¢ noa des varinbles. Multiplions 1'é-
quation par a, on aura :

22—t2 =d svecz =cxeN ,t=kyelN etd=a2a7) O (1)

On risout conme deons la propridtd 1, ce gui donne z et t. .ails

dans (1) on =2 un nombre flnl de solutions naturelles, parce gu'

il existe un nombre fini de diviscurs entiers pour un nombre de
N, Comme les couples {z,t) sont en nombre limité, bien sfir

les couples (z/a,t/k) ~ussi, ainsi que les couples (x,y).
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Propriété 4 : Si axz-—by2 = c; ol ab £ k2 (k € 2), admet une solution
particuliére non trivinle dans N, alors elle admet une infinité de
solutions dans N.

Preuve : on pose 3 X
(2)

xoun+byovn (¢ M
4

¥, = AXoV
Ty = ToUy+aXeV

ot (x,;¥,) est 1la solution particulidre naturelle pour 1'S3qua-
tion initiale, et (u sV ) est la solution générale naturel-
n nnel¥N

le pour 1'équation : u -abv =1 ;, nommée la r:solvén-
te Pell, qui admet une infinité de solutions.

, 2.2 , 2.2,2 2
Alors ax -by = (axc-byo)(un-dbvn) = c.

Donc (2) vérifie 1':=quation initiale,
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