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SUR QUELJUES PROGRESSIONS

Dans cet article on construit des ensembles qui ont la propri-
ét3 suivante ¢ gquel que soit leur partage en deux sous—enscm-—
bles, au moins 1'un de ces sous-ensembles contient au moins
trois &éléments en progression arithmétique (ou bien géométri-
que).
Lemme 1 : L'ensemble des nombres naturels ne peut pas tre partagé
en- deux sous-ensembles ne contenant ni 1'un ni 1l'autre 3 nombres
en progression arithmétique.

: Supposons le contraire; et soient Ml et ﬂz les deux sous-en—

sembles. Soit‘ kng. :
a) Si k+1€ Ml, alors k-1 ¢t k+2 soni dans Hz, sinon on pour-
rait construire une progression arithmé&tique dans Ml' Pour 1la
m&me raison, puisquc k-l et k+2 sont dons 1‘»’12, alors k-4 et
k+5 sont dans Ml. Donc s

> k+1 et k+5 sont dans Ml donc k+3 est dons MZ;

k-4 et k sont dans N% donc k+; est dans MI;

‘on a obtenu que M_ contient k+2, k+3 ct k+4, cc qui est con-
traire & 1'hypothsse,

b) si k+1¢ M, alors k+le M,. anclysons 1 élément k-1.
51 k-1 € M, 5 on est dans fe cas (a) ol deux <¢liments consdé-

cutifs appartiennent ~au méme cnsemble.

Si k-1 {,Mz. Alors, puisque k-1 et k+1 sont dons M2, il en
risulte que k-3 et k¥3'¢ I,
progfession arithmétique k-3, k, k+3 dans Mls contradiction.

donc M., Mnis on obtient 1o
1

Lemme 2 : Si on met & part un nombre fini de termes de l'ensemble
des entiers naturels, l'ensctble obtenu gardc cncore la propriété

du lemme 1.
Drns le lemme 1, le choix de k Stait arbitraire; et pour cha-
gue k on obtenait, au moins dans 1l'un des gnscembles M, cu M25
un triplet d'é&léments cn progression arithmitique : ddénc au
moins un de ces deux ensembles contient une infinité de tels
triplets.
Si on met & part un nombre fini de naturels, on met aussi 2
part un nombre fini de triplets en progression arithmétique.
iizis 1'un 2u moins des dsux ensembles Ml ou Mg conservera un
nombre infini de triplets cn ~rogression nrithmétique.

Lemme 3 : Si il"°°’is csont des noturels en progression arithmiti-

que,

et si 31,32,{,. est une progression arithmétique (respective-

ment géométrique), nlors ai ,...,ai est aussi une progression o~

rithmé&tique (respeotivement1géométr§que).
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Démonstration : pour chague jonas 2i, =1, + i,
- -3 j=1 j+l
a) 8i al,az,... ¢st une progression arithmétique de raison re

a = A i, =~1) a i -1‘ i -
2ﬁi_ 2”( lf(lj 1)r) ( 1+(lj—l; )r)r+.(a1+(lj+ltl)r)

: j = 2 + 2, .
~ Ti-1 0 tiao
b) Si a.52. 5... est une progression géomdétrique de raison T
1°727; . ) )
5 1j-1 2 > 2i =2 1__1—1 1j+l—l
- (ai.) = (a.r ) ==2%r 3 - (a.rd ). (a.r ).
V J = . « ° .
Yi-1 Yy

Théoréme 1 @ N'importe 12 maniire dont on partage 1l'ensembhle des

termes d'une progression arithmitique (respectivement géométrigue)

en 2 sous-ensembles s dans 1'un au moins de ces sous=-ensembles il

y 2ura au moins 3 termes en progression arithmétique (respective-

ment glométrique). :
Démonstration : D'aprés le lemme 3y i1 suffit 4d'Studier 1le
partage de 1'ensemble des indices des termes de 1a prozgres—
sion en 2 sous—ensembles, et d'=2nalyser 1'existence (ou non)
d'2u moins 3 indices en progression arithmétique dans 1'un de
ces sous-ensembles.

-ilais 1'cnsemble des indices des termes de 1- progression est’
l1'ensemble des nombres naturels; et on 2 démontré au lemme 1
qu'il ne peut pas Btre partdsé en 2 sous-engembles sans qu'il
¥y 2it au moins 3 nombres en progression arithmétique dnns 1'un
de ces sous-cnsembles : le théordme est démontré,

Théoréme 2 ¢ Un ensemble A qui contient une progression arithndti-
que {respectivement zdomdtrique) infinie, non constonte, conserve
la propridtd du thioréme 1. .
En effet, cela dicoule directement du f2it que tout portage
de M immlique 1le partage des termes Jde 1~ progression. :

Application : Juelle que soit 1a fagon dont on partage 1'ensemble
m ,m _m . ) -
A = { 1,2,3,... } (meRr) en 2 sous-ensembles, au moins 1'un de
ces sous-ensenbles contient 3 termes en progression géométrique,
(Géniralisation du problime 03255 dc la "CGazeta Matematica",
Buczrest, n°10/1981, .400),
La solution risulte naturellement du thdéordme 2, si on remar-
. . . mn &
que jue A contient 1o progression gdom. a =(2) , (n € N) .
n
De plus on peut dsmontrer que dans 1'un ou moins des sous-—-ensembles
il y 2 une infinité de triplets en progression géomdtrique, parce
que A contient une infinitd de progressions glomitriques difforen-

D myn ’ . oy )
tes ¢ a(*)= (» )} avec o premier et n € N, auxqguclles on peut
n

appliquer les théordmes 1 et 2.
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