FLORENTIN SMARANDACHE
Asupra unor conjecturi si probleme
nerezolvate referitoare la o functie in
Teoria Numerelor

In Florentin Smarandache: “Collected Papers”, vol. II. Chisinau
(Moldova): Universitatea de Stat din Moldova, 1997.



ASUPRA UNOR CONJECTURI SI PROBLEME NEREZOLVATE
REFERITOARE LA O FUNCTIE iN TEORIA NUMERELOR

1. Introducere

Am construit {19] o functie 5 care asociazi fiecirui intreg nenul n cel mai mic intreg pozitiv
m astfel incat m! este multiplu de n.

De aici rezultd ci dacd n are descompunerea in factori primi:

s

_ a3 a: az.
n=c¢-py’-pyt ... ol

cu p; numere distincte, a; € N” gi € = x1 atunci:

7(n} = max n(p{*);

1< <t

sin{xl) =0.

Pentru calculul lui n{p?*) observam ci daci:
%
Al :
ax(p) = PR k=1,2,...;

atunci din formula lui Legendre:

Hp»l p’=

rezultd n(po*®) = p*

Mai general, considerdnd baza generalizata:
{p] : au(p), ea(p). .- 5
si scriind exponentul a in aceastd bazi:
a5 =t an(p) +.. e an(p);

cuny >ng>...>n. >0t €[l,p—1] pentru j =0,1,....,l—1sit; € [1,pl, in [19] am
arétat ca:

n(*) = St M

=1
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2. Propriet#ti ale functiei 5

Din felul in care a fost definiti rezultd imediat ci functia 5 este pari: 5(—n) = n(n). De

asemenea pentru orice n € N* avem:

AY
n(n . . . I . R L
Raportul % este maxim dacd §i numai dacd n este prim sau n = 4 gi are valoare minim3

dacd §i numai dacd n = k!. Evident 5 nu este o functie periodici.
Pentru orice numir prim p functia n, : N* =+ N, n,(a) = 5(p") este crescitoare, noninjectivi,
dar considerand 7, : N* — {p*|k = 1,2, ...} este verificati surjectivitatea.
Functia 7 este in general crescdtoare pe N*, in sensul ci:
Vn € N* (I)mg € N* Vm > mg np{m) > n.
Prin urmare functia este in general descrescdioare pe Z> adici:

Vn € Z2 (3)mg € Z- Vm < mg n(m) < n.

De asemenea nu este injectivi, dar considerand: n: Z* — N \ {1} este verificata surjectiv-
itatea.
Definitia 1. (P.Erdés i J.L.Selfridge)

Numdrul n se numegte barierd pentru functia numericd f dacd pentru orice m < n avem
m+ f(m) < 5.

Se observi ci pentru orice ¢ € [0, 1] functia f definitd prin f{m) = ¢-7(m) nu are o infinitate
de bariere deoarece existd mg € N astfel incit pentru crice n > mg avem:
2
2() 2 2 dackn +-n(m) 2.

1 1 1
Seria —— este divergenti deoarece — > —,
2 nm) i nm) >

- »
2 —_ 27
n (2 ) =2+2 .
k-1 ori

N e’
kori

Avem de asemenea:

K
Intr-adevir, pentru m = 2% avem n(22") =2 + 2.

k-2 ori
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3. Formule de calcul pentru 5(n)
1n [2] se aratd ¢[ formula (1) poate fi scrisd sub forma:

n(p*#) = plag) ) 2)

adici pentru a calcula pe n{p*) scriem exponentul ¢ in ba.za.‘genera.ﬁzaté {p] 5i "l citim” in baza
standard (p):
®: Lp.p% ..., 0%

S3 observim ci "cititrea” in baza (p) presupune uneori calcule cu cifra p, care pu este cifrd
in aceastd bazi, dar poate apare ca cifri in baza [p]. Vom exemplifica utilizarea formulei (2)
pentru calculul lui 7{3%%). Parcurgem urmitoarele etape:

(i) scriem exponentul a = 89 in baza

(3: 1,4,13.40,121,...

obtinem 33 = 2021;

(i) "citim” numarul 2021 in baza (3): 1.3,9,27,.... Avem 202133 = 183(10), deci n(3%) =
= 183, ceea ce inseamnd c cel mai mic numdr natural al crui factorial este divizibil cu 3%
este 189.

Intr-adevir: Z; [};E] = 89.

Facem observatia ci in baza generalizati [p] tehnica de lucru este esenstial diferitd de tehnica
de lucru din baza standard (p); aceasta datoritd faptului ci sirul b.{p) = p", care determind

baza (p) satisface relatia de recurenti:

‘bnsa(p) = p - bnlp);

fn timp ce sirul an(p) = (5* — 1)/(p — 1) cu ajutorul ciruia se genereazd baza [p] satisface
relagia de recurenta:
anr1(p) = p- an(p) + 1. (3)
Datorit3 relatiei (3) pentru a face adunarea in baza [p] proceddm astfel: incepem adunind
cifrele de ordinul zecilor si nu al unitdtilor {cifrele corespunzitoare coloanei az(p)). Dacid
adunand aceste cifre obtinem numirul pa,(p), vom utiliza o unitate din clasa unititilor (coefici-
entji lui ay(p)) pentru a obtine pas(p) + 1 = az(p).
Continuand adunarea pe coloana "zecilor” daci obtinem din nou paz(p), vom utiliza o noud

unitate din clasa unit3tilor, etc. De exemplu pentru:
M5} = 441, nis) = 412 §i T{s] avem
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m+n+r =442+
412

incepem adunarea cu coloana zecilor:

4-a5(5) + a2(5) + 4 - a2(5) = 5- az(5) + 4 - ay(5);
si utilizind o unitate din coloana unititilor obtinem:

as(5) + 4 - az(5), deci b= 4.
Continudnd obtinem:

4-a3(5) + 4 - d3(5) + a3(5) = 5- a3(5) + 4 - as(5);

s utilizdnd o noud "unitate”:
ay(4) +4 - a3(5), deci c = 4 gid = 1.

In sfargit, adunind unititile rimase:

4-01(8) +2-a1{5) = 5- a1(5) + a1(5) = 5- a1(5) + 1 = a,(5),

rezultd c4 trebuie modificat i a = 0. Decim +n +r = 1450;5;.

Aplicarea formulei (2) la calculul valorilor lui 5 pentru toate numerele intre Ny = 31000000

si N2 = 31001000, pe un PC 386 a dus la obginerea unui timp de lucru de mai mult de 16

minute, din care cea mai mare parte a fost utilizati pentru descompunerea numerelor in factori

primi.
Algoritmul a fost urmatorul:
1. Descompunerea numerelor n iﬁ factori primin = pfl p§° pd
2. Pentru n fixat, determinarea valorii max p; - d;;
3. 1o = n{p¥), pentru i determinat la 2;

4. Devarece n{p%) < p; - d; ignorim factorii pentru care pi-a; < 1o;

5. Calculam r](pf’ ) pentru p; -a; > n si determinim cea mai mare dintre aceste valori, care

va fi n{n). Pentru punctele 2 ~ 5 din program au trebuit mai putin de 3 secunde.

Pentru a obtine alte formule de calcul pentru functia (de fapt pentru n(p®)) si considerim

exponentul a scris in cele doud baze:
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n i v v ‘_1
“@)=§q-p smm=2kjaj(1>)=2kr%-

j=1 =1
Obtinem:
(p—1)-a= ¥ kjp' — 3 k;, deci notand:

=1 j=1

Oy = f: ¢; - suma cifrelor lui a scris in baza (p);
=

opa) = Jg k; -suma cifrelor lui @ scris in baza {p; i {inind cont de faptul ci Zu: kip =

p(a))(p) obtinem:

n(p*) = {p — 1) - a + op(a).

Tinand cont de exprimarea lui & in baza (p) obtinem:

prag = 5‘_‘(:,-(12’."'1 -1+ Zc; sau:
=0 i=0

P
p—1

n . ]
ca=3 ¢ am(p) + — o)(a),
i=0 p-1
prim urmare:
p—-1 1
a=—"-(a + — - opla
o (e + 2 oe(e)
Inlocuind aceasts valoare a lui @ in (4), se obtine:
(p—1)
p

7(p*) = (e + E‘;—l - o(my{a) + ola).

Notand cu E,, exponentul lui p in expresia lui n!,

Erp=3, [ﬁ};

q
i>1 LP

j=1

{4)

(5)

(6)

M

se gtie [18] ¢ Enp = (n — oy(n))/(p — 1), deci exprimand pe o(;)(a) din (6}, se deduce:

E.p, = (ap)p — @
O alts formuld pentru E,, se poate obtine astfel:

a=Crn-p*+Croi- 0" +... 4 C-p+ Cp deci:

a

E’“,=i+-——-—+...%=C,,+(C,,,p+c_1)+...+(c,,p"_l+C,._1p”_2+

!
= Cnan(p) + Cn-180-1(p) + ... + Cra1.
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Cu alte cuvinte daci ag) = Cp - Cazy - ... - C; - Cp atunci:

Esp=((a - Co)p)ps = (([g])( )) .
P/ 5]

Din (7) si (8) se obtine:

(Eap+a)+ 2=

2 —(p_1)2
7(p*) = -

1
“Oy@ + opla);

iar din (2) $i (7) se deduce:

propla)+(p—1) - opmyla) = PP - (ap)iy — (P — 1) - (0

4. FUNCTIA SUMATOARE F,
Se stie ci oricdrei funciii numerice f i se poate ataga functia sumatoare F, s definitd prin:
Fy(n) =3 f(d);
din
si cd f se poate exprima cu ajutorul lui Fy prin formula de inversiune:
fln)= 3 u(t)- F(3), , ©
i,j=n

unde # este func{ia lui Mébius (k(1) = 1, u(k) = (~1)?) daci numérul 7 este produsul a g

numere prime diferite §i (i) = 0 daca ¢ este divizibil cu un pétrat).

Pentru n avem:

F(n) = Fy(n) =3 n{d) s
dfn
Fp* =n(1) +7(p) + ... +n(p*).

Din (4) deducem n(p?) = (p— 1) - j + op(j) deci:

F(p)‘Zn(p’)—(p—l) ZJ+ZUL»1(J) & (a+ )+Z%1(J)

=1

In consecinta:
a- (a-)— )

F(p*) = (p— + 3 op0) (10)

=1

S& considerim acum:

n=p Py P
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cupy < p2 < ... < p; numere prime nu neapirat consecutive
Desigur n(n) = p: si din:
Fiy=n(1) =6

F(p) = (1) + n(p) = p;
F(py-p2) = p1 + 2p2 = F(p1) + 2p2:
Flpi-p2-ps) = p1+2p2 + 2°ps = Fp: - p2) + 2ps;
rezultd prin inductie:

Flprpp - op)=Flpr-p2--- 1) + 27755

adicd: - .
F(pr p2--..-p1) =E2i'1p,-.

=1

Egalitatea (9) devine:

p=nmy= 3 #(U)-F(v)=F(n)—ZF(£)+'_2J_:F(Pf ‘)+..A+<—1>‘-‘~iF(p.->;

wo=n pj i=1

si deoarece F{p;} = p;, obtinem:

fn Ll S L
F (_) =F(p-pre o pici Pt )= 9 2 g+ D 27 py =
3 = j=in

=F(pi -2 pimt) + 27 - Flpis1 - Pina - -~ Pr)-

in mod analog avem

n i— .
F(;;) =Flp-p2-pict) + 27 Flpiss - piaa - pi-1) + 2 YF(pj1 - pisa - 1)-
:P;

Notand N;; = p; - ... p;, obtinem atunci:
t-1 . .
S pi=—F(n) + 3 F(Neos + 270 Fling)) — Y(F(Nia) + 27 F(Nig 1)+
i=1 i i<j

+27H F(Njsaa)) + -
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Generaliziri ale funcsiei n

I.Bilicenoiu {3] propune trei functii care generalizeaza functia . In cele ce urmeazi vom
prezenta aceste generaliziri.

Fie X o mulfime nevida, r o relagie de echivalenti pe X pentru care notim cu X, multimea
cat si (1, <) o multime total ordonati. Dacd g: X — I este o funciie injectivi oarecare, atunci
functia f : X — I, f(z) = g{z) se spune ci este o functie de standartizare. In acest caz despre
multimea X se spune ci este (r, (I, <), f) stadartizata.

Daca r; §i ry sunt doud relatii de echivalentd pe X se stie ci relatia r = r; Ar; unde:
zry & Ty i zroy

este o reiatie d echivalenta.

Despre functiile f; : X — I,i = 1.5 se spune c3 au aceeasi monoticitate daci pentru orice

z,y € X avem : '
filz) < fily)/ £:{=) < fily)
pentru orice ¢,j = 1—T§

In 3] se demonstreazs urmitoarea teorems:

Daca functiile de standardizare f; : X —» [ corespunzitoare relatiilor de echivalenti r;,i =
1,5 sunt de aceeati monotonie atunci functiz f = max f; este functia de standardizare core-
spunzatoare relatiei r = Ar; gi are aceeasi monotonie cu functiile f;. Un alt element preliminar
consideririi celor tret gen’eraiizé.ri ale functiei 77 prezentate in [3] este definitia urmitoare.

Dacd Tgi L sunt legi binare pe X respectiv I, spunem despre functia de standardizare
f:X > I cd este T, compozabild dacd tripletul (f(z), f(y), f(zTy)) satisface conditia °. in
acest caz se mai spune cd functia f 3. standardizeazd structura (X, T) pe structura (I, <, 1).

De exemplu functia 7 determind urmitoarele standardiziri:

(a) functia # standardizeazd 3, structura (N*,-) pe structura (N*, <, +) prin:
2 :n(a-b) < n(a) + n(d);
1.

(b) functia n standardizeazi 3, aceleasi structuri, considernd:
2=+ max{n{a), 7(b)} < nfa- b) < n(a) - n(b).
2

Functia Smarandache 7 : N* — N a fost definitd ir [16] cu ajutorul urmitoarelor functii
Ip*

e
.
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Pentru orice numér prim p fie 5, : N* — N* astfel

(1) (np(n))! este divizibil cu p";

(i) n,(n) este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea (i).

Pentru fiecare n € N* si considerim gi relatiile 7, C N*X N* definite prin conditiile:

1. Daci n este de forma n = p’ cu p = 1 sau p numir prin si ¢ € N* vom spune ci a este
in relatia r, cu b dach i numai dacd min{k/k! = Mp*};

2. Daci n = pi*, p2,. ., pi* atunci

r,‘=r;’1/\r:/\.../\r;".

Definitia 2. Pentru orice n € N* functia Smarandache de primul tip este functia n, : N* —
N* definitd astfel:

1. Daci n = p, cu p = 1 sau p numir prim atunci Sa(a) = k,k fiind cel mai mic intreg
pozitiv pentru care k! = Mp.;

2. Dacin =p,p2,...,p" atunci gz = ﬁ%}r,p;,(a).

Se observa ci:

a) Functiile n, sunt functii de satndarduzare, corespunzitoare relatiilor r,, §i pentru n = 1
avem X,, = N*; )

b) Daci n = p atunci 7, este functia 7, definita in [16};

c) Functiile n, sunt crescdtoare, deci sunt de aceeasi monotonicitate, in sensul dat mai sus.

Theorem 1. Functitle n,,T"; standardizeazd structura (N*,+) pe structura (N*, <, +) prin:
Tt max{n.(a), 7. (8)} < mula +b) < (@) + nu(b) pentru orice a,b € N* si deasemenea
¥ 2 standardizeazd (N*,+) pe (N, <,.) prin
Lz : max{nn(a), (b)} < m(a + b) < 1(a) # 7 (b) pentru orice a,b € N*.

Demonstratia este dati in [3].

Definitia 3. Functiile Smarandache de al doilea tip sunt functiile n* : N* — N* definite prin
n*(n) = n"(k) pentru orice k € N, unde n, sunt functiile Smarandache de primul tip.

Observim c& pentru k = 1 funcia * este functia n definit4 in [17], cu modificarea n(l)=1.

intradevé.r, pentru n > 1 avem:
7'(n) = (1) = maxn,;(1) = maxn,, (i7) = n(n)-
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Theorem 2. Functiile Smarandache de al doilea tip T3 standardizeazd structura (N, )} pe
structure {N*,<,t) prin

525 : max{n*(a),7*(5)} < n*(a = b) < n*(a) + 7¥(b) pentru orice a,b € N* si 3, standard-
izeazd {N*,*) pe (N*, <, %) prin

3, : max{n*(a), n*(5)} < n*laxb) < n*(a) * *(b) pentru orice a,b € N*.

Pentru a defini funcsiile Smarandache de al treilea tip si considerdm girurile:
(G) i= 1,02, -:8ny- .-

(6) 1=by,bgyers by

staisficand relatii de recurentd ax, = ax * a, §i respectiv by, = by * by,.

Desigur exisid oricite astfel de siruri decarece putem alege o valoare arbitrard pentru a; §i
apoi si determindm ceilal{i termeni cu ajutorul relaiei de recurenti. Cu ajutorul girurilor (a)
g (b) definim functia f? : N* — N~ prin

£2(n) = 7a,(bs). unde 7,, este functia Smarandache de primul tip. Se observa ci:

(u) Daci a, =1 si b, = 1 pentru orice n € N* atunci o=y

(v) Dacid a,, = n §i b, = 1 pentru orice n € N~ atunci fr=n.

Definitia 4. Functiile Smarandache de al treilea tip sunt. funciidle 75 = f2 in cazul in care
sirurile (a) gi (b) sunt diferite de cele de la (u) §i (v).

Theorem 3. Functiile f® realizeazd standardizarea 35 intre structurile (N*,*) 1 (N*, <, +, %)
prin ‘
Ts - max{fi(k), fi(m)} < fik = n) < Bafo(k) + befo(n).

Demonstratia acestei teoreme este deasemenea datd in [3]. De aici rezultd ci functiile

Smarandache de al treilea tip satisfac:
Te - max{n}(k), ni(n)} < 7h(k - n) < b (k) + bemz(n).

Exemplu: Considerand girurile {a) si (b) date prin @, = b, = n, pentru oricen € N~,
functia Smarandache de al treilea tip corespunzitoare este 7t  N* = N*,n(n) = n(n) ¢ Te

devine:

max{n(k), 71a(n) < Tin(k - 1} < (K} + Krpa(n)
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pentru orice k,n € N™.

Aceasti relatie este echivalentd cu relatia urmétoare, scrisé cu ajutorul functiei n:

max{n(kt),n(n") < n((kn)*) < nu(k*) + kn(n™).

5. Probleme rezolvate si probleme nerezolvate referitoare la functia n

In [20] se di o listd cﬁprinzétoa.re de probleme deschise referitoare la functia 7. in [22]
M.Mudge reia o parte din aceste probleme. Apari‘ia articolului lui M.Mudge ca st aparitia
unei reviste dedicati studiului functiei 5 {Smarandache Function Journal in colaborare cu
Facultatea de Matematici din Craiova si Number Theory Publishing Co. din Glendale, Arizm;a.)
av determinat cresterea interesului pentru aceastd functie. in cele ce urmeazi vom enumera
cateva dintre problemele propuse in [8] si reluate in [22] ariténd stadiul rezolvérii lor, dar vom
aminti i alte probleme interesante apirute ulterior articolului lui M.Mudge.

1. S% se investigheze sirurile 4, +1,42,...,7+z pentru care valorile lui n sunt crescitoare
{descrescitoare). Raspunsul la aceasti problemd au dat J.Duncan {7] si Grénas [11]. Acesta
din urmi arati ci existd siruri crescitoare uy < s < ... < u, de lungime oricdt de mare pentru
care valorile functie n sunt decrescitoare.

Referitor la urmitoarele trei probleme nu cunoastem publicarea vreunui rezultat.

2. Gisiti cel mai mic numir natural k astfel incit pentru orice n mai mic sau egal cu ng cel
putin unul dintre numerele: n(n),n(n +1),...,n(n +k — 1) este:

(A) un patrat perfec;

(B) un divizor al lui £”.

Ce se intamplé pentru k si ng tinzand la infinit?

3. Construiti numere prime avind forma n(n)p(n +1)...n(n + k) unde @b desemneazi
intregul obtinut prin concatenarea numerelor a si b.

Unsir 1 € a3 < ... de numere intregi se spune cd este un A-sir daci nici un @; nu este suma
a cel putin doi termeni din sir.

4. Investigati posibilitatea construirii unui A-gir astfel incit girul asociat n(a1),n(e2),. -,
7(@n), - - - este de asemenea un A-sir.

Noténd D.(z) = |n(z + 1) — n(z)| si D (z) = |[DP(z +1) - D¥)(z)|, pentru k € N*,
unde D{V(z) = Dy(z) articolul lui M.Mudge reiz urmatoarea problema.

5. Investigati conjectura D{¥(z) are valoarea unu sau zero pentru oricare k > 2 .
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J.Duncan [8] verifici conjectura pentru toate numerele naturale pani la 32000. in acelasi
articol se aratd ci raportul intre numdirul de 1-uri si pumirul zerourilor este aproximativ egal
cu 1 pentru valori mari ale lui k. De asemenea se arati ci pentru k > 100 si pand la 32000
raportul DP(z}/D¥-1)(z) este aproximativ egal cu —2.

T.Yau {24] pune urmatoarea problems: pentru ce triplet de numere consecutive n.n+1,n+2
functia 7 verifici o egalitate de tip Fibonacdi, adics n(r) + 2(n+1) = n{n +2). El observi
<& In primele 1260 de numere naturale existi dous solutii §i anume n = 11 §i n = 121, dar nu
giseste o solutie generala.

P.Gronas [10] d& rispuns urm&toarei intrebiri: "Existd o functie de numere n pentru care
oy(n) = n?” unde o,{n) = ¥ np(d). Fl arati ci singurele solutii ale acestei ecuatii sunt
n € {8,12,18,20,2p} unde pzsné:);umar prim.

M.Costewitz {15] abordeazi pentru prima oari problema gisirii cardinalului multimii M, =

{z/n(z) = z}. In 125 se arats ci daci descompunerea lai n in factori primi este ng = pZ1-p3*-.. .-

Pitcup <p2<...<p sinotdme; = Yln/pl} lar no = pfpf-.. -pft sipi T pP-. . P,
atunci card M, = {o(no) — 0(no)o(Q)) unde o(n) este suma divizorilor lui n, jar Q = qu"
numerele g1, ¢z, - .., ¢ fiind toate nurnerele prime mai mici decit n si care nu sunt d1v120r1 ai
lui n. Exponentul f; este f; = [

] .Qi.f
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