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ASUPRA UNOR CONJECTURI ~I PROBLEME NEREZOLVATE 

REFERITOARE LA 0 FUNCTIE 1."1" TEORIA NUMERELOR 

1. Introducere 

Am construit [19] 0 funetie TJ care asocia.za fieeiirui intreg nenul n eel mai mie intreg pozitiv 

m astfel ineat m! este multiplu de n. 

De aiei rezulta ea daca n are descompunerea in facton primi: 

eu Pi numere distincte, ai E N' §i e = ±1 atunei: 

'lin) = ~~'l(pi'); 

§i 'l(±l) = O. 

Pentru ealculullui TJ(Pj') observam ea dacii: 

pk -1 
<>k(p) = --1' k = 1,2, ... ; 

p-

at unci din formula lui Legendre: 

rezulta '1(po .(p)) = pk. 

Mai general, eonsider<ind ba.za generalizata: 

lP] : <>l(P),<>2(P),···; 

§i seriind exponentul a in aeeasta ba.za: 

eu nl > n2 > ... > ne > 0 §i tl E [1,p -1] pentru j = 0,1, ... ,1-1 §i t/ E [1,p], in [19J am 

aratat cli: 
e 

'l(p.) = L tipn, . 
i=l 
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2. Proprietap ale functiei " 

Din felul in care a foot definita rezulta imediat ca funqia " este para.: ,,( -n) = I](n). De 

a.semenea pentru orice n E N· avem: 

~<,,(n) <1' 
(n -I)! - n - , 

R ul 1)(n) . dO' . d " . 4' va.! .. W aport -- este m3.Xlm aca §l numaJ aca n este pnm sau n = §l are oare mmrma. 
n 

daca §i numai dacil n = k!. Evident" nu este 0 funqie periodica. 

Pentru orice numar prim p func\ia f17 : N* -+ N, f17( a) = ,,(pn) este crescli.toare, noninjectiva., 

dar considerand "p: N" -+ {p"jk = 1,2, ... } este verificata surjectivita.tea. 

Func1jia " este in general crescatoore pe N*, in sensul c8.: 

"In E IV" (3)mo E N" "1m ~ mo 7](m) ~ n. 

Prin urmare funciia este in general descrescaloore pe Z: adica: 

'In E Z: (3)mo E Z: "1m :-::; rna I](rn) :-::; n. 

De asemenea nu este injectiva., dar considerand: 7] : Z* -+ N \ {I} este verificata surjectiv­

itatea. 

Definitia 1. (P.ErdOs §i J.L.Selfridge) 

Numarul n se nllme§te hariera pentru jllnctia nllmerica j daca pentru orice m < n avem 

m+j(m):-::; n. 

Se observa ca pentru orice c E [0,1] funcljia f definita prin fern) = e'1)(m) nu are 0 infinitate 

de bariere deoarece exista. mo E N astfel inca.t pentru orice n ~ rna avem: 

,,(n) ~ ~ dacil n + e:- ,,(n) ~ n. 
e 

Ser· ,,1 di - d 1 1 . la L.., -( ) este vergenta eoarece -( ) ~-. 
n~2 7] n 7] n n 

A vern de asemenea: 

2' 

=2+~. 
1c:-loM. 

." 
intr-adevar, pentru m = ~ avern ,,(22m

) = 2 + 2"'. 
k-2 ori 
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3. Formule de calcul pentru '7( n) 

in [2j se arata. e[ formula (1) poa.te fi scrisa. sub forma: 

(2) 

a.dica. pentru a caIcula pe 1)(p.) scriem exponentul a in baza generalizata. [Pi §i "i\ citim" in baza 

standard (p): 

(p): l,p,p2, ... ,p\ ... 

sa. observa.m ca. "cititrea" in baza (p) presupune uneori calcule cu cifro p, care nu este cilia 

in aceasta. baza, dar poat.e apa.re ca cifra in baza [Pl. Vom exemplifica utiliza.rea formulei (2) 

pentru calculullui '7(389
). Parcurgem urma.toa.rele etape: 

(i) scriem exponentul a = 89 in baza 

[3]: 1,4,13.40,121, ... 

obtinem 3[3; = 2021; 

(ii) "citim" numil.rul2021 in ba.za (3): 1,3,9,27, .... Avem 2021(3) = 183(10), deci 1)(389
) = 

= 183, ceea ce inseamna co. eel mai mie numar natura.! a.! ciirui factoria.! este divizibil eu 389 

este 189. 

• [
1831 Intr-a.devar: L -3; = 89. 

,<1 J 

Fa.cem observa~ia ca. in baza genera.lizata. [Pi tehnica de lucru este eseU§~ia.! diferita de tehnica 

de lucru din baza standard (p); aceasta datorita faptului ca. §irul b,,(p) = pn, care deterrntna 

baza (p) satisfa.ce relatia de recurent": 

bn+1 (p) = p. bn(p); 

in timp ce §irul an(p) = (~ - 1)/(p - 1) cu ajutorul caruia se genereaza. baza [PJ satisfa.ce 

relatia de recurenta: 

an+1(p) = p. an(P) + 1. (3) 

Datorita relatiei (3) pentru a face a.dunarea in ba.za [Pi proceda.m astfe!: incepem a.dunand 

cifrele de ordinul zecilor §i nu a.! unitatilor (cifrele corespun.zi!.toare coloanei a2(p)). Da.ca. 

a.dunand aceste cifre obtinem numarul pa2 (p), yom utiliza 0 unitate din clasa unitaWor (coefici­

entii lui a1(p» pentru a obtine pa2(p) + 1 = a3(p). 

Continuand a.dunarea pe coloana "zecilor" daca. ob1inem din nou pa2(P), yom utiliza 0 noua. 

unitate din elasa unitatilor, etc. De exemplu pentru: 

mIs] = 441, n{S] = 412 §i rIS] avem 
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m+n+r=442+ 
412 

44 

Incepem adunarea eu coloana zecilor: 

4· a,(5) + a,(5) + 4 . a2(5) = 5· a2(5) + 4 . a,(5); 

§i utiliz"-nd 0 unitate din coloana unitiitilor obtiuem: 

a3(5) + 4· a2(5), deci b = 4. 

Continuand obtinem: 

§i utilizand 0 noua "unitate": 

a.(4) + 4· a3(5), deci c = 4 §id = 1. 

in sfaqit, adunand unitiiti!e rama.se: 

rezultii ca trebuie modificat §i a = O. Deci m + n + r = 1450[5J. 

Aplicarea formulei (2) la calculul valorilor lui T7 pentru toate numerele intre N! = 31000000 

§i N2 = 31001000, pe un PC 386 a dus la ob\inerea unui timp de Iucru de mai mult de 16 

minute, din care cea mai mare parte a foot utilizata pentru descompunerea numerelor in factori 

primi. 

Algoritmul a foot urmaiorul: 

1. Descompunerea numerelor n in factori primi n = pt'P~ .. . P:'; 

2. Pentru n fixat, determinarea valorii maxPi . d;; 

3. 1)0 = "f/(pf'), pentru i determinat la 2; 

4. Deoarece T7(pd;) ::; Pi . di ignoram factorii pentru care p; . a. ::; 1/0; 

5. Caleulam T7(P~J) pentru Pi . aj > 1/0 §i determinam cea mai mare dintre aceste valori, care 

va fi "f/(n). Pentru punctele 2 - 5 din progra.tn au trebuit mai putin de 3 secunde. 

Pentru a obtine alte formule de caleul pentru functia "f/ (de fapt pentru "f/(P")) sa consideram 

exponentul a seris in cele doua baze: 
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n. • • pi-I 
a(p) = LC,' p' §ill/pj = Lkjaj(p) = Lk;' --. 

;=0 ;=1 ;=1 p - 1 

Obtinem: 

(p - 1) . a = t kjp' - t k;, deci notand: 
j=1 ;=1 

"(.) = f: C, - suma cifrelor lui a seris in baza (p); 
.=0 

"[PJ(a) = t k; -surna cifrelor lui a seris in baza [p}; §i tin<i.nd cont de faptul ca t kiP' = 
;=1 .1=1 

p(a[pJ)<p) obtinem: 

I)(p.) = (p -1)· a + "(Pl(a). (4) 

Tinand cont de exprimarea lui a in baza (p) obtinem: 

" " p' a(p) = L c,(pi+l -1) + LC, sau: 
i=O i=O 

p" 1 
-_. a = LC,' ai+l(p) + -_. "(p)(a), 
p-l;=o p-l 

(5) 

prim urmare: 
p-l 1 

a = -p- . (aIPJ)(pJ + p' "(pl(a) (6) 

lnlocuind aceasta valoare a lui a in (4), se obtine: 

(7) 

Not<i.nd cu E"."p exponentullui p in expresia lui n!, 

En .• = L [~]; 
i~1 P 

se §tie [18} ca E",p = (n - "(p)(n))j(p - 1), deci exprim<i.nd pe "(p)(a) din (6), se deduce: 

(8) 

o alta formula pentru E",. se poate obtine astfel: 

a = C" . p" + C,,_I . pn-I + ... + CI . p + Co deci: 

E.,p = ; + ;-1 + ... ~ = Cn + (CnP + C"_I) + ... + (C,.p"-I + C"_IP,,-2 + ... + CI) = 

= C"a,,(p) + C"_Ia.._I(P) + ... + Clal' 
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eu alte cuvinte dadi alp) = Cn . Cn - i ..... Ci . Co atunci: 

_ _ ((ra1) ) 
Ea,p - «a - CO)(p»[pJ = l"pJ. (p) [P]' 

Din (7) §i (8) se ob~ine: 

a (P_1)2. p-1 
TJ(p) = --. (E.,p + a) + -_. O'(p)(a) + O'[p](a); 

P P 

iar din (2) ti (7) se deduce: 

4. FUNC'IIA SUMATOARE Fr, 

Se §tie ea oriearei funetii numerice J i se poate ata§a funetia sumatoare Fi definita prin: 

Fi(n) = L J(d); 
din 

§i ea J se poate exprima eu ajutorul lui Fi prin formula de inversiune: 

J(n) == L I-'(i) . F(j), (9) 
i,]=n 

unde I-' este functia lui Mobius (1-'(1) = 1, 1-'( k) = (-1)') daca numarul i este produsul a q 

numere prime diferite §i 1-'( i) == 0 daca i este divizibil eu un patrat). 

Pentru TJ avem: 

F(n) == f~(n) = LTJ(d) §i 
din 

F(p' = TJ(l) + TJ(pJ + ... + ,.,(pa). 

Din (4) deducem ,.,(pi) = (p -1)· j + "[P](j) deci: 

in eonsecin iii: 
F( oJ ( ) a.(a+1) ~ "J p = p - 1· 2 + L... "[P]\) 

j=1 
(~O) 

Sa consideram acum: 

n = Pt . Pt-i ..... Pi 
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eu PI < 1'2 < ... < Pt numere prime nu nea.phat consecutive 

Desigur 1](n) = Pt §i din: 

F(l) = 1](1) = 0; 

Fly,) = 1](1) + 7)(PI) = PI; 

F(PI . 1'2) = PI + 21'2 = F(p,) + 21'2; 

F(Pl . 1'2 . Pa) = PI + 21'2 + 22Pa = F(p, . P2) + 22Pa; 

rezultii prin indue~ie: 

F(Pl . 1'2 ..... Pt) = F(p, . 1'2 ..... Pt-l) + 2'-lp'; 

adidi: 
t 

Fly, . 1'2 ..... p,) = E2i
- ' pi. 

i=l 

Egalitatea (9) devine: 

PI = 7)(n) = E J.l(u)· F(v) = F(n) - EF (!:) + EF (~) + ... + (_1)'-1. tF(Pi); 
'!.L,v:=n i PI i,j p, p, i=l 

§i deoareee F(Pi) = Pi, ob~inem: 

= F(p, . 1'2 ..... Pi-d + 2i-l . F(pi+l . Pi+2 ..... Pt)· 

in mod analog avem 

F - = F(p, . P2'" Pi-I) + 2'- . F(pi+l . Pi+2'" p;-d + 2-'- F(p;+l . P;+Z'" Pt)· ( 
n ) . I . 1 

PiPj 

Notand Nij = Pi· ... · Pj, ob\inem atunei: 

'-I 
EPi = -F(n) + EF(Ni- 1 + 2i- 1

. F(i+l,,)) - E(F(Ni-I) + 2,-1. F(Ni+l,j_I)+ 
i=l i<i 

+2;-1. F(Nj+l,')) + ... 
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Generalizan ale funC§iei '1 

I.BaIacenoiu [3] propune trei func~ii care generalizeaza func\ia '1. In cele ce urmea.za vom 

prezenta aceste generalizari. 

Fie X 0 multme nevida., r 0 rela~ie de eclllvalenta pe X pentru care nota.m eu Xr multimea 

ca.t §i (I, ::;) 0 multime total ordonata.. Da.cii. 9 : X --t I este 0 func\ie injectiva oarecare, atunci 

functia I : X --t I, f(x) = g(x) se spune ca este 0 functie de standartizare. In acest caz despre 

mullimea X se spune ca este (r, (I, ::;),j) stadartizata. 

Dad. r, §i r2 sunt doua. relatii de eehivalenta pe X se §tie ea relatia r = r, II r2 unde: 

este 0 relatie d echivalenta.. 

Despre funcliile I, : X --t I, i = 1,8 se spune ca au aceea§i monotieitate dadi pentru orlce 

X,Y E X avem: 

J;(:x)::; I,(y)/J;(x)::; Ii(Y) 

pentru ariee i,j = 1, s. 

In f3i Be demonstreaza urmatoarea teorema: 

Dad funC1;iile de standardizare Ii : X --t I eorespunzatoare relaliilor de echivalenta r" i = 

1,8 sunt de aceeati monotonie atunei functia f = max Ii este functia de standardizare core­

spunzatoare relatiei r = II r i §i are aceea§i monotonie eu func\iile f;. Un alt element prelirninar , 
eonsiderlirii celor trei generalizliri ale funcliei '1 prezentate in [3] este definitia unnatoare. 

Daca T §i 1. sun! leg; binare pe X respecti" I, spunem despre Iunctia de s!andarrlizare 

I: X --t I ca esteI: compozabila daca tripietul (f(x),j(y),j(xTy» salis/ace condijia I:. in 

acest caz Sf rnai spune ca funcjia I I: standarrlizeaza structura (X, T) pe structuro (I,::;, 1.). 

De exemplu functia '1 determina urmatoarele standardizan: 

(a) funetia '1 standardizeaza I:, struetura (N',·) pe structura (N',::;,+) prin: 

L : '1(a· b) ::; '1(a) + '1(b); , 
(b) functia '1 standardizeaza I:2 acelea§i structuri, considernd: 

L: max{'1(a),'1(b)}::; '1(a· b)::; '1(a) , ,,(b). 
2 

Functia Smarandache '1 : N' --t N a fost definita in [16] eu ajutorul urmatoarelor funqii 
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Pentru oriee numar prim p fie 'h> : N' -+ N' astfel 

(i) (T}p(n»! este divizibil cu pn; 

(ii) 1),.(n) este eel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea (i). 

Pentru fiecare n E N' sa. considera.m §i rel~iile r n C N' X N' definite prin conditille: 

1. Da.ca. n este de forma n = 1" cu p = 1 sau p numar prin §i i E N* vom spune ca a este 

in rela~ia rn cu II da.ca. §i numai dadL min{k/k! = MP'}; 

2. Da.ca. n = p~' , p~ , ... , p;' atunei 

r" = r~ /\ T~ 1\ ... /\ r~. 

Definitia 2. Pentru once n E N' funqia Smarandache de primul tip este funcJia "In : N* -+ 

N' definiti1 astfel: 

1. Da.ca. n = pi, eu p = 1 sau p numar prim atunci 8 .. (a) = k, k fiind eel mai mic intreg 

pozitiv pentru care k! = Mp;.; 

2. Daca n = p~l ,Til, ... ,p~~ atunci Tlk = ~a.x7J .,(a). 
j=l,t 1', 

Se observa ca: 

a) Funetiile"ln sunt funetii de satndarduzare, corespunzatoare relatlllor rn §i pentru n = 1 

avemXr1 = N*; 

b) Daca n = p atunci "In este functia T}p definita. in [16]; 

e) Functiile 'In sunt erescatoare, deci sunt de a.ceea§.i monotonicitate, in sensu! dat mai sus. 

Theorem 1. Funciiile "In, Ll standardizeaza structura (N*, +) pe structura (N*, ::;, +) prin: 

Ll : ma.x{"In(a), T}n(b)} ::; T}n(a + b) ::; "In(a) + 'T}n(b) pentru once a, bEN' §i deasemenea 

L. standardizeazi1(N',+) pe (N,::;,.) pnn 

L.: max{"In(a),"In(b)}::; "In(a+b) ::;"In(a)*"In(b) pentru orice a,bE N'. 

Demonstrapa este data in [3]. 

Definitia 3. FlmcJiile 8marandacbe de al doilea tip sunt funcliile T}k : N' -+ N* definite pnn 

'T}k( n) = T}n( k) pentru once kEN', unde "In sunt funcJiile Smarandache de primul tip. 

Observam ca pentru k = 1 funetia if este functia 'I definita. in [17], cu modifica.rea "1(1) = 1. 

Intradevar, pentru n > 1 avem: 

T}I(n) = "In(1) = max'1p;J(l) = m~'h> (ij) = 'I(n). 
J 1 j 1 
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Theorem 2. Functiile Smarandache de al do ilea tip L3 standardizeaza strTletura (2V*, *) pe 

structure (N*,-::;,t) prin 

L3: max{1)k(a),1)k(b)} -::; 1)k(a* b) -::; 1)k(a) +1)k(b) pentru orice a,b E N* §i L4 standard­

izeaza (N°, *) pe (N*, 5" *) prin 

L4: max{1)k(a),1)k(b)} 5, T/k(a '" b) 5, 1)k(a) * 1)k(b) pentru orice a,b E N*. 

Pentru a defini funqiile Smarandache de al treilea tip sa considera.m §irurile: 

staisfa.cand rela~ii de recurenta ak" = ak * an §i respectiv bkn = bk * b". 

Desigur exista orieate astfe! de §iruri deoarece putem alege 0 valoare arbitrara pentru a2 §i 

apoi sa determina.m ceilalti termeni eu ajutorul relaiiei de recuren~a. eu ajutorul §irurilor (a) 

§i (b) definim functia f! : N* -t :,,-. prin 

f!(n) = 1).n(b,,), un;le 1).n este funetia Smarandache de primu1 tip. Se observa ea: 

(u) Daca an = 1 §i b" = 1 pentru orice n E N" atunei f: = 1)1; 

(v) Daca an = n §i b" = 1 pentru orice n E N* atunci f: = 1)'. 

Definitia 4. Funcjiile Smarandache de al treilea tip sunt. funcjiile T/~ = f! in cawl in eare 

§irurile fa) §i (b) sunt diferite de cele de la (u) §i (v). 

Theorem 3. Funcjiile f! realizeaza standardizarea L5 intre structurile (N°, *) §i (N", 5" +, *) 

prin 

Demonstra~ia acestei teoreme este deasernenea data in [3]. De aiei rezulta ea funetiile 

Smarandache de al treilea tip satisfae: 

Exemplu: Considerand §irurile (a) §i (b) date prin an = bn = n, pentru oriee n E N*, 

func~ia Smarandache de al treilea tip corespunzatoare este T/~ : N* -t N*, T/~ (n) = T/n (n) §i I:s 
devine: 

147 



pentru orice k, n E N*. 

Aceasta relatie este echivalenta eu relatia urmatoare, scrisa eu ajutorul functiei 1]: 

5. Probleme rezolvate §i probleme nerezolvate referitoare la func\ia 1] 

In [20] se da 0 lista cuprinzatoare de probleme deschise referitoare la func~ia 1]. in [22] 

M.Mudge reia 0 parte din aceste probleme. Apari'ia artiwlului lui M.Mudge ca §i aparitia 

unei reviste dedicata studiului funetiei 1) (Smarandache Function Journal in eolaborare eu 

Facultatea de ~fatematica din Craiova §i Number Theory Publishing Co. din Glendale, Arizona) 

au dctenninat cre§terea interesului pentru aceasta funetie. In cele ee urmeaza Yom enumera 

cateva dintre problemele propuse In [8] §i reluate in [22] aratand stadiul rezolvani lor, dar Yom 

aminti §i alte probleme interesante aparute ulterior articolului lui M.Mudge. 

1. Sa se investigheze §irurile i, i + 1, i + 2, ... , i + x pentru care valorile lui 1] sunt crescatoare 

( descrescatoare). Raspunsul la aceasta problema au dat J .Duncan [7] §i Gr¢nas [ll J. Acesta 

din urma arata cii. exista §iruri crescatoare U, < U2 < ... < Ur de lungime oricat de mare pentru 

care valorile funcJjie 1] sunt decrescatoare. 

Referitor la urmatoarele trei probleme nu cunoa§tem publicarea vreunui rezultat. 

2. Gasi~i eel mai mic numar natural k astfel incat pentru orice n mai rnic sau egal eu no eel 

putin unul dintre numerele: 1)(n), 1)( n + 1), ... ,1)( n + k - 1) este: 

(A) un pihrat perfee; 

(B) un divizor allui kn. 

ee se intampla pentru k §i no tinzand la infinit? 

3. Construiti numere prime avand forma -1)'( n'):"'1)'( n---:+-l")-.-. -. 1]""('n-+"-'k') uncle lib desemneaza 

intregul obtinut prin concatenarea numerelor a §i b. 

en §ir 1 ~ a, ~ ... de numere intregi se spune ca este un A-§ir dacii Diei un ai nu este suma 

a eel pu~in doi termeni din §ir. 

4. Investigati posibilitatea constnurii unui A-§ir astfel Incat §irul asociat 1)( all, 1]( a2)" .. , 

1)(an), ... este de asemenea un A-§ir. 

Notand D,,(x) = 11)(x + 1) - '7(x)1 §i Dik+l)(X) = ID~k)(x + 1) - D~k)(x)1, pentru kEN', 

unde D~l)(x) = D,,(x) articolullui M.Mudge reia urmatoarea problema. 

5. Investigati conjectura D~k) (x) are valoarea unu sau zero pentru oricare k :::: 2 . 
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J . Duncan [8J verifica conjectura pentru toate nurnerele naturale parra la 32000. in acela.§i 

articol se arata ca raportul Intre numa.ruI de I-uri §i nurniirul zerourilor este aproximativ egal 

cu 1 pentru valori mari ale lui k. De asemenea se arata ca pentru k > 100 §i pana la 32000 

raportul Dik)(x)!D~k-l)(x) este aproximativegal cu -2. 

T.Yau [24] pune u=atoarea problema: pentru ce triplet de numere consecutive n.n+l, n+2 

func;ia'l verifica 0 egalitate de tip Fibonacci, adica '1(n) + 'I(n + 1) = 'I(n + 2). Elobserva 

ca in primele 1200 de numere naturale exist a doua solu~ii §i anume n = 11 §i n = 121, dar nu 

ga.se§te 0 solu,ic generala. 

P.Gronas rIO] da riispuns urmatoarei intrebiiri: "Exista 0 func1;ie de numere n pentru care 

o-,(n) = n?" unde o-,(n) = I: '1(d). EI arata ca singurele solutii ale acestei ecuatii sunt 
d/",d>O 

n E {8, 12, 18,20, 2p} unde peste numiir prim. 

Y1.Costewitz [15] abordeaza pentru prima oara problema giisirii cardinalului multimii M" = 
{x/'7(x) = x}. in [25] se arata ca dacii descompunerea lai n in factori primi este no = p~' 'p:;' ... . ' 
p;t CUPl < P2 < ... < Pt §inotamei = L:[n/pfl iarno =p~1.p;2 ..... p~t §ip~1-al.p~-a2 ..... p~:-.af, 

at unci card M" = (o-(!lo) - o-(no)o-(Q») unde o-(n) este suma divizorilor lui n, iar Q = Dqt., 
k 

numerele q" q2, ... ,qr fiind toate numerele prime mai mici decat n §i care nu sunt divizori ai 

lui n. Exponentul fk este fk = I: r ~Jl. 
J Lq1 
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