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COEFFICIENTS K-NŒUAUX' 

Dans cet article on élnrgit les notions de "coefficients bi­

nomiaux" et de "coefficients trinomiaux" à la notion de"co­

efficients k-nomiaux~ et on obtient .quelques propriétés géné­

rales de ceux-ci. Comme application, on généralisera le "tri-

2..ngle de Pascal". 

On considère un nombre naturel k)/2 , soit p(x) = 1 + x + x2 + •.• +xk-l 

le polynôme formé de k monômes de ce type ~ on li2,ppellera "k-nôme". 

On appelle coefficients k-nomiaux les coefficients des puissances 

de x 

Ckh 
n 

. 2 k-1 n 
de .~ +. •• +x ) ~ pour n entier positif. On les notera 

ave c .h f (;:1,~2 ,'; ..... , 2-;'ln} . 

Par 
qui 

la sui te on va construire pàr récurrence un tri::mgle de nombres 

va ~tre appelé iltri.mgle des nombres d'ordre kil. 

Cf.J) 1 : k = 2p + 1. -

Sur la première ligne du trie..ng1e on Gcri t 1 et on l'appelle "li­

gne 0". 
(1) On -convient que toutes les cases qui se trouvent "l, gauche et à 

droite du premier (respectivement du dernier) nombre de chaque ligne 

seront consid3rées comme conten~nt O. Les lignes suivantes sont ap­

pelées "ligne 1", "ligne 2" 1 etc ••• Chaque ligne contiendrél 2P nom­

bres de plus que la précédente g p nombres à gauche du premier nom­

bre, p nombres 2-., droite du dernier nombre de la ligne préc3dente. 

Les nombres de la ligne i+l s'obtiennent à partir de ceux de l~ ligne 

i de la façon suivante ~ 

Ck~ 1 est égal à l'addition des p nombres situés à sa gauche sur la 
1.+ 

ligne ~ et des p nombres situés à Sél droite sur la ligne i, au nom­

bre si tué au-dessus de lui (voir fig.l). On V2. tenir cbmj)te de la 

convention 1. -p nombres p nombres 

Fig.l ~ ligne 
ligne 

ExemEle pour 

1 2 
1 3 6 10 

1 !~ 10 20 35 52 

i ~o·~ 
i+l 

k=5 

1 
1 1 1 1 1 
3 4 543 2 1 

15 18 19 18 15 10 6 
68 80 85 80 68 52 35 

f)Ck~ 
1.+1 

3 1 
20 10 4 1 

••••••••••• og,oooe ••• o.oOOOOOOGoIO.OOOoçooooeoeooooo 

Le nombre C5~ = 0+0+0+0+1 = 1 J C5~ = 0+1+0+0+0 = 1 , 

C5~ = 0+1+1+1+1 = 4 C5~ = 4+5+4-+3+2 = 18 , etc ••• 
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1) La ligne i a 2pi+l '§167lents. 

2) Ck~ , ?:o Ck~=~ où par convention Ck~ , 0 pour {!><~p;t 
Ceci est évident d'après la construction du tri~ngle. 

3) Chaque ligne est sym0trique par rapport ~ l'j13ment centr~l. 
4) Les premiers éléments de la ligne i sont 1 et i. 
5) La ligne i du triangle de nombres d'ordre k repr6sente les coef-

2 k-l i 
ficients k-nomiaux de (1 + x + x + ••• + x ). 

r~ L~ d.§monstration se fait par récurrence sur i de 
2.) Pour i=l 0' est 5vident ~ (en fr\Ï t la propriét8 serOli t encore 
vraie pour i=O). 
b) Supposons l~ propriét.§ vraie pour n. Alors -

2 k-l n+l 2 k-l 2 k-l n 
(l+x+x + ••• +x ) = (l+x+x + ••• +x )(l+x+x + ••• +x ) 

2pn 2p(n+l)~ __ 

( 2 21)) ~ j j > "" Cki i j l+x+x + ••• +x - .• ~ Ck.x = ~ .x .x 
. 0 n t=O· . t n J= 1+J= 

o ~j ~2p 

2p(n+l) (2P ) 

O,(i ,(2pn 
2p(n+l) > ~ t-j t L- Ck x 

t=O j=O n 
=> 

t=o 

t t 
Ck l.x n+ 

6) La somme des éléments situés sur la ligne n est égale ~ kn • 
La première méthode de d.§monstration utilise le raisonnement par 
r50urrenoe. Pour n=l l'assertion est 0vidente. On sup)ose la pro­
pri~t8 vraie pour n, c'est-à-dire que la somme des sléments situ-

és sur la ligne n est '3géüe à k
n

• L~ ligne n+l se calcule 2. par­
tir des Gl~ments de la ligne n. Chaque é10ment de la ligne n 
fai t pl"..rtie de la sOinme 'lui calcule chacun des p 0L3:'1ents si tuas 
à sn. gauche sur l~ ligne 11+1, chacun des p 61Gments situés à S<J. 
droite sur l~ ligne n+l et celui qui est situ~ en dessous g donc 
il Gst utilisé pour calculer k nombres do l<J. ligne n+l. 
Donc la somIne des éléments de 12. ligne n+l ost k fois plus grande 
que IG somme de ceux de l? ligne n, 

donc elle vaut kn+l. 
7) La différence entre l<J. sornr"e des coefficients k-nOi7}~Ü',UX cle r:-'~'1.g 

p~ir et la somme dos coefficients k-no;;1Îaux de r,,--1'lg im~é1ir situés 

sur la même ligne (CkO-Ck1+Ck2-Ck3+ ••• ) est égale 3 1. 
n n 2 n n. 

On l'obtient si d3ns (l+x+x + ••• + xk-l)n on prend x = -1. 
o h l h-1 h 0 h 8) Ck .Ck +Ck .Ck + ••• +Ck .Ck = Ck n m n m n m n+m 

Ceoi résulte de ce 'lue,d?l1s l'idcr..tité 
2 k-l n 2 k-l m 2 k-l n+m 

(l+x+x + ••• +x ) .(l+x+x + ••• +X ) = (l+x+x + ••• +X ) 
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h h . h' 

le coefficient de x dans le membre de gauche est ~ Ck~.Ck -~ n m 
h ~= 

et celui de xh à droite est Ck • 
n+m 

9) La somme des carrés des coefficients k-nomiaux situés sur lé'. li­

gne n est égale au cefficient k-nomial situé ê~ milieu de la li­

gne 2n. 
Pour la preuve on prend n=m=h dans la propriété 8. 

On peut trouver be~ucoup de propriétés et applications de ces coef­

ficients k-nomiaux parce qu'ils élargissent les coefficients bino­

miaux dont les applicCl,t:'ons sont connues. 

CAS 2 : k = 2p. 

La construction du t~_8..flgle de nombres d'ordre k est analogue : 

Sur la première ligne on écrit l ; on l'appelle ligne O. 

Les lignes suivnntes sont ~ppe15es ligne 1, ligne 2, etc ••• Chaque 

ligne aura 2p-l élémen~s de plus que lQ pr0c6dente ; comme 2p-l est 

un nombre impair, les Gléments de chaque ligne seront placés entre 

les éléments de la ligne pr6c5dente (à la diffcirence du cas l où ils 

se plaçaient en-dessous). 
Les éléments situ8ssurla ligne i+l s'obtienn~nt en utilis~t ceux 

de la ligne i de la f~çon suivante 

Ck~ l est égal à l' Nidi tion des p cllé:nents si tués à sa gauche sur la 
~+ 

ligne i aux p ,n.3ments situ.3s à Sr\. droite sur la ligne i. (Fig.2) . 

p,nbres p nbres 

Fig. 2 . ligne i ~r. •. -: ..• "' . 
ligne i+l 1} 

j 
Cki +l 

Exemple pour k=4 l 
1 l l l 

l 2 3 4 3 2 l 

l 3 6 10 12 12 10 6 3 1 

l 4 10 20 31 40 '!-,'} 40 31 20 10 4 l 

•••••••••• O ••• OOO.IJ.ooo.oo.oc-C'o.o.o •• o.o.o •• ooo •• oç.o.0000 ••• 000 ••• 

~-l 
D'où la propriété l' g Ck

h =~ 
n i=O 

En réunissant les propriétés l et 

Ckh- i . 
n-l 

l' : Ck
h 
n 

Ckh
- i • 

n-l 

Les autres propriétés du Cas l se conservent dans le cas 2, avec des 

preuves ~alogues. Cepend~~ d~s l~ propriété 7, on voit que la 

différence entre la somme des coefficients k-nomiêAX de rang pair 

et celle des coefficients k-nomi?ux do rRng impair situés sur la mê­

me ligne est égP.le 2. O. 
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