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COEFFICIENTS K-NOMIAUX’

Dans cet article on élargit les notions de vcoefficients bi-
nomiaux" et de "eoefficients trinomizux" & la notion de”'co-
efficients k-nomiaux, et on obtient guelques propridtés géné-
rales de ceux-ci. Comme application, on généralisera le "tri-
angle de Pascal".
 as o v : . ' 2 k-1
On considére un nombre naturel k2,2 s soit P(x) =1 + X + X +eetX
le polyndme formé de k mondmes de ce type : on l'oppellera "k-nome".
On appelle coefficients k-nomiaux les coefficients des puissances

: k-1.n . s
de x de ti+x¢\2+...+x 1) , pour n entier positif. On les notera
T R :
Cki avec hé¢ {091,2;:,¢,2pn}. _
Par 1a suite on va construire par récurrence un triangle de nombres
qui va 8tre appelé "iriangle des nombres d'ordre k", -

CAS 1 : k =2p + 1.-

Sur la premidre ligne du triangle on Scrit 1 et on 1'appelle "li-
gne O". o -
(l) On ‘convient que. toutes les cases qui se trouvent A gauche et &
droite du premier (respeotivement du dernier) nombre de chaque ligne
seront considérées comme contenant O. Les lignes suivantes sont ap-
pelées "ligne 1", "ligne 2", etc... Chaque ligne contiendra 2P nom-
bres de plus que la précédente : p nombres & gauche du premier nom-—
bre, p nombres & droite du dernier nombre de la ligne précidente.
Les nombres de la ligne i+l s'obtiennent 3 partir de ceux de la ligne
i de la fagon suivante :

Ck?3 est égal & 1'addition des nombres situds & sa gauche sur la
i+l

ligne i et des p nombres situés 4 ga droite sur la ligne i, au nom—
bre situd au-dessus de lui (voir fig.1l). On ve tenir compte de la

convention 1. .7 nombres n nombres
Fi_gol S llgnei aoaooo..’)o’"QO.'oonoO‘
ligne i+l Qij ‘
i+l
Exemple pour k=5 s
1
11 1 1 1
123 4 5 4 3 2.1
1 3 61015 18 19 18 15 10 6 3 1
1 4 10 20 35 52 58 80 85 80 68 52 35 20 104 1

Il....o...oconooaceoonooeoeaoueo ccccc o coeeoco 0 o oo

Le nombre 052 = 0+0+0+0+1 = 1 3 CS% = 0+1+0+0+0 = 1 ,
052 = O+1+1+1+41 =4 3 CSg = A+5+3+3+2 = 18 , ¢etca..
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PropFistés du friangle de norbres d'o¥dre k :

1) La ligne i a 2pi+l 3l8aents.

. 2 .
2) ok = i ax o par convention k' =0 pour $<0 et
n o) n-1 n t) 2pr

Ceci cst 4évident d'aprés la construction du triangle.
) Chaque ligne est symétrique par rapport & 1':liment central.
) Les premiers éléments de la ligne 1 sont 1 et 1.
) La ligne i du triangle de nombres d'ordre k reprisente les coef-
i
ficients k-nomiaux de (1 + x + X2 b oaee 4 Xk-l) .
L~ dimonstration se fait par récurrence sur i de o
a) Pour i=1 c'est évident; (en frit 1la propriété serait encore
vraie pour i=0). '
b) Supposons la propriété vraie pour n. Alors

n+l n
(1+x+x2+..,+xk_1) = (1+x+x2+...+xk-1)(l+x+x2+...+xk_1)
2pn 2p(n+1)
- . \ - . .
= (1+x+x2+...+x2p).§ Cl‘:::jl.x;l = ‘; o Ck;;.nizl.x3
3=0 B t=0 i+j=t
0« &2p
O\Si,SZPn
2p(n+l) 2p 2p(n+1)
N << -3 t TS t %
- > > Ck, ' = > Ck_ ,.X
$-0 3= 3=0

6) La somme des Sléments situés sur la ligne n est égnle 2 k.
La premidre méthode de dimonstration utilise le raisonnement par
ricurrence. Pour n=1 1'assertion est &vidente. On supnose l1a pro-
pristé vraie pour ny c'est-2-dire que la somme des &ldéments situ-

ds sur la ligne n cest dgale 2 kn. La ligne n+l se calcule & par-
tir des &léments de la ligne n. Chague élcment de 1a ligne n

fait partie de la somme gui calcule chacun des p $liments situés
4 sa gouche sur 1o ligne a+l, chacun des p 3léments situds 2 sa
droite sur 1a ligne n+l et celui qui est situl en dessous s donc
i1 ¢st utilisd pour calculer k nombres de 1a ligne n+l.

Donc 1~ somme des &léments de la ligne n+l ¢st k fois plus grande
que 1~ somme de ceux de la ligne n,

donc clle vaut kn+l.

7) La diffdrence entre la somme dcs cocfficients k-nomairsux de rong
pair et la somme des coefficients k-nomiaux de rang impair situés

sur la m8me ligne (Ckg—Ck;+Ckika3+...) est égale 2 1.
On 1'obtient si dans (1+x+x"+...+ =~ on prend x = -1.

8) CkO.Ckh+Ckl.Ckh-1+...+Ckh.CkO = Ckh
n.m n m n m n-+m

Ceci résulte de ce que,dons 1'identité
k-1.n k-1

2 k-
(1+X+x2+...+x ) o (144 4o 4K 1)n+m

m 2
) = (1+X+X 4+eo0e+X
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h . .
le coefficient de xh dans le membre de gauche est Ck;.Ck:-l
1=

et celui de xh 3 droite est Ckh .
n+m

9) La somme des carrés des coefficients k-nomizux situés sur la li-
gne n est égale au cefficient k-nomial situé au milieu de la li-
gne 2n. o
Pour la preuve on prend n=m=h dans la propridté 8.

On peut trouver beaucoup de propriétés et applications de ces coef-
ficients k-nomiaux parce gu'ils élargissent les coefficients bino-
miaux dont les applications sont connues.

CAS 2 3 k = 2p.

La construction du triangle de nombres d'ordre k est analogue :
Sur la premiére ligne on &erit 1 5 on 1'appelle ligne O.
Les lignes suivantes sont appelées ligne 1, ligne 2, etc... Chaque
ligne aura 2p-1 éléments de plus que lo précédente 3 comme 2p-1 est
un nombre impair, les Cléments de chague ligne seront placés entre
les Sléments de la ligne pricidente (& 1la différence du cas 1 ol ils
se plagaient en~dessous). 7
Les ¢léments situés sur la ligne i+l s'obtiennent en utilisant ceux
de 1a ligne i de la fagon suivante : '

Ckg+1 est &gal & 1'addition des p <léments situds & sa gauche sur la
ligne i aux p $liements situls 2 sa droite sur la ligne i. (Pig.2) -

: p.nbres  p nbres
Fig.2 ¢ ligne i

1‘ A 1 °°...° e ".....l. .
igne i+ J
¢ Ckin
Exemple pour k=4 : 1
1 1 1 1
1 2 3 4 3 2 1
1 3 6 10 12 12 10 6 3 1
1 4 10 20 31 40 A4 40 31 20 10 4 1
2p-1 .
h %—- h-i
1A - 22+ 4 1Y e = .
D'old la propriété 1' : Ckn cj__o Ckn-l k=1
- -
En réunissant les propriétés 1 et 1' : Ck = , Ckn_l.
1-0

Les autres propriétés du Cas 1 se conservent dans le cas 2, avec des
preuves n~nalogues. Cependnnt dans la2 propriété 7, on voit que 1a
différence entre la somme des coefficients k-nomiaux de rang pair

et celle des coefficients k—nomiaux de reng impair situés sur la mé-
me ligne est dgale & O.
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