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FUNC'fII ARITMETICE 

Este bine cunoscuta importan~a functiilor aritmetice in teoria nimerelor, importanta da­

torata pe de-a parte bogatiei rezultatelor ce se obtin cu ajutorul acestor funqii, §i pe de alta 

parte frumusetii acestor rezultate. 

Este intr-adevar TIU numai util, dar §i frumos sa §tim ea daca fi(x) este numilrul numerelor 

prime mai miei sau egale cu x, atunci fi(x) este asimptotieegal eu x lnx sau cii daca se cunQa§te 

funetia sumatoare F(n) = "Lf(a) pentru functia numericii f, atunei f se poate exprima en 

ajutorul functiei F prin formula de inversiune 

fen) = '£p.(a)F(n/d). 

in cele ee urmeaza vom prezenta 0 functie numericii definita recent [19] ale carei proprieti\ii 

sunt deci prea putin cunoscute pana acum. 

Aceasta func';ie f : Z* -t N este earacterizata de proprietatile: 

(i) 'in E Z*(17(n)! = M . n) (multiplu de n); 

(ii) 17(n) este eel m~ mie nwnar natural eu proprietatea (i). 

Lema 1 Pentru oriee k,p E N*,p;f 1, numarul k se poote serie in mod unie sub forma: 

k = t,a", (p) + t2a",(p) + ... + tla",(p) (1) 

(p'" -1) . . , 
unde a",(p) = -(--)-, pentru 1 = 1, ... ,1, n, > n2 > ... > nz > 0 §I to E ll,p-l] n N pentru 

p-l . 
j = 1, ... 1-1, iariz E [l,pj nN. 

Demonstratia este evident a, fiind yorba be scrierea numilrului k in baza generalizata.: 

[p]a,(p) , a2(P), ... ,a,,(p), ... 

Pentru fieeare numar prim p E N* putem defini acum 0 functie : 

avand proprietatile: 

(1/1) ,.",(a - n(p») = p"; 

(172) 1l.(t,a", (p) T t2a",(p) + ... + tea,..) = t,,.,,,(a.., (p) + t2""'(a,.,(P») + ... + t.,.",(a,..(p)). 

Intr-adevar, utillzand lema precedent a oriee numa. kEN" poate fi scris sob forma (1) §i 

atunci putem defini: 
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Teorema 1 Fieeare jllnejie '1., ell p > 0 numar prim, are proprietatile: 

(iii) Vk E N*(1)p(k))! = M . pk; 

(iv) '1p(k) este eel ma; mie numar natural avand proprietatea (iii). 

Demonstratie. Se §tie ea exponentul €p,,, la care apare p in descompunerea in factori a lui 

n! este dat de formula lui Legendre: 

Prin lirmare exponentulla care apare p in deseompunerea in factori a lui (Tfp(k))! este: 

_ 2: [t lpT': + t2p'" + ... + t.pn.l _ ,r t,P'" + topT'" + ... + tepn, 1 . 
en "i k) - . J - T 
" P' l p J 

+ I IP T op ..,. ... T epP + . . . ,p op. ... .P = r t '" 't n,. . t "'] [t "l + t "2 + + t "'J' 
L Po P'" 

= (tiP"; - 1 + t2P'" - 1 + ... + t,p'" - 1) + (t,p'" - 2 T topT" - 2 + ... ) + ... + t, = 

= t,ip'" - 1 + p'" -1 + .. . +pO) +t2(p'" -1 + p'" - 2+ ... + pO) + . .. +i,(p'" ·-1 +p'" - 2+ ... ) 

Dec;: 

§i teorema este demonstrata.. 

Funqia '7 : Z -+ N se poate construi cu ajutorul func1iilor TIp in felul urmator: 

(a) '7(=1) = 0; 

(b) pentru oriee rt = cpr1 . ~2 •••• • ptt, CU E = ±l §i Pi numere prime 

distincte, iar C>i ?: 1 definim: 

'1(n) = max'l.(C>i). 

Teorema 2 Funetia'1 definitii. prin eondiiiile (a) §i (b) are proprietajile (i) §i (ii). 

Demonstratie. (i) este evident[, deoarece ('1(n)' = mp-x('1p(C>i))), deei '1(n)! este divizibil 

cu n. Proprietat.ea (ii) rezulta din (iv). Sa observam ca funetiile '1. sunt crescatoare, nu sunt 

injective, dar considernd '1. : N" --+ {I/k = 1,2, ... } se verifid surjectivitatea. Funetia '1 nn 

este uiei ea injectiva, dar '1 : Z' -+ N \ {I} este surjectiva. 

Consecinta. Fie n ?: 4. Atunci n este numar prim daca §i numai daca '1(n) = n. 

Demonstratie. Daea n = peste numa. prim, cu P?: 5, atunei '1(n) = Tfp(l) = p. 

Fie acum '1(n) = n. Dar '1{n) = max'1(p;), deci n = p. 

130 



APLICATII 

1. Care este eel mai mic numar natural n eu proprietatea: n! = M('f31.327.7'3) ? 

Solutie. 

Pentru a caleula '12(31) scriem numiruJ. a, = 31 in baza generalizata. [2], unde: 

[2J: 1,3,7,15,31,63, .... 

Pentru a ealeula 1/3(27) considera.rn baza generalizata 

[3]: 1,4,13,40, .... §i deducem 27 = 2*13+1 = 2a3 (3)+a,(3), deci 1/3(27) = 2*33 +h3' = 
= 57. 

Analog ob1inem '17(13) = 84. Deci '1(±'f3' * 327 * 7'3) = max(32,57,84) = 84. Prin urma.re 

84! este divizibil eu ±'f3' * 327 * 7'3 §i este eel mai mic numar natural eu aceasta. proprietate. 

2. Care sunt numerele ale caror factoriale se termina in 0 mie de zerouri? 

Solutie: Daea n = 10'000 atunei '1(n)! = MlO'000 §i est.e eel mai mie numar natural eu 

aceasta proprietate. 

Avem: 

'1(10'000) = '1(2'000 '!' 5'000) = max('12(1000), '75(1000» = '15(1000), iar cum: 

[5J = 1,6,31,156,781, .... 

deducem 1000 = ha3(5)+ha4(5)+2a3(5)+a,(5), deci '75(1000) = h53 +h54+h5 = 4005. 

A§adar numarul 4005 este eel mai mie numar na.tural aI ciirui fa.ctorial se termina eu 1000 

de zerouri. Fa.ctorialul numerelor 4006,"4007,4008 §i 4009 se termina §i el eu 0 mie de zerouri, 

dar 401O! = 4009! . 4010 are 1001 zerouri. 

In legatura eu functia '1 am a1ci.tuit [2OJ 0 lista de probleme nerezolvate. lata citeva dintre 

acestea: 

(1) Sa se giiseascii fOrIDule pentru exprimarea lui '1( n ). 

in [1 J §i [2] se dau astfel de fonnule. in fond, din cele prezentate mai sus putem spune cii da.cii 

n = pr' '~' .... . p~', atunei '1(n) = m~'1(pf') = m~T/p;(ai), adicii '1(n) = m~'1(pi(ai){p.D,]), 
's i=l,t. 

deci '1(pf') se obtine inmu1tind num3.rul Pi cu num3.rul obtinut scriind exponentul ai in baza 

generalizata. [Pi] §i "citind" rezultatul in baza standard (P) : I,p,p2, ... ,pn, .... 

(2) Exista exprimari asimptotice pentru '1( n) ? 

(3) Pentru un numar intreg fixat m, in ee condi~ii '1( n) divide diferenta n - m? (in particular 

pentru m = 1). Desigur, pentru m = 0 avem solutiile n = k! sau n este un numar liber de 

pat rate. 

(4) Este '1 0 fune1;ie a1gebridl? Mai general, sa spunem ca 9 este 0 J-funelie, J nenula, da.cii 

J(x,g(x» = 0 pentru orice x §i J E R[x,yJ. Este '7 0 J-functie? 
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(5) Fie A 0 mulJ<ime de numere naturale nenule consecutive. Sa se determine max card A 

pentru care TJ este monotona pe A. Se poate observa ea avem max card A 2': 5 dea.oarece 

pentru A = {I, 2, 3, 4, 5} valorile lui TJ sunt respectiv 0,2,3,4,5. 

(6) en numar se spune ca este numar ,., algebric de grad n daci. el este radii.cina polinomului: 

P,( x) = ,.,( n) . xn + TJ( n - 1) . xn
-

I + ... + ,.,(1) . Xl. Pentru ce feI de numere n exista numere 

algebrice de ordinul n care sa fie numere intregi? 

(7) Sunt numerele Pn = TJ(n)/n uniform distribuite in intervalul (0, I)? Raspunsul este 

negativ §i a fost demonstrat de Gh.Ashbacher. 

(8) Este numarul 0, 0234537465114 ... , format prin coneatenarea valorilor lui TJ{ n), un numar 

irational? Raspunsul este a.fi.!mativ §i a fost demonstrat de Gh.Ashbacher. 

(9) Se pot reprezenta numerele intregi n sub forma: 

unde intregii k, aI, a2, .... ak §i semnele sunt convenabil alese? 

Dar sub forma: 

Sau sub forma: 

(10) Gii.siti 0 forma generala a exprimarii in fraqii continue a lui TJ(n)/n, pentru n 2': 2. 

(11) Exista intregii m, n, p, q cu m of n sau p of q pentru care: 

,.,(m) 7,.,(m+ 1) + ... +,.,(m+ p) = TJ(n) +TJ(n + 1) + ... +,.,(n +q)? 

(12) Exista intregii m, n,p, k sau m of n §i p > 0 astfel incat: 

TJ(m)2 +TJ(m+ 1)2 + ... + TJ(m+p)' = k? 
'7(n)2 + TJ(n + 1)2 + ... + TJ(n + p)2 

(13) Cate numere prime au forma '7(n)' TJ(n + 1)· .. . 1](n + k) pentru 0 valoare fixata a lui 

k? Se observa ca 1](2) . ,.,(3) = 23 §i ,.,(5) . ,.,(6) = 53 sunt prime. 

(14) Exista doua numere distincte k §i n pentru care: 

log,(kn) TJ(nk) este numar intreg? 

(15) Este numarul: 

lim (1+ I: (lk) - In 1]( n») numar finit? 
n-+oo k=21] , 

Raspunsul este negativ [9;. 
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(16) Verifica f/ 0 condi~ie de tip Lipschitz? 

Raspunsul este negativ §i apariine tot lui Gh.Ashbacher. 

(17) Exista 0 formula de recurenta pentru §irul an = f/( n)? 

un alt grup de probleme nerezolvate este urmatorul: 

Exista numere nenule nonprime at, a2, ... , an in relatia P astfeI incat f/(al), f/(a2), ... , f/( an) 
sa. fie in relatia R:! Casiti eel mai mare n cu aceasta proprietate (unde P §i R reprezinta una 

din urrnatoarele categorii de numere): 

(i) numere abundente: a E Neste abundent dacli u{a) > 2a. 

(ii) numere aproape perfecte: a este aproape perfect daca u(a) = 2a -1; 

(iii) numere amicale: a §i b sunt amicale dacli u(a) = u(b) = a + b; 

(iv) numere Bell: S" = f: S( n, k), unde S( n, k) sunt numerele Stirling de categoria a doua 
1=1 

S(O,O) = 1, iar Sen, k) se deduc din x" = f: S(n, k) . Xk, X(k) = x(x - I) ... (Xk + 1), pentru 
k=1 

1 ~ k ~ n; 

(v) numerele Cullen: Cn = n * 2" + 1, n 2: 0; 

(vi) numerele Fermat: F" = 2'" + 1; 

(vii) numerele Fibonacci: 11 = h = 1,ln+2 = In+! + In; 

(viii) numerele armonice: a este armonic daca media armoruca a divirorilor lui a este numar 

intreg; 

(ix) numerele Mersenne: Mp = 2" ..:. 1; 

(x) numerele perfecte: u( a) = 2a §i desigur lista ar put~a continua. 

Desigur se pot formula prohleme interesante continand functia f/, probleme in legitura.cu 

funcJ;ii numerice sau categorii speciale de numere (printre care sunt §i cele enumarate mai sus). 

Rezolvarea acestor probleme va oferi legatura inca necunoseuta, dintre func~ia f/ §i celelalte 

eategorii de fune!ii numeriee. 

Demersul spre aceasta legaturaa poate fi Iacut de exemplu §i cu ajutorul ecuatiilor (inecuatii-

lor) diofantice. lata eateva dintre aceastea: 

(i) f/(m * x + n) = A, unde A peate fl: C;:', 

- P" (al n-lea numar prim), 

- [8(x)] (8(x) = ~ lnp, este funetia 8 a lui Ceba§ev), 
p$% 

- [w(x)] (w(x) = 2: A(n), unde A(n) are valoarea lui p daca n este 0 putere intreaga a 
,,<r 

numil.rului prim p §i este zero in caz contrar), 

- S(n,x) sau S(m,x), 
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- II(x) (nuroarul numerelor prime ce nu depil.§esc pe x) §i desigur lista posibilitatilor pentru 

A poate continua. 

(ii) f/(mx -+ n) < B, unde B poate fi: 

-d(x) (numiirul divizorilor pozitivi ai lui x), 

- rex) (funqia lui Euler de speta intai), 

00 t:c-l 

rex) =! 7dt, 
o 

- 1/3(x,x) (func\ia lui Euler de speta a doua, !3(x,y) = r(x)r(y)jf(x +y», 

- /lex) (functia lui Mobius). 

Exista muite posibilitati de a alege pe B. Mmane de desooperit cele intr-adevar interesante, 

care dau legatura lui 1) cu notiuni devenite clasice in teoria numerelor. 
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