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FUNCTII ARITMETICE

Este bine cunoscutid importanta functiilor aritmetice in teoria nimerelor, importanti da-
toratd pe de-o parte bogatiei rezultatelor ce se obtin cu ajutorul acestor functii, gi pe de alti
parte frumusetii acestor rezultate.

Este intr-adevir nn numai util, dar si frumos s3 stim ci dacy H(z) este numirul numerelor
prime mai mici sau egale cu z, atunci II(z) este asimptotic egal cu z In z sau ci daci se cunoagte
functia sumatoare F(n) = ¥ f(d) pentru functia numerici f, atunci f se poate exprima cu

ajutorul funciiei F' prin formula de inversiune

f(m) =3 u(d)F(n/d).

In cele ce urmeazs vom prezenta o functie numerici definit3 recent [19] ale ciirei proprietiti
sunt deci prea putin cunoscute pani acum.

Aceastd funciie f : Z* — N este caracterizatd de proprietitile:

(i) Vn € Z*(n(n)! = M - n) (multiplu de n);

(ii) n{n) este cel mai mic numir natural cu proprietatea (i).
Lema 1 Pentru orice k,p € N*,p # 1, numérul k se poate scrie in mod unic sub forma:

k =ti6,,(p) + t2a,,(p) + ... + t1an,(p) 0]

=1 entrui=1,...,1 Ositicll N pent
oy Petrei=lonlm>n > > >0 ;€ [1,p— 1NN pentru

j=1...0-1terf; €[1,p]N N.

unde an,(p) =

Demonstratia este evidenta, fiind vorba be scrierea numirului k in baza generalizati:

Plai(p), 82(p): - - -, an(p), - --
Pentru fiecare numér prim p € N* putem defini acum o functie :
n:N" N
avand proprietitile:
, (m) mle—n(p)) = 5"
(m2) 7p{t10m, (P) + t20n,(p) + - .. + tean,) = ta1p(an, (P) + tathp(@ns(P)) + - - + temp(an, (P))-

Intr-adevir, utilizand lema precedents orice numir k € N* poate fi scris sub forma (1) si
atunci putem defini:

(k) = t1p™ +4p™ +. .. +icp™.
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Teorema 1 Fiecare functie n,, cu p > 0 numdr prim, are proprietatile:
(i5) ¥k € N*(ny(R))! = M - p*;

(iv) no(k) este cel mai mic numdr natural avnd proprietatea (iii).

Demonstratie. Se stie ci exponentul ¢, , la care apare p in descompunerea in factori a lui

n! este dat de formula lui Legendre:

-zl

Prin urmare exponentul la care apare p in descompunerea in factori a lui (n,(k)}! este:

Lt 4 tep™ . tep™ ] [hp™ Htep™ . ™
ey = 30| 2T T BT P] _ [tp™ +top P ]+
P 1t p 4

5

N i'ilp"" + top™ +~--+tcppﬂ‘] . [t;p"’ + typ™ +...+icpnej _
i P I
={tp" — 14 tp™? =14 tp 1+ =242 -2+, )+t =

= (0 1 =T ) (P — 1P =2+ 0 (P - 1P -2+ )

Deci:
Com(k) = k;
si teorema este demonstrata.
Functia n: Z — N se poate construi cu ajutorul functiilor n, in felul urmaétor:
7 P J i
(a) n(z1) =0
(b} pentru orice n = epy* - p5° - ... - pi*, cu € = x1 si p; numere prime
distincte, iar o; > 1 definim:

7(n) = maxny{e:).
Teorema 2 Funcfia n definitd prin conditiile (a) gi (b) are proprietdiile (i) si (#i).

Demonstratie. (i) este evident{, deoarece (n(n)! = m?x(qp(a.-))), deci 7(n)! este divizibil
cu n. Proprietatea (ii) rezulta din {iv). S observim ci functiile 7, sunt crescitoare, nu sunt
injective, dar considernd 7, : N* — {p¥/k = 1,2,...} se verifici surjectivitatea. Functia n nu
este nici ea injectiva, dar 5 : Z* = N \ {1} este surjectiva.

Consecinti. Fie n > 4. Atunci n este numir prim daci gi numai daci n(n) = n.

Demonstratie. Daci n = p este numir prim, cu p > 5, atundi 7{r) = n,(1) = p.

Fie acum 1(n) = n. Dar n(n) = maxn{p;), deci n = p.
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APLICATII

1. Care este cel mai mic numir natural n cu proprietatea: n! = M(2%.3%7.713) ¢

Solutie.

Pentru a calcula ny(31} scriem numirul @ = 31 in baza generalizatd {2], unde:

[2: 1,3,7,15, 31,63, ....

Pentru a calcula 75(27) considerim baza generalizatd

B3] 1,4,13, 40, ... 5i deducem 27 = 2+13+1 = 2a5(3)+a;(3), deci 75(27) = 23 +123 =
= 57.

Analog obtinem 7:(13) = 84. Deci (2% * 327 » 713) = max{32,57,84) = 84. Prin urmare
84! este divizibil cu £2% * 3% % 7% g este cel mai mic numér natural cu aceasts proprietate.

2. Care surt numerele ale ciror factoriale se termins in o mie de zerouri?

Solutie: Daci n = 10'%° atunci (n)! = M101%%° g este cel mai mic numir natural cu
aceasta proprietate.

Avem:

7{101090) = (21000 4 51000} _ max(n2(1000), 75(1000)) = 75(1000), iar cum:

[8] =1,6,31,156,781,.. ..

deducem 1000 = 1xa3(5)+1xa4(5)+2a5(5)+a;(5), deci 75(1000) = 1%3°+ 1454415 = 4005.

Asadar num3rul 4005 este cel mai mic numir natural al cirui factorial se termini cu 1000
de zerouri. Factorialul numerelor 4006, 4007, 4008 si 4009 se termini i el cu o mie de zerouri,
dar 4010! = 4009! - 4010 are 1001 zerouri.

In legaturi cu functia 7 am alcituit [20] o list4 de probleme nerezolvate. Tat} citeva dintre
acestea:

{1) S& se giiseascd formule pentru exprimarea lui n(n).

In 1] 5 [2] se dau astfel de formule. in fond, din cele prezentate mai sus putem spune c3 daci
=P PP B, atun n(n) = mn(pF) = mpx ), adic n(n) = max (a1,
deci n(p*) se obtine inmultind numirul p; cu numérul obtinut scriind exponentul a; in ba.za
generalizatd [p;] si "citind” rezultatul in baza standard (»): 1,p, 0%, ...,p0"%,.

(2) Existd exprimiri asimptotice pentru nin) ?

(3) Pentru un numir intreg fixat m, in ce conditii n(n) divide diferenta n—m? (in particular
pentru m = 1). Desigur, pentru m = 0 avem solutiile n = k! sau n este un numir liber de
pitrate.

(4) Este 5 o functie algebrici? Mai general, si spunem ci g este o f-functie, f nenuld, daci
f(z.9(z)) = 0 pentru orice z si f € Riz,y]. Este n o f-functie?

131



{5) Fie A o multime de numere naturale nenule consecutive. Si se determine max card A
pentru care 1 este monotond pe A. Se poate observa c& avem max card A > 5 deaoarece
pentru A = {1,2,3,4,5} valorile lui 5 sunt respectiv 0,2,3,4, 5.

(6) Un numir se spune c3 este numir 7 algebric de grad n dac el este radicina polinomutui:

Py(zy=n(n) 2" +n(n—-1)-z"1 +... 4 (1) z!. Pentru ce fel de numere r existi numere
algebrice de ordinul n care si fie numere intregi? .

(7) Sunt numerele P, = n(n)/n uniform distribuite in intervalul (0,1)? Rispunsul este
negativ §i a fost demonstrat de Gh.Askbacher.

(8) Este numarul 0, 0234537465114 . . ., format prin concatenarea valorilor luj 7{n), un numar
irational ? Rdspunsul este afirmativ si a fost demonstrat de Gh.Ashbacher.

(9) Se pot reprezenta numerele intregi n sub forma:
n = xn(a1)* £ n{az)™ £ ... £ nlap)*™,

unde Intregii &, a1, az, .- . a; §i semnele sunt convenabil alese?
Dar sub forma:
n= j:a;’(“) +...% az(“")?

Sau sub forma:

n=£a]l 44300 1 | 4 o7

(10) Gasiti o form3 generali a exprimirii in fractii continue a lui n(n)/n, pentru n > 2.

(11) Existd intregii m,n,p,q cu m # n sau p # g peniru care:
n(m) = n(m+1)+...+n(m+p) =n(n) +9(n+ 1) +... +9(n + q)?

(12) Existd Intregii m,n,p, k sau m # n gi p > 0 astfel incat:

2(mP+a{m+ 172+ .. +n(m+p)? _
n(n)? +a(n+1P +... + n(n + p)?

2

(13) Cate numere prime au forma n(n) - n(n + 1) - ...5(n + k) pentru o valoare fixats a lui
k7 Se observi ci n(2) - n(3) = 23 si n(5) - n(6) = 53 sunt prime.

(14) Existi doud numere distincte k §i  pentru care:

log, ny 7(n*) este numir intreg?

(15) Este numirul:

lim (1 + gz ﬁ -t 7(@) oumii finit?
Raspunsul este negativ [9}.
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(16) Verifick 5 o conditie de tip Lipscﬁitz?

Raspunsul este negativ si apartine tot lui Gh.Ashbacher.

(17) Existd o formuli de recurentd pentru sirul a, = n(n)?

Un alt grep de probleme nerezolvate este urmitorul:

Existd numere nenule nonprime ay, ay, . ... 1@ in relatia P astfel incit n(a;), n(az),...,n(a,)
sd fie in relatia R? Cisiti cel mai mare n cu aceastd proprietate (unde P i R reprezinti una
din urmétoarele categorii de numere):

(i) numere abundente: a € N este abundent dac o(a) > 2a.

(i1) numere aproape perfecte: a este aproape perfect daci o{a) = 2a — 1;

(iii) numere amicale: a si b sunt amicale dacd o(a) =o(b)=a+ b;

(iv) numere Bell: S, = é:l S(r. k), unde S(n, k) sunt numerele Stirling de categoria a doua
5(0,0) = 1, iar 3(n, k) se deduc din z* = 3> S(n,k) - z%,2® = z(z — 1).. . (zx + 1), pentru
1<k<n; =

(v) numerele Cullen: C, = n+2" + 1,n > 0;

(vi) numerele Fermat: F, = 22" +1;

(vii) numerele Fibonacci: f; = f, = L fav2 = fag1 + fa3

(viii) numerele armonice: a este armonic daci media armonick a divizorilor lui a este numir
intreg; )

(ix) numerele Mersenne: M, = 2° - ;

(x) numerele perfecte: o(a) = 2a si desigur lista ar putea continua.

Desigur se pot formula probleme interesante continand functia 5, probleme in legiturs cu
functii numerice sau categorii speciale de numere (printre care sunt si cele enumirate mai sus).
Rezolvarea acestor probleme va oferi legatura inci necunoscuti, dintre functia n si celelalte
categorii de functii numerice. »

Demersul spre aceasti legiturai poate fi ficut de exemplu §i cu ajutorul ecuatiilor {inecuatii-
lor) diofantice. Iati cateva dintre aceastea:

(iyn(m=z+n) = A, unde A4 poate fi: O™,

- P, (al n-lea numir prim),

- [6(2)] (8(z) = T Inp, este functia © a lui Cebagev),

- [®(2)] (¥(z) =pSZ=: A(n), unde A(n} are valoarea lui p daci n este o putere intreagd a
numérului prim p si e:tsz: zero in caz contrar),

- 8(n,z) sau S(m, z),
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- TI(z) (numirul numerelor prime ce nu depégesc pe z) si desigur lista posibilitatilor pentru
A poate continua.

(ii) n(mz + n) < B, unde B poate fi:

-d(z) (numérul divizorilor pozitivi ai lui z),

- T(z) (funcgia lui Euler de speta intai),

Fgz-1
I(z) = / -,
)
- 1/8(z,z) (functia lui Euler de speta a doua, 8(z,y) = [(2)T(y)/T(z + y)),
- u(z) (functia lui Mobius).
Existd multe posibilititi de a alege pe B. Rimane de descoperit cele intr-adevir interesante,

care dau legitura lui 7 cu notiuni devenite clasice in teoria numerelor.
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