Some solutions of the equation
4xz=4+)
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Abstract

In this note we show some solutions of the equation 4 xz =4 + y2 , 5,y 2) € Ng s

and a relation with the constant Pi : 7 =3.141592 ...

Keyword:Ecuacion diofantica,Numero Pi

I. Introduccion
Notacion : N={1,2,3, .}, Ng=NU{0}, N3 =NgxNoxNg, Z={.., -3, -2, -1,0,1,2,3, ..}

Sea(x, y, z) € Ng, tal que :

dxz=4+)" (1)

T zfoofme—(xllz+yl¢ V+ZVZ) d/udv (2)

En esta nota mostramos una coleccion de ternas (x, y, z) € N% que satisfacen la ecuacion (1).

entonces es valida la formula :

La prueba de (2) se sigue de : Ref. (53), pag.297, Prob.73.
La ecuacion (1) tiene una solucion trivial :
So=(1,0,1 3)
parax >0, y> 0, z> 0 observamos que el numero y debe ser par, estoes: y =2k, keN.
Para justificar esta afirmacion supongamos que yesimpar: y=2k—-1, keN:

keN, y=2k-1=y*=4k>—4k+1, (impar) 2 4+ y? =4k* -4k +5,
(impar), pero:4xzespar(xz>0), ..y=2k keN.

Seay=2k, keN, setiene:
dxz=4+4K sxz=1+k (4)
Por lo tanto las ternas (x, y, z) son de la forma :
Si={x, 2k, eN; : xz=1+k}, keN )

los conjuntos S son disjuntos, esto es :
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El conjunto :

contiene todas la soluciones de la ecuacion : 4xz=4 + y2 , (x,y,2) € Ng .
Enlaecuacién (3): xz=1+k%, k€N, elnamero k puede ser impar o par :
Casol: kimpar, k=2m—-1, meN:
xz=1+@Qm—1=2(2m* = 2m+ 1)= xz es nimero par
xzpar = (xpar /\ zimpar)\/ (x impar A zpar)
En (7) el nimero 2 m*> — 2m + 1, en algunos casos se puede escribir como producto de nimeros impares : Ej: m=7 :
2x7*=2xT7+1=85=5x17
Caso?2 : kpar, k=2m,meN:
xz=1+4m? = xz ntmero impar = x impar /\ zimpar
Para encontrar los conjuntos S;, es necesario tener la factorizacion entera de los niimeros 1 + &%, k€N :
{1 + k2 :keNO} ={l, 2, 5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, 82, 101, 122, 145, 170, 197, 226, 257, 290, 325, ...}
se tiene :
k=1=2=1x2
k=2=>5=1x5
k=3=>10=1x2x5
k=4=>17=1x7
k=5=26=1x2x13
k=6=37=1x37

k=7>50=1x2x5%

I1. Algunas soluciones de 4 xz = 4 + )’
So=1{(1, 0, 1)}
S1=1{1,2,2), (2,2, 1)}
S$>=1{(1,4,5), (5,4, 1)}
83 =1{(1, 6, 10), (2, 6, 5), (5, 6, 2), (10, 6, 1)}
Sy =11, 8, 17), (17, 8, 1)}

S5 =1{(1, 10, 26), (2, 10, 13), (13, 10, 2), (26, 10, 1)}
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Se =1{(1, 12, 37), (37, 12, 1)}
S7=1{(1, 14, 50), (2, 14, 25), (5, 14, 10), (10, 14, 5), (25, 14, 2), (50, 14, 1)}
Ss ={(1, 16, 65), (5, 16, 13), (13, 16, 5), (65, 16, 1)}
So ={(1, 18, 82), (2, 18, 41), (41, 18, 2), (82, 18, 1)}
S10 ={(1, 20, 101), (101, 20, 1)}
S =1, 22, 122), (2, 22, 61), (61, 22, 2), (122, 22, 1)}
S12 =1{(1, 24, 145), (5, 24, 29), (29, 24, 5), (145, 24, 1)}
S13 =1{(1, 26, 170), (2, 26, 85), (5, 26, 34), (10, 26, 17), (17, 26, 10), (34, 26, 5), (85, 26, 2), (170, 26, 1)}
S1a =1{(1, 28, 197), (197, 28, 1)}
815 =1{(1, 30, 226), (2, 30, 113), (113, 30, 2), (226, 30, 1)}
S16 = 1{(1, 32, 257), (257, 32, 1)}
S17=1{(1, 34, 290), (2, 34, 145), (5, 34, 58), (10, 34, 29), (29, 34, 10), (58, 34, 5), (145, 34, 2), (290, 34, 1)}
S1s =1{(1, 36, 225), (5, 36, 65), (13, 36, 25), (25, 36, 13), (65, 36, 5), (325, 36, 1)}
S19 =1{(1, 38, 362), (2, 38, 181), (181, 38, 2), (362, 38, 1)}

S0 = {(1, 40, 401), (401, 40, 1)}

I11. Otra forma de representar las soluciones de (1)

SeakeNy, y=2k, setiene:

4xz=4+4k2:>xz=1+k2:>{x:1 /\22:1+k2
x=1+k" ANz=1
por lo tanto tenemos dos conjuntos de soluciones de (1) :
SS; ={(L, 2k, 1 + &%) -k eNo}
SSy={(1+k% 2k, 1) : keNy}

La formula (2) se puede escribir como :

71'=fmfwe_(uz+2kuv+(l+kz)v)dudv L keN,
SeakeN, y=4k—-2, setiene:

4xz:4+(4k—2)2:>xz:2(2k2—2k+1):>{);==zzléi=22]fl_/ff:2l
por lo tanto tenemos dos conjuntos de soluciones de (1) :

SS;={(2,4k-2,2k* -2k + 1) :k N}

SSy={(2k* —2k+1,4k-2,2) :keN]

SeakeN, y=10k -4, setiene:
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Xx=5N\z=5k—4k+1

4xz=4+(10k-4P 5 xz=5(5K—4k+1)={ SK2-4k+1A\z=5
Y= — 4k + z=

por lo tanto tenemos dos conjuntos de soluciones de (1) :
SSs={(5, 10k —4,5k* —4k+1) : keN|
SSe={(5k* —4k+1,10k-4,5) : keN|
SeakeNy, y=10k +4, setiene:

x=5Nz=5k+4k+1

4xz=4+(10k+47 5 xz=5(5K +4k+1)= 5K 4+4k+1 A\ z=5
x=5k +4k+ z=

por lo tanto tenemos dos conjuntos de soluciones de (1) :
SS7={(5, 10k +4,5k> +4k+1) : keNy|
SSy={(5k* +4k+1,10k+4,5) : keNy|
Otros conjuntos de soluciones son :

SSo ={(13, 26k — 10, 134> = 10k +2) : ke N}

keN, y=213k-5) =
7 ( ) {SSIO:{(13k2—10k+2,26k—10,13):keN}

SSi1 ={(13, 26k + 10, 13k* + 10k +2) : k € Ny}

keNy, y=213k+5) >
0 ¢ ) {SSIZ:{(13k2+10k+2,26k+10,13):keNo}

SS13=1{(17, 34k -8, 17k* -8k +1) :keN}

keN, y=2(17k-4) >
y=2l ) {SS|4:{(17k2—8k+1,34k—8,17):keN}

SSi5=1{(17, 34k + 8, 17k* + 8k + 1) : k € Ny}

keNy, y=2(17k+4) >
0. y=2( ) {SS|6:{(17k2+8k+1,34k+8, 17) ke N}

SS17={(10, 10k -3, 10k> =6k + 1) :keN}

keN, y=2(10k-3) >
y=2( ) {SSIg:{(10k2—6Ok+1,10k—3,10):keN}

SS1o={(10, 10k +3, 10,2 + 6k + 1) : k € Np}

keNy, y=2(10k+3) =
0. y=2( ) {SSQO:{(10k2+6k+1,10k+3,10):keNo}

Poniendo y =2 (ak + b) cona, b elegidos de manera conveniente se obtienen mas conjuntos de soluciones de (1).

IV. Numero Pi

La férmula (2) se puede escribir como :

= Z Ze—()cnz+ynm+zmz) f(n7 m)

neZ meZ

1 1
f’(}’l m) _f f e*(xueran utymu+yuv+yn v+22mv+zv2) dudv
S =
0 Jo
o oo
= zf f (e—(xu2+yuv+zv2) + e—(xuz—yuv+zvz))dudv
0 0

71:4ffe"(”z”vz)cosh(yuv)dudv
o Jo
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