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 In this note we show some formulas related with the constant Pi 
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Resumen 
En esta nota se muestran algunas fórmulas que involucran la constante Pi. 

 
 

Introducción 
La constante Pi se define por la serie: 
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En esta nota se muestran algunas representaciones para la constante Pi. 
 
 
 

Fórmulas 
 
 

Fórmula 1. 
Para k∈  , se tiene: 
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Fórmula 2. 
Para k∈  , se tiene: 

 
( )

( )

1 3 2 22 1
1

4 2
1 0

1 3 22 1
1 2

2 1 2 1
1 0

6 1
1

3 1 3
3

nk
n

k
n

nk
n k n

k k
n

x dx
x

x dx
x

π
−−

−

−
=

−−
− −

− −
=

= − =
+

= −
+

∑ ∫

∑ ∫
  (3) 

Fórmula 3. 
Para k∈  , se tiene: 
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Fórmula 4. 
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Fórmula 5. 
Para { }1m∈ −  , se tiene: 
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Fórmula 6. 
Para { }1m∈ −  , se tiene: 
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Fórmula 7. 
Para k∈  , se tiene: 
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Fórmula 8. 
Para { }0k∈ ∪  , se tiene: 
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Fórmula 9. 
Para 0 1 2 10, 1, n n nF F F F F+ += = = +  , nF  sucesión de Fibonacci , se tiene:  
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Fórmula 10. 
Para 0 1 2 10, 1, 2n n np p p p p+ += = = +  , np  sucesión de Pell , se tiene: 
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Fórmula 11. 
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Para 0 1 2 10, 1, n n nF F F F F+ += = = +  , nF  sucesión de Fibonacci , se tiene: 
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Fórmula 12. 
Para 0 1 2 10, 1, 2n n np p p p p+ += = = +  , np  sucesión de Pell , se tiene:  
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Fórmula 13. 
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Fórmula 14. 

Para 
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Fórmula 15. 
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Fórmula 16. 
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Fórmula 17. 
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Fórmula 18. 
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Fórmula 19. 
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Fórmula 20. 
Para 5 3a >  , se tiene: 
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Fórmula 22. 
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Fórmula 26. 
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Fórmula 27. 
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nnb

n n
a

x x
I a b dx n

x +

−
= ∈ ∪

+∫    (63) 

 ( )0
1, ln
1

bI a b
a

+ =  + 
  (64) 

Para n∈  , se tiene: 
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( )
[ ]

( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( )( )

2
2

0

2 2 2 222

0 20

2 2 1 2 2 12 11 2 2 1

0 0

2 1, 3 2 ln
2 1

3 2 1 12
2 2 2

3 2 1 12 1
2 1 2 2 1

n
n k k

n
k

k m k mn k mn

m kk
m k

k m k mn k mn k

k m

n k bI a b
k k a

b an k
k m k m

b an k
k m k m

−

=

− −−

≤ ≤=
≠

− + − +− −− +

= =

    + = +       +    

+ − +  
+    −  

+ − ++  
−   + − +  

∑

∑ ∑

∑
 

∑

  (65) 

Caso particular ( )0,1nI  :  

 

( )

( ) ( )

0
4 0,1

1314 ln 2 3ln 2 2 13ln 2 9 63ln 2
3

445 34997321ln 2 1683ln 2 ....
2 30

n
n

Iπ
∞

=

= =

  = + − + − + − +   
   + − + − +        

∑

  (66) 

Fórmula 33. 

 
( )

0

122 1
2 97 5
2 4

n

n n
n

π
∞

=

−
= −

+ 
 + 

∑   (67) 

Fórmula 34. 

 
0

22 1
97 10

2
4

n

n n

c
n
n

π
∞

=

= −
+ 

 + 

∑   (68) 

donde 
 ( ) { }2 1 0 12 , 1, 2, 0n n nc c c c c n+ += − = = ∈ ∪   (69) 

Fórmula 35. 

 
( )

0 0

1 222 1
97 10
4

k kn

n k

n
n kk
n k

π
−∞

= =

− 
= −   + +  

 + + 

∑∑   (70) 

Fórmula 36. 
Para 0a >  , se tiene: 
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 ( )
( )

( )1
0 0

22
7

1 1 4 6 4 1
2 5 2 6 2 7 2 8 2 91

n n
n k

n
n k

n
a

k k k k k ka

π

∞
−

+
= =

= −

−    − − + − +   + + + + + +  
∑ ∑

  (71) 

 
( )

( )
( )

1
0 0

122 1
2 97 5 1
2 4

n n kn

n
n k

n a
kka
k

π
−∞

+
= =

− − 
= −   + +  

 + 

∑ ∑   (72) 

Fórmula 37. 
Para ( )4 2 1 0 1 2 32 , 1, 0, 1, 2n n n nc c c c c c c c+ + += − + + = = = − = −  , se tiene: 

 
1

0

5 1 1 5 14
2 1 2

n

n
n

c
n n

π
+

∞

=

   − −
= +      + +   
∑   (73) 

 
( )1

0

4 3 3 4 32 16
1 23 3 4 3

n

n
n

c
n n

π
+

∞

=

 + +   
= +     + ++ +   

 

∑   (74) 

 

1

0

4 2 3 1 1 4 2 3 18
2 1 2

n

n
n

c
n n

π

+
∞

=

   − − − −   = +
   + +   

∑   (75) 

Fórmula 38. 
Para { }0 ,0 1n a∈ ∪ < <  , se tiene: 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 1

2 22 1 2
0

2

23
0 0

2 ! 2 !
2 ! 2 ! 2 2 1

22 ! 1 1
2 1

2 2 12 !

k n

n k
k

m m kn

k
k m

n k a
n k k n

nk a
a

m m kk

π
+ +∞

+
=

+∞

= =

= +
+ +

− − 
+ −   + + 

∑

∑ ∑
  (76) 

Con 
10,
2

n a= =  , se tiene: 

 
( )

( ) ( )24
0

2 !
3

2 ! 2 1k
k

k
k k

π
∞

=

=
+

∑   (77) 

Con 
20,
3

n a= =  , se tiene: 
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( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

1/2

2 22 1 3
0 0

2 ! 2 !24 2
33 ! 2 1 2 3 ! 2 1k k k

k k

k k
k k k k

π
∞ ∞

+
= =

 = +  
 + +

∑ ∑   (78) 

Fórmula 39. 
Para 0, 0, 0,0 2 ,0 1a b c a b a c u> > > < < < + < <  , se tiene: 

 
( )

( )

( )

1
1

0

0 0

sin 1

11 1

nu
u

n

kn n k k un

n k

a ba b
u n u

n c b
ka c a c k u

π
π

− ∞
− +

=

− +∞

= =

−
= +

+ −

−  +   + + +   

∑

∑ ∑
  (79) 

Con 
1 1 1 11, 2, 1, , , ,
2 3 4 6

a b c u= = = =  , se tiene: 

 
( ) ( )

( )0 0 0

1 2 1
2

2 1 2 2 1

n kn

n k
n n k

n
kn k

π
∞ ∞

−
= = =

 − − 
= +   + +  

∑ ∑∑   (80) 

 
( ) ( )

( )
3

0 0 0

1 2 13 3 2
4 3 2 2 3 1

n kn

n k
n n k

n
kn k

π
∞ ∞

−
= = =

 − − 
= +   + +  

∑ ∑∑   (81) 

 
( ) ( )

( )
4

0 0 0

1 2 1
2 2

4 3 2 4 1

n kn

n k
n n k

n
kn k

π
∞ ∞

−
= = =

 − − 
= +   + +  

∑ ∑∑   (82) 

 
( ) ( )

( )
6

0 0 0

1 2 13 2
2 6 5 2 6 1

n kn

n k
n n k

n
kn k

π
∞ ∞

−
= = =

 − − 
= +   + +  

∑ ∑∑   (83) 

Fórmula 40. 
Para 0 1a< <  , se tiene: 

 

( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

3 3 1

23 2
0

22
0 0

1 3 2 !1
2 3 2 2 ! 3 1

2 ! 12 1
3 2 ! 3 2 2 1

n

n
n

n kn

kn
n k

n a
n n

nn aa
kn n k

π

+∞

=

+∞

= =

Γ
= +

+

− −
+  

− + + 

∑

∑ ∑
  (84) 

Fórmula 41. 
Para 0 1a< <  , se tiene: 
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( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

3 3 2

23 2
0

22
0 0

3 2 3 2 !1
4 2 ! 3 2

2 ! 12 1 1 1
2 2 1 2 2 33 2 ! 3

n

n
n

n kn

kn
n k

n a
n n

nn aa a
k n k n kn

π

+∞

=

+∞

= =

Γ
= +

+

− − − + −   + + + + − 

∑

∑ ∑
  (85) 

Fórmula 42. 

 ( )
( )

1 1

2
0 0

1 2 2 ln 2ln 2 8 2 1
11

n k n kn
kn

n k

n
k n kn k

π
− − − − − −∞

= =

   −
= − −    + ++ +   
∑ ∑   (86) 

 ( ) ( )
( )

2 1 2 1

2
0 0

1 1 2 2 ln 2ln 2 4 1
2 2 12 1

k n k n kn
n

n k
n k

n
k n kn k

π
− + − +∞

−
= =

 −  −
= − +    − +− +   
∑ ∑   (87) 

Fórmula 43. 

Para ( )2 1 0 1
1 1, 2 , 1, 2
2 n n na c c c c c+ +< ≤ = − = =  , se tiene: 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )1 11 1

2
0

ln 2

0

2 2 ln 22 2ln 2 8
11

8
2 2

a n na n n

n
n

a

x x

a
c

nn

x dx
e e

π
− + − +− + − +∞

=

−

 −− = + +
 ++ 

+
+ −

∑

∫

  (88) 

 
 

Observación. Todas las fórmulas se han tomado de la referencia (4). 
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