The Constant Fcg)
Edgar Valdebenito

abstract

In this note we show some formulas for the Fcg; constant:

i
FCG(i) =i+ ; = l, E., E., i, l., l., ]
i+ —
I+...

Feg : Complex and Algebraic number

24-03-2016

I. Introduction

Definition Fcg)

i

FCG(i) =i+ - = E, i, E., i, i, i, ]
V17 -1 1 2

FCG(i)= — +i|—+ —

8 2\ V17 -1

Fega = 0.62481053 ... + 1.30024259 ...

II. Formulas

Six = Fcgg) . entonces :
P —ix—i=0

X2 +2x+1=0

Seax,, neN, lasucesion definida por :
Xppl =0+ — , x1=—+1
Xy 2
entoces:

lim Xy = FCG(i)

n—oo

Seax,, neN, lasucesion definida por :

M

@

3)

4)
3

(6)

0
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entonces:

Seax, =u, +iv,, n€N, entonces de la ecuacion (6) :

Vi uy 1
Ups1 = ——— s Vnrr =1+ 2 ,up=—, vi=1
u2 + v w2 +v2 2

y se cumple que:

lim U, = RC(FCG(I-)) 5 lim V= Im(FCG(,-))
n—-oo

n—-oo

Seax, =u, +iv,, neN, entonces de la ecuacion (8) :

2u,,(u% - vﬁ) +Qu,vy, + 1) 2v, - 1)

Upt1 =
4uﬁ +Q2v, - 1)?

2u,Qu, v, + 1) — (u,21 - vﬁ) Qv, -1

Vntl =
4uﬁ +Q2v, - 1)?

1
u=—-, v=1
2
y se cumple que:

lim U, = Re(FCG(i)) 5 lim V= Il’Il(FCG(i))
n—-oo

n—-oo
Integral compleja para Fg;) :

1 r2x 23 4+ et
FCG(i) =i+ — - dt
2xJdo Pyt —i

1 273 cos(t) — cos(2 ¢) + 2 sin(2 ) — 2 sin(3 ¢)
Re(Fegm) = — f - - d
nJo 3 + 2 sin(?) — cos(?) (2 + 4 sin(¢))
1 271 —2cos(21) +2cos(3 1) + 3sin(f) — sin(2 £)
Im(FCG(,-)) =1+ —f d
21 J0 3 + 2 sin(¢) — cos(?) (2 + 4 sin(t))

Integral comleja para 1/ Fcgg :

1 1 223+ &2
- = - dt
FCG(i) 2nJdo P2yl 4

_27r

1 1 271 + 3 cos(t) + 2 cos(2¢) + sin(2 ¢) + 2 sin(3 ¢)
Re f d
0

Feaa 3 + 2 sin(f) + cos(?) (2 + 4 sin(¢))

1 1 2rncos(2 1) + 2 cos(3 1) — sin(?) (3 + 4 cos(?))
Im( ) f d
0

Feaa 2n 3 + 2 sin(?) + cos(?) (2 + 4 sin(?))

De la férmula (2) se tiene:

1 1

Fegy 4

-2+\/2(1+\/W)]—§\/2(-1+«/7)

representacion usando la funcion hipergeometrica de Gauss:

®)

)

(10)

(1D

(12)

13)

(14)

(15)

16)

an

(18)

(19)

(20)

@n

22



E.Valdebenito-the constant Fcg(i).nb |3

i 1+
Fegpy = —+ | — |F(=1/2, 1;1;-i/4) (23)
2 W2
1 1 -1
—— ==+ == |F(-1/2, 1, 1;-i/4) (24)
Feay 2 W2
i 3+4i 3-4i
FCG(i)=_+( ]F(—I/Z, 1,1,— (25)
2 5
una recurrencia:
cn+2:icl1+1+ﬁcll 5 C1=1, CZZE. (26)
cn={1,0, -1+i, -2—4,-3i,4-20,5+4i, -2+9i, —-13+3i, —12-154, ...} 27)
. Cn+l
lim = Fea) (28)
n—oo Cn
algunas integrales:
00 1 2inm
f dt= (29)
—wtr—it—i 2 Fegy — &
oo 1 20w
f dt= (30)
—off b+ 2iFegp + 1
o0 1 13+5V17
f dt= bis @D
ot 2421+ 1 34
en la integral (31) se tiene:
i i
t4+t2+2t+1=(t—z)(t—2)(t+—J(r——) (32)
z z
donde z = Feg) , Zes el complejo conjugadode z.
SeaC, = A4,/B, , n €N, los convergentes de la fraccion continua que define a Fg(;), setiene:
A2 =i Ap1 +id, , Ao=1, 41 =i (33)
Bya=iBy1+iB, , Bp=0, By =1 (34)
Cy— Fegpy , h—> (35)
1+3i 3+6i 2+4i 6+13i 26+ 53i
Cr={is 1+, —— ——— ——, : - (36)
2 5 3 10 41
Otra interesante recurrencia es:
T+ 11x, +x2 +x) 1
Xpyj = ———————————— , Xy = —+1i (37
9 2
Xy = Fegp , n—o oo (38)
Seaa,, n €N, lasucesion definida por :
Aneg = Aue3 + 2 + A1 — Ay, a1 =1, a2=3,a3 =6, a4 =12 (39

se tiene:
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Ap+1

2
= |Fegpl® , n— o
an

Seaa,, n €N, lasucesion definida por :
Qpig = 8 any7 — 27 i + 50 Apys — 53 apg + 28 Gpy3 — 8 ap +2ay
a;=1,a,=8, a3 =37, ay = 130, as = 388, ag = 1048, a; = 2671, ag = 6610
se tiene:

Apyl
— 1 +|FCG([)| , 00
an

Potencias de Feg) :
(Feoe)" = zn Feg@y + Wn » n€N
Zn+1 =izn T Wy, Wiy =iZ,1 s Z1 = 1: wi =0

(Feoa)" = (ani +by) Fegoy + cpi+d, , n€N

an+1=bn+cn: bn+1=_an+dna cn+1=bnn dn+1=_an 5 a1=0, b1=1, C1=0, d1=0

La forma matricial de las ecuaciones (46) es:

Ap+1 01 1 0\(a, a; 0
bpet | | =1 0 0 1 (] by b (1
et |l | OT OOl | || ]O
dn+] -1 000 d,, d] 0
Ap+1 011 0y(0
b1 -1 0 01 1
e |5l 01000 "EN
d) -1 000/ o

La forma matricial de las ecuaciones (44) es:
)= G )- (G)=(o)
Wysl i 0)\w,)  \w ) N0
Zp i 1\ (1
Lo )= o) (o) men
Sean a,, b,, neN, lassucesiones definidas por :
ayy1=ta, +ib, , byyy=a,, ay=-3—-1i, by=-1+21i

SeaL,, n €N, lasucesion definida por :

1+2i+a +a+..+a,
an

24+b+by+..+b,

se tiene:
L, Fcgi , n—> o
por (52) y (53) podemos escribir:
A+2D)+(B3-D+(-1-4D)+G -4+ ...

Fegh) =
R+0D)+(-1+2)+(-3-0D)+(-1-40)+..

Fracciones continuas alternativas para Feg) :

(40)

(41)

(42)

(43)

44
(45)
(46)

(47

(43)

(49)

(50)

(5D

(52)

(53)

(54

(55)
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1 1-2i 1-2i 1-2i 1-2i

FCG(1)=;+”'—

A44i— 1+i-4+4i— 1+i-

1+4i 1-2i1-2i1-2i1-2i
FCG([) = -
2 2 - 1- 2 - 1-
1+3i 1 1 1 1
FCG(i) = +
2 2440+ 1+2i+ 2+4i+ 1+2i+
3+6i (B-40)/5 3-4i 3-4i 3-4i
Fcc,(,') = -
5 6+7i— 6+7i— 6+T7i— 6+7i—
Ecuaciones diferenciales relacionadas:
dx ie™!
—= , x(0)=1i
dt 2x-1i
lhrn x(1) =FCG(1‘)
con x(t) = u(t) + i v(t), setiene:
du Qv-1)e™ dv 2Que!
— s, —=—————, w(0)=0,v(0) =1
dt 4> +Qv-1? dt 4> +Qv-1)7
tlim u(?) = Re(Fegp) » tlim v(t) = Im(Fcg()
{t, u@®)}
T T i T L—
0.60 |- B
0.5 1
0501 1
045 i
L1 | | | | |
0 2 4 6 8 10
{£, (1)}
1301 R b
128 E
126 B
1.24:—5 ]
122— .
1.20 - ]
1A18:—§ _
1‘16;; | | | | 1]
0 2 4 6 8 10

|5

(56)

(67

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 n

e
=

Otra ecuacion diferencial es:

dx

di 4xX +2x+2

» x(0) =

lim x(¢) = Feagw

t—00

1+iV7

con x(t) = u(t) + i v(t), setiene : lim u(t) = Re(Fegg) , lim v(#) = Im(Fegg)) -
00 100

‘{t, L‘t(t)}‘

0.62

0.61

0.60

0.59

S

1.3020

1.3015

1.3010

1.3005

1.3000 1§

o

(64)

(65)
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{u({), v(n)}

1.3020 F
13015 |
1.3010 f
1.3005 |
1.3000 £ L L L L L L
0.50 0.52 0.54 0.56 0.58 0.60 0.62
Serie general para Fcg)
seaxoeC, 0<ex1, talque: |xg — Fcgyl <€, setiene:
(S
. . 2\1
Fegi =x + ch(u +ixy)— xo)
n=1
1
dondec| = , yparan=1,2,3, ..:
2)6() -
n—1
Cnyl = — Z(k + 1)Ck+1 Cn—k
n+1 =0
algunos valores para x( son :
1+3i 3+6i 2+4i 6+13i 26+53¢
Xo = { ’ N N }
2 5 3 10 41
3+6i
Ejemplo : xp =
3+6i & -3+4i
Feaa = + ch
n=1 25
6-7i 2(6—7i) =L
e = s Cap1 = —————— ) (k+ Dy ¢y
17 k=0
la serie (66) converge mas rapido si x, se encuentra en la region mostrada en la figura :
x0=u0+7 vO
18F — T 5
16 -
141 .
121 =
1.0 i
0.8+ -
0.6 - =
S S B Y I AN MO S N B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

|7

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)
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Una funcion generadora:
1 0

5= DX

l-ix-ix* ;5

Jo2=ifuntifu, fo=1, fi=i

i 1+FCG(1') 1 i 7
o=l — |Fege)" +| —— || - ,n=0,1,23, ..

2 + Feago + Fcaa Feai

sea f, =u, +iv,, setiene:

Ups2 = ~Vpl =V 5 Vee2 Slpgt Uy, ug=1,u1=0,v9=0,v; =1
Upg = —Up2 = 2Upp1 — Uy , Ug=1, u1 =0, up=-1, u3 =2
Vitd = Vg2 = 2Vpq1 =V, o =0,vi=1, v =1,v3=~1

Jea=—fu2 =2 forr = fu s fo=1, fi=i, h=-1+10, fy=-2-1i

f‘n+m

—)(FCG(,‘))m , > 00, m:O, 1, 2, 3,

n

el < fuil +1ful , n=0,1,2,3, ..

[freal < fue2l + 2ot + 1ful , n=0,1,2,3, ..

o0 (—Il)n
Feap =i- —
;fn—l fn
o0 (_E')n
FCG([):il—[(l - 2 ]
n=1 /n

Algunas relaciones : Fcgi) = F

1+F+F+ P +F=F-DFFE+1)
1+iV7 1-iV7
- F- F+D)F=-1
2

2
F'+(1+F)?=0

F

FP+(F+D(FP-F+F+1)=0
F+Fl=—1+(1-0F
F2+ F2=1+2iF
F34+F3=2242i-2F
Curvas relacionadas:

i

(2= + =0} N 2xy-x=1=0} = {Fecp, ———
Feap

(71

(72)

(73)

(74
(75)
(76)

(7"

(78)

(79

(80

8D

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

87
(88)
(89)
(90)

oD

92)
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2.0

x2—y2+y=0

2xy—-x—-1=0

0.0 SN

Una foérmula para la constante Pi:

Otras representaciones:

Im(Fcg) = Re

RC(FCG(,')) = Im

1 1 m[ 1
Ve 16 n=0 FCG(i)

am= 3,5 )%

k=[n/2]

\/i+\/i+\/i+...

] G(n)

m[
e
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