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abstract

In this note we show some formulas related with the constant Pi
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Resumen. En esta nota se muestran dos formulas que involucran a la constante Pi:

0 _1)”
_4 — 3.14159265...
n=42 on+1

n=0

—~

y alas funciones de Bessel , J (1) y I,(1) .

Introduccion
Recordamos algunas relaciones que involucran a las funciones de Bessel:

1. Ecuacion diferencial de Bessel
xzy”+xy’+(x2—n2)y:0 ,N>0 (1)

2. Funciones de Bessel de primera especie y orden n

i (_1)k (X/Z)H_ZK ()

1 ()= 2 S v
I, (x)=(-1)"3,(x) ,n=0123,.. 3)

3. Férmula de recurrencia para J, (x)

2n
‘]n+l(x):7‘]n(x)_‘]n—l(x) (4)
4. Funcién generadora de las funciones J, (x)
ex(t—rl)/z _ i Jn (X)tn (5)

N=—o0

5. Ecuacion diferencial de Bessel modificada
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2,1

xy+xy’—(x2+n2)y=0 ,nN>0 (6)

6. Funciones modificadas de Bessel de primera especie y orden n

'n(x)i,f_x(/z—)m_ )

o k!(n+k)!
I, (x)=1,(x) ,n=0,123,.. (8)
7. Férmula de recurrencia para |, ()
1o () ==221, (x)+1,4(x) (©)

S ST (10)
9. Relacién entre J,(x) y I,(x)

1L (x)=i"3,(ix) ,i=v-1 (11)

En esta nota recordamos dos férmulas que involucran a las funciones de Bessel J, (1) y I, (1) , con la constante

7 =3.141592... , las formulas se obtienen por sencillas manipulaciones de las ecuaciones (5) y (10).

Formulas

(]
i
—~~

1)£+Te—x(l—x)z/(1—2x+2x2) cos X—X+x° _sin X—X*+x° dy
4 3 1-2x+2x° 1-2x+2x°

e al Gl

(12)
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ye 2_x%) /(1-2x+2x2 2_x® 2-x®
—I1(1)£+J.e(l_2X+2X ae2e)| oo X=X - |+sin _ X=X - | |dx =
4 1-2x+2X 1-2x+2X

5 Im((1+i)") e |m((1_i)"‘1)| n )
~ (n+p2t "V &4 o1 7
Observacion
El lado derecho de la formula (12) , se puede escribir como sigue:
LG P S S PR
S (et T E el ” (14)
-3 h0+ 30+ X ()
4 =2m(n*-1)
donde
A= (n=1)Im((1+i)")=(<2)" 2" (n+1)Im((1-1)") (15)
Los nimeros A, , satisfacen la recurrencia:
Ao=—4A.~BA ,+BA  —4A , ~32A ,—~128A , +256A , ~256A, (16)
Algunos valores para A, son:
{A1 'n=0,12, } = {—2, 0,26,-128,308,-32,-3624,16384,-36752, } 17)
El lado derecho de la formula (13) , se puede escribir como sigue:
i|m (1+i)n”:)In 1)_ilm((1—i)” 1)|n(1 )
= (n+1)2 ~ n-1 (18)
:%|0(1)+%|1(1)+sz(inz h
donde
B, = (n-1)Im((L+i)")-2"" (n+1)Im((2-i)"") (19)
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Los numeros B, , satisfacen la recurrencia:

B, =12B,,,-72B ,+264B,  —644B, A6 +1056B,,—-1152B, ,+768B, , —256B, (20)
Algunos valores para B, son:
{Bn :n=0,12, } = {—2, 0,26,128,308,-32,—-3624,-16384,-36752, } (21)
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