DOIS PROBLEMAS PROVANDO P # NP
Valdir Monteiro dos Santos Godoi
valdir.msgodoi@gmail.com

RESUMO. Prova-se que P # NP, mostrando-se 2 problemas que s&o executados em
tempo de complexidade constante O(1) em um algoritmo ndo deterministico, mas em
tempo de complexidade exponencial em relacdo ao tamanho da entrada num algoritmo
determinististico. Os algoritmos sdo essencialmente simples para que tenham ainda
alguma reducéo significativa em sua complexidade, o que poderia invalidar as provas aqui
apresentadas.

Mathematical subject classification: 68Q10, 68Q15, 68Q17.

Palavras-Chaves: P x NP, P versus NP, P # NP, P = NP, P <> NP, classe
P, classe NP, algoritmo deterministico, algoritmo ndo deterministico.

INTRODUCAO
P # NP, conforme acreditam a maioria dos cientistas da computacéo.

P x NP é o mais importante problema em aberto da Ciéncia da Computacéo,
e foi formulado em 1971, com o trabalho de Cook®, embora Karp*,
Edmonds!®”®, Hartmanis e Stearns™®, Cobham®, von Neumann® e outros
também tenham contribuido para o estabelecimento desta questdo. Para
uma histéria mais exata e completa deste problema pode-se consultar, por

exemplo, [9], [11] e [17].

O problema P x NP pretende determinar quando uma linguagem L aceita em
tempo polinomial por um algoritmo ndo deterministico (L € NP) é também
aceita em tempo polinomial por algum algoritmo deterministico (L € P) &,

Se P = NP entdo todo problema resolvido em tempo polinomial (em relacdo ao
tamanho da entrada) por um algoritmo ndo deterministico também sera resolvido
em tempo polinomial (em relagdo ao tamanho da entrada) por um algoritmo
deterministico.

Se P # NP havera ao menos um problema pertencente a NP que né&o tera
para sua solucdo um algoritmo deterministico com complexidade polinomial
em relagédo ao tamanho da entrada.

A classe NP contém uma grande quantidade de problemas importantes cuja
solucdo em tempo polinomial sé é possivel ou de maneira aproximada ou em
casos particulares (mesmo que para infinitos casos particulares), por
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exemplo, os problemas da satisfatibilidade (SAT), da soma de subconjuntos,
da mochila, do caixeiro-viajante, equacdo diofantina quadrética, congruéncia
quadratica, etc.

Como até hoje ndo se encontrou nenhum algoritmo “perfeito” e “rapido” (em
tempo polinomial em relacdo ao tamanho da entrada) para se resolver estes
problemas em NP, a opinido geral dos especialistas é que de fato P # NP !,

O que se fara neste artigo serd mostrar 2 problemas simples cuja solucao é
em tempo polinomial num algoritmo ndo deterministico, mas em tempo nao
polinomial num algoritmo deterministico, provando que P # NP.

Embora nédo seja fundamental, adotaremos o ponto de vista de que uma
Maquina de Turing ndo deterministica funcionando em tempo polinomial tem
a habilidade de pressupor um numero exponencial de solucdes possiveis e
verificar cada uma em tempo polinomial, “em paralelo” 2. E esta nocéo de
paralelismo que adotaremos, de acordo também com outros autores, por
exemplo, Diverio e Menezes [5]. Em particular, estaremos desprezando a
idéia de que as maquinas de Turing “adivinham” uma solugao correta, ou
acertam sempre “na primeira”, como parece defender Papadimitriou et al em

[4].

PROBLEMA 1

Nosso primeiro problema (p;) € um problema de busca, com a caracteristica
especial de que ao invés de buscar um elemento em uma lista de nimeros
inputados por um usuario (0 que aumentaria o tamanho de nossa entrada) o
pesquisara diretamente na memoria do computador, no estado em que
estiver.

p: = “Lidos 2 enderecos de memoéria (ponteiros) n, € n, € um caracter x
verificar se da posicdo de memaria n; a n, existe o elemento x.”

Supondo que cada ponteiro ocupe no maximo c caracteres o tamanho da
entrada sera no maximo TAM = 2c + 3 (ponteiros na base hexadecimal) e
sua complexidade num algoritmo deterministico serd da ordem O(n,) =
O(16™Y2), j.e., uma complexidade de ordem exponencial em relacdo ao
tamanho da entrada. Como ndo podemos garantir que a memoria esteja
ordenada, 0 que nos possibilitaria realizar uma pesquisa binaria, nem que
ela contenha somente espacos, zeros, etc., ndo € possivel nenhuma
reducao significativa no algoritmo, caracterizando que o problema néo
pertence a P.

O algoritmo deterministico é entdo conforme a seguir:



void p1D (char *ny, *n,, X)
{ char *,
for (i =ng; i < ny; i++)
if (*i ==X)
{printf(“Sim.\n");
return;
}
printf(“N&o.\n”);
return;

}

O correspondente algoritmo ndo deterministico, seguindo o estilo de Nivio
Ziviani *°, por sua vez baseado em E. Horowitz e S. Sahni ¥, é conforme a
seqguir:

void p;ND (char *n4, *n,, Xx)
{ char *,
I = ESCOLHE(Nn; .. ny);
if (*i==X)
SUCESSO;
else
INSUCESSO;

Este algoritmo é de complexidade O(1), donde p; € NP, e obviamente usa o
poder caracteristico de uma Maquina de Turing ndo deterministica: a capacidade
de ser chamado simultaneamente por varias vezes, até que 0 Sucesso oOcorra.
Caso x ndo se encontre nas posices de memoéria de n; a n, a execucdo nao
entrara em loop infinito, e parara.

Como p; € NP, mas p; € P, entdo P # NP.

E importante mencionar que ndo computamos como pertencente a entrada
(*ny, *n,, X) do algoritmo a parte continua da memoria que vai das posicoes
Ny a n.

Os requisitos de tempo de um algoritmo s&o convenientemente expressos
em termos do tamanho da entrada porque se espera que a dificuldade do
problema varie rigorosamente com essa medida. Entdo, para expressar
precisamente o requisito de tempo, € preciso ter o cuidado de definir o
tamanho da entrada de maneira a levar em conta esses fatores!®.

Uma outra medida de complexidade de algoritmos importante € a “memdaria”
utilizada na computacdo. No modelo de Maquina de Turing, isto
corresponde, naturalmente, ao numero de células da fita visitada pela
cabeca de leitura/gravacéo da maquina de Turing durante a computacéot*®.



No famoso problema P x NP aqui tratado, entretanto, a complexidade do
tempo é medida em funcdo do tamanho da entrada (por exemplo, [3], [14]), e
nao do tamanho da memaria, nem da entrada+memoéria. Se ndo fosse assim

teriamos p; € P (além de ndo precisarmos mais dos ponteiros). Daqui
também se vé que um problema de ordem exponencial em relacdo ao
tamanho da entrada pode ser de ordem polinomial em relagdo ao tamanho
da memoria utilizada.

Dito informalmente, os computadores ja fornecem a disposicdo dos
programas nele em operacdo um determinado conteudo de memoria que, ao
menos nas linguagens C e Assembly, pode ser acessado rapida e
diretamente. A memoéria do computador € assim uma parte contida
implicitamente em todos os programas (e respectivos algoritmos), recebida
“‘de graga”, sem precisar de nenhuma entrada extra, ela ja esta “dentro” o
tempo todo, e a0 menos em teoria ja pode ser utilizada para leitura, sem a
necessidade de ser “repassada” como parametro de entrada, o que poderia
aumentar enormemente o tamanho da entrada. Semelhantemente, variaveis
de trabalho, as inUmeras variaveis auxiliares que podem ser utilizadas em
um algoritmo, também ndo sdo computadas como pertencentes a entrada do
algoritmo. Verifica-se assim que p; € um problema especifico para
computadores, capazes de operar ao nivel de byte, posicdo de memoria.

Convém destacar ainda que nosso raciocinio esta de acordo também com o
modelo de Maquina de Turing de Acesso Aleatério. Uma fita pode ser usada
simultaneamente como dispositivo de entrada, de saida e de memdéria de
trabalho, ou ser usado uma fita para cada tipo de operacgéao, e portanto o que
entendemos por posicdo de memdria pode referir-se a uma determinada
posicdo (finita) de uma fita de comprimento (teoricamente) infinito, com
qualquer valor x desconhecido: “sujeira” ou “lixo” de algum processamento
anterior (na hipodtese realistica de que os algoritmos néo tem a necessidade
de limpar (inicializar) ao final do processamento todas as variaveis de
trabalho e de 1/0 que utilizaram), ou pertencente ao processamento atual (ja
gue nossos algoritmos podem ser apenas uma pequena parte de um
algoritmo maior), ou de algum processamento paralelo. Portanto, fica claro
que num modelo mais avancado de maquina (seja de Turing ou nao), o
contetdo de memdria ndo precisa vir de um dispositivo de entrada e saida
(modelos RAM).

PROBLEMA 2

Nosso segundo problema (p,), embora a primeira vista pareca nao ter
utilidade pratica alguma, demonstra claramente que P # NP.



Trata-se apenas da geracdo de numeros aleatorios y até que o numero
gerado seja igual a um parametro dado x. Lé-se como entrada dois niumeros
inteiros n e x, com 1 <x<ne 1<y<n. Para deixa-lo no formato de um problema
de decisao, com resposta entre Sim e Nao (embora P e NP n&o contenham apenas
problemas de decisdo, por exemplo, [14], [15], [19]), nossos algoritmos
responderdo se x é obtido na primeira iteragdo em execug¢ao ou nao.

Na versdo deterministica (p,D) a probabilidade de se obter o valor de x é igual a
1/n, admitindo-se distribuicdo uniforme na geracdo dos numeros, e em média deve-
se esperar n repeticbes até que o numero y gerado seja igual a x, um numero de
repeticbes que é de ordem exponencial em relacdo ao tamanho da entrada. Entéao

ngp.

void p2D (int n, x)
{inty, cont;
srand(time(NULL));
cont = 0;
do
{cont +=1;
y =rand()%n + 1,
}
while (y = x);
if (cont<=1)
printf(“Sim.\n”);
else
printf(“N&o.\n");
return;

}

Na versao ndo deterministica (po,ND) o tempo de execucao € da ordem O(1).
Entéo p, € NP.

Como p, € NP, mas p, & P, entdo P # NP.

void p2ND (int n, x)
{inty;
cont = 0;
do
{cont +=1;
y = ESCOLHE(1 .. n);
}
while (y !'= x);
if (cont<=1)
SUCESSO;
else
INSUCESSO;



Neste segundo algoritmo a funcdo ESCOLHE toma o lugar da funcéo
geradora de numeros aleatorios, o que é perfeitamente compativel com a
caracteristica de um algoritmo ndo deterministico. Esta mesma funcao
também poderia tomar o lugar da expressao que gera os numeros aleatorios
na versao deterministica, e ser definida, por exemplo, assim:

int ESCOLHE(int y1, Y>2)
{inty;
y =y1 +rand()%(yz — y1 + 1);
return Y,

}

CONCLUSAO

Mostramos dois problemas simples e seus respectivos algoritmos de
solugdo. Ambos sé&o resolvidos com complexidade polinomial em relacdo ao
tamanho da entrada, mais exatamente, com complexidade constante O(1),
por um algoritmo ndo deterministico, caracterizando que ambos pertencem a
NP.

As solucbes pelos respectivos algoritmos deterministicos requerem ligeiras
modificacdes, como era de se esperar, mas o “tempo” de execu¢do aumenta
de forma exponencial, caracterizando que estes problemas néo pertencem a
P, e que P # NP.

Os algoritmos nao deterministicos se valem da vantagem de que a cada
chamada escolhem uma alternativa e a testam, e quando a solucao tentativa
€ a correta o processamento termina com sucesso. Por outro lado, se ndo ha
solugédo correta alguma dentre o conjunto de possibilidades escolhido o
processamento termina sem sucesso, e teoricamente em tempo finito, sem
loop infinito, demandando o mesmo tempo de que se houvesse uma solucéo
valida.

Se um problema admite, por exemplo, 2" alternativas para uma solucéo
correta, a exemplo de SAT, um algoritmo n&o deterministico teria a
capacidade de testar “simultaneamente” as 2" alternativas, enquanto um
algoritmo deterministico, seguindo a mesma estratégia, deveria testar
alternativa por alternativa, sucessivamente (e ndo simultaneamente), e ainda
controlar o momento de parada. Esta € uma diferenca fundamental entre os
dois tipos de algoritmos, e por isso seria extremamente improvavel que P =
NP.

E claro que um algoritmo de complexidade de ordem exponencial pode
eventualmente ser otimizado para um algoritmo de complexidade de ordem
polinomial, por exemplo, a soma de uma P.A. AsomaS=Y"_ ax=2"a +
(k-1)r € de complexidade exponencial em relagcédo ao tamanho da entrada (a;, r, n),
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enquanto S=(ai+a,)n/2=n(a; + (n-1) r/2)éde complexidade constante
O(1), embora ambos conduzam a mesma solugao.

Os algoritmos p1D e p2D apresentados, entretanto, ja sdo suficientemente “simples”
para que possam ter ainda uma redugcao exponencial em sua complexidade, e que
invalidasse nossa prova de P # NP.

piD, por exemplo, se ndo usasse a instrugdo for, uma estrutura similar do tipo
while, repeat ou until, ou ainda o péssimo algoritmo que conteria n, ou mais
condicles if sucessivas, todas resultando em complexidade exponencial, deveria
usar uma instrugdo “supostamente” O(1), do tipo TESTA(*ni1, *n,, X), mas que
esconderia em si a verdadeira complexidade exponencial do problema.
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