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RESUMO. Prova-se que P # NP, mostrando-se 2 problemas que s&o executados em
tempo de complexidade polinomial em um algoritmo ndo deterministico, mas em tempo de
complexidade exponencial em relagdo ao tamanho da entrada num algoritmo
determinististico. Os algoritmos sdo essencialmente simples para que tenham ainda
alguma reducao significativa em sua complexidade, o que poderia invalidar as provas aqui
apresentadas.

Mathematical subject classification: 68Q10, 68Q15, 68Q17.
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P, classe NP, algoritmo deterministico, algoritmo ndo deterministico.

INTRODUCAO
P # NP, conforme acreditam a maioria dos cientistas da computacéo.

P x NP é o mais importante problema em aberto da Ciéncia da Computacéo,
e foi formulado em 1971, com o trabalho de Cook®, embora Karp®®,
Edmonds!”®, Hartmanis e Stearns™™?, Cobbam!®, von Neumann™® e outros
também tenham contribuido para o estabelecimento desta questdo. Para
uma histéria mais exata e completa deste problema pode-se consultar, por

exemplo, [11], [13] e [20].

O problema P x NP pretende determinar se toda linguagem L aceita em
tempo polinomial por um algoritmo ndo deterministico (L € NP) é também
aceita em tempo polinomial por algum algoritmo deterministico (L € P) 1.

Se P = NP entdo todo problema resolvido em tempo polinomial (em relacdo ao
tamanho da entrada) por um algoritmo ndo deterministico também sera resolvido
em tempo polinomial (em relagdo ao tamanho da entrada) por um algoritmo
deterministico.

Se P # NP havera ao menos um problema pertencente a NP que néao tera
para sua solucdo um algoritmo deterministico com complexidade polinomial
em relagéo ao tamanho da entrada.

A classe NP contém uma grande quantidade de problemas importantes cuja
solucdo em tempo polinomial sé é possivel ou de maneira aproximada ou em
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casos particulares (mesmo que para infinitos casos particulares), por
exemplo, os problemas da satisfatibilidade (SAT), da soma de subconjuntos,
da mochila, do caixeiro-viajante, equacao diofantina quadratica, congruéncia
quadratica, etc. (veja, por exemplo, o capitulo 8 de [5]).

Como até hoje ndo se encontrou nenhum algoritmo “perfeito” e “rapido” (em
tempo polinomial em relacdo ao tamanho da entrada) para se resolver estes
problemas em NP, a opinido geral dos especialistas é que de fato P # NP ©°!,

O que se fara neste artigo sera mostrar dois problemas simples cuja solucao
€ em tempo polinomial num algoritmo néo deterministico, mas em tempo nao
polinomial num algoritmo deterministico, provando que P # NP.

Embora n&o seja fundamental, adotaremos o ponto de vista de que uma
Maquina de Turing ndo deterministica funcionando em tempo polinomial tem
a habilidade de pressupor um numero exponencial de solu¢cdes possiveis e
verificar cada uma em tempo polinomial, “em paralelo” **. E esta nocéo de
paralelismo que adotaremos, de acordo também com outros autores, por
exemplo, Diverio e Menezes [6]. Em particular, ndo adotaremos a idéia de
gue as maquinas de Turing “adivinham” uma solucado correta, ou acertam
sempre na primeira tentativa, como parece defender Papadimitriou et al em

[5].

Dito de maneira equivalente, uma maquina nao deterministica € capaz de
produzir copias de si mesma quando diante de duas ou mais alternativas, e
continuar a computagcdo independentemente para cada alternativa ([16,
p.91], [22]).

PROBLEMA 1

Nosso primeiro problema (p;) a provar P # NP fard uso da geragdo de
nameros randdémicos a partir de uma semente aleatéria. N&o precisaremos
para isso recorrer ao modelo de Maquina de Turing Aleatéria, como a
descrita na secédo 11.4 de [14], que utiliza uma fita de bits aleatérios, 0’s e
1’s.

Iremos recorrer aos usuais geradores de numeros pseudo-aleatorios
disponiveis nas linguagens de programacéao, como rand() e srand() em C, e
admitiremos que o tempo de execucdo destas instrucbes € de ordem
polinomial.

Existem varios algoritmos conhecidos para a geracdo de numeros
randémicos (veja, p.ex., [21]), sendo o mais conhecido deles o chamado
método congruencial linear, Xy+1 = (@ Xk + b) (mod m), mas para nosso
propdsito bastard considera-los como uma “caixa-preta”, capaz de fornecer



como saida um numero inteiro ndo negativo e aparentemente nao previsivel,
em tempo polinomial.

Forneceremos um numero natural s como parametro para a semente
aleatodria (Xp), obteremos o primeiro niamero randémico rand() gerado com
este parametro s e calcularemos f, tal que f = rand() (mod n) + 1. Ficaremos
em loop, variando s de 1 até um valor maximo n, até que f seja igual a um
dado valor y. Caso ndo obtenhamos f = y 0 processamento terminara sem
sucesso, no estado de rejeicdo da entrada w = (n,y), e imprimira “Nao.”, caso
contrario, obtendo f =y, terminaremos com sucesso, no estado de aceitacao,
imprimindo “Sim.”.

Nosso primeiro problema sera entéo definido assim:

p1 = “Utilizando-se um gerador de numeros randémicos e dado uma entrada
w=(n,y), verificar se ha uma semente aleatdria s tal que o primeiro niumero pseudo-
aleatorio f obtido a partir dele, onde f = rand() (mod n) + 1, éigualay,com 1<y, s,

f<n, (nvy,s,f) € N
Para ndo dar margem a ddvidas, mencionamos que este gerador de numeros

randémicos néo faz parte da entrada do nosso problema, e seu algoritmo, assim
como também ndo todas as demais instrucées necessarias.

Este gerador faz parte nativa do compilador utilizado, ou pode ser codificado
segundo algum critério pré-estabelecido, e no caso das maquinas de Turing € parte
intrinseca da codificacdo da maquina utilizada especificamente para a solucédo de
p1, descrito através de sua funcéo de transi¢cao. Por isso a entrada de p; € w=(n, y).

O algoritmo deterministico (p;:D) é entdo conforme a seguir:

void p;1D (int n, y)

{ints, f;
for (s =1;s<n; s++)
{srand(s);
f =rand()%n + 1,
if (f==y)
{printf(“Sim.\n");
return;
}
}
printf(“Nao.\n”);
return;
}

O tempo de execucado deste algoritmo no pior caso é da ordem O(n p(L)),
onde p(L) é um polinbmio que mede a complexidade do calculo de f em



funcdo do tamanho L de n, L = Llog(n)J. O célculo exato de p depende tanto
do gerador quanto da maquina e compilador utilizados, mas para nossos
propoésitos bastara considerar que p € um polindbmio, donde f ndo é obtido
através de um procedimento exponencial no tamanho de L.

Entdo, sendo n o 2", supondo a entrada w na base 2, temos que a
complexidade de p;D é da ordem de O(2"p(L)) = 02" p(|w|/2)), i.e., piD
tem complexidade exponencial em relagdo ao tamanho da entrada |w],

donde p; ¢ P.

O correspondente algoritmo ndo deterministico (p;ND) deve fazer uso do
mesmo gerador de numeros randomicos de p;D, e deve reconhecer, aceitar
e rejeitar as mesmas entradas que p;D reconhece, aceita e rejeita,
respectivamente.

Seguindo o estilo de Nivio Ziviani @, por sua vez baseado em E. Horowitz e
S. Sahni *®, p;ND é ent&o conforme a seguir:

void p1ND (int n, y)
{ints, f;
s = ESCOLHE(1..n);
srand(s);
f =rand()%n + 1;
if (f==y)
SUCESSO;
else
INSUCESSO;

Obviamente, este algoritmo usa o poder caracteristico de uma Maquina de
Turing ndo deterministica, a capacidade de ser chamado simultaneamente por
varias vezes, até que 0 sucesso ocorra.

As funcbes ESCOLHE, SUCESSO e INSUCESSO tém complexidade O(1),
assumiremos que rand() tem complexidade dada por uma constante (néo
depende de parametros de entrada) e srand(s) tem complexidade no
maximo da ordem de O(L), f é da ordem de O(L?), e a comparacao if (f == y)
tem complexidade O(L), donde p;ND tem complexidade dada por O(L?) =
O(Jw|?/4) = O(|w|?), i.e., uma complexidade de ordem polinomial em relacéo

ao tamanho da entrada, donde p; € NP.

Como p; € NP, mas p; € P, entdo P # NP.



PROBLEMA 2

Nosso segundo problema (p,) a provar P # NP sera bastante geral, de fato
pode ser considerado como uma classe infinita de problemas, onde cada
elemento refere-se a uma especifica fungéo f:

p, = “Existe x € [-n, n] tal que f{(x) =y, y € [-n, n], neN, (x, y) €eZ?*?”

f(x) deve ser uma funcdo computavel em tempo polinomial e ndo pode ser
uma funcdo com alguma propriedade que possibilite resolver p, de maneira
6bvia, como f(x) = ¢ ou f(x) = ax®* + bx + ¢, ou mesmo através de um
algoritmo polinomial no tamanho da entrada w=(n,y), e deve ser tal que para
resolvé-lo uma o6tima solucao € testar um a um os valores de f(x) e compara-
los comy.

Bons candidatos para f(x) sdo polinbmios de grau maior ou igual a 5, ja que
sabemos que equacdes algébricas, na forma geral X" ax X = 0, s6 tem
solucdes através de radicais e operacdes elementares até o grau n=4,
conforme o Teorema de Abel-Ruffini (P. Ruffini, Teoria generale delle
equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione algebraica delle
equazioni generali di grado superiore al 4°, 1799; e N.H.Abel, Démonstracion
de l'impossibilité de la résolution algébrique des équations générales que
passent le quatrieme degre, 1824).

E evidente que isto ndo significa que equacdes de grau 5 ou maior ndo
tenham solugdes, ou que estas nao podem ser encontradas, mas apenas
que ndo hd um método Unico que forneca para elas, sempre, os valores de
suas raizes em termos de um numero finito de radicais e as operacdes
elementares de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, resto e
exponenciacgao.

A solucdo geral para a equacdo de grau 5 é dada através de funcdes
elipticas, conforme descoberto por Hermite (Sur la résolution de I'équation du
cinquéme degré, 1858), e as solucdes das equacdes de grau n geral sao
dadas através das funcdes fuchsianas ™ (ou automorficas), criadas por
Poincaré, advindas das séries hipergeométricas e que geram tanto funcdes
trigonométricas quanto elipticas ™®. Em ambos os casos o célculo néo é
simples e ndo tem complexidade de ordem polinomial em relagdo ao
tamanho da entrada. A titulo de curiosidade, segundo a pagina da Wolfram
(software Mathematica) [23], sdo necessarios cerca de um trilhdo de bytes
para expressar a solucdo da quintica em termos de coeficientes simbalicos.

Outra possibilidade para se calcular as raizes das equacdes de grau maior
ou igual a 5 (e equacfes em geral) € através de métodos numéricos (método
da bissecdo, de Newton, de Muller, de Monte Carlo, etc.), mas estes
métodos podem nao convergir para uma solucao correta ou podem demorar



para convergir (veja, por exemplo, [1]), donde também ndo s&o a maneira
mais eficiente para se responder ao problema mais simples aqui proposto,
de verificar se ha um solucdo de numero inteiro no intervalo [-n, n] para a
equacao f(x) =y.

Um algoritmo deterministico para p, (p,D) para o caso particular de f(x) um
polindbmio do sétimo grau (em lembranca ao décimo terceiro problema de
Hilbert, resolvido (parcialmente®) pelos matematicos russos Andrey
Kolmogorov e seu aluno Vladimir Arnold), f(x) = X'« ax X<, -n<y<n,-n<a <

nne€ Ny ae Z, éconforme a seguir:

void p,D (int n, y, a7, ag, as, as, as, a,, a, ag)
{intx,f;
for (X = -n; X < n; x++)
{f = ((((((a7*x + a@g)*x + as)*x + ay)*x + az)*x + ap)*x + a;) + ao;
if (f==y)
{printf(“Sim.\n");
return;

}

}
printf(“Nao.\n”);
return;

}

A complexidade deste algoritmo é de ordem exponencial em relacdo ao
tamanho da entrada w=(n, y, a, as, as, as, as, a,, a;, ap), donde p, & P.

Para a versao ndo deterministica (p,ND) podemos escrever

void pZND (Int n,y, az, ag, as, Ay, as, dp, ady, aO)
{intx, f;
X = ESCOLHE(-n .. n);
f= ((a7*x + @e)*™x + as)*™ + as)*x + az)*™x + az)*x + ai) + ao;
if (f==y)
SUCESSO;
else
INSUCESSO;

Tal qual a versdo ndo deterministica anterior, p,ND tem complexidade de
ordem polinomial em relacéo ao tamanho da entrada, donde p, € NP.

Como p, € NP, mas p, € P, entdo P # NP.



CONCLUSAO

Mostramos dois problemas simples e seus respectivos algoritmos de
solugdo. Ambos séo resolvidos com complexidade polinomial em relacdo ao
tamanho da entrada por um algoritmo n&do deterministico, caracterizando que
ambos pertencem a NP.

As solucbes pelos respectivos algoritmos deterministicos requerem ligeiras
modificagbes, como era de se esperar, mas o “tempo” de execu¢do aumenta
de forma exponencial, caracterizando que estes problemas néo pertencem a
P, e que P # NP.

Os algoritmos nédo deterministicos se valem da vantagem de que a cada
chamada escolhem uma alternativa e a testam, e quando a solug&o tentativa
€ a correta o processamento termina com sucesso. Por outro lado, se ndo ha
solucéo correta alguma dentre o conjunto de possibilidades escolhido o
processamento termina sem sucesso, e teoricamente em tempo finito, sem
loop infinito, demandando o0 mesmo tempo de que se houvesse uma solucao
valida.

Se um problema admite, por exemplo, 2" alternativas para uma solucdo
correta, a exemplo de SAT, um algoritmo n&o deterministico teria a
capacidade de testar “simultaneamente” as 2" alternativas, enquanto um
algoritmo deterministico, seguindo a mesma estratégia, deveria testar
alternativa por alternativa, sucessivamente (e ndo simultaneamente), e ainda
controlar o momento de parada. Esta € uma diferenca fundamental entre os
dois tipos de algoritmos, e por isso seria extremamente improvavel que P =
NP.

Se P = NP entdo ndo precisariamos de nenhum recurso especifico dos
algoritmos ndo deterministicos para se resolver em tempo polinomial um
problema computacional, em especial, da funcdo ESCOLHE e sua
propriedade de paralelismo.

Lembremos que usar a funcdo ESCOLHE(C) n&o significa apenas escolher
um dos elementos c; de C e continuar o processamento para este elemento
especifico escolhido, e eventualmente se a escolha ndo for bem sucedida
escolher outro elemento, etc. Significa escolher todos os elementos de C,
processar uma versdo do algoritmo para cada elemento de C, com todas
estas versbes processando simultaneamente, e parar se alguma destas
versoes levar ao Sucesso (resposta Sim).

Se um algoritmo tiver mais de uma funcdo ESCOLHE, por exemplo, k, e cuja
aceitacdo depender de um conjunto de escolhas acertadas, podemos



concluir que sdo produzidas até Hkizl #(C)) copias (ou versdes) do algoritmo,
onde #(C;) € o numero de elementos do conjunto C; em ESCOLHE(C)).

Como entender que uma quantidade potencialmente ilimitada de versdes de
um algoritmo ndo deterministico pode ser desprezada e produzir ndo s6 o
mesmo resultado, mas no mesmo tempo de um algoritmo deterministico (em
especial, tempo polinomial)?

Supondo a implantacdo destes algoritmos deterministicos e nao
deterministicos no mundo real, em uma maquina de Turing que fosse
efetivamente construida ou sendo em um computador moderno, o
processamento do algoritmo deterministico imprimiria o esperado Sim ou
N&o (ou Sucesso/lnsucesso, Aceita/Rejeita, etc.) uma Unica vez, sem
dubiedade, e pararia (ainda que demorasse muito tempo para parar, por
exemplo, um tempo de ordem exponencial em relacdo ao tamanho da
entrada). Ja 0 processamento na maquina ndo deterministica imprimiria 0s
seus inumeros “Nao”, ou alguns “Sim” misturados com alguns “Nao”, talvez
muitos “N&o” e um unico “Sim”, um “Sim” escondido entre incontaveis “Nao”,
ou “Sim” e “Nao” intercalados, etc., e a saida deste processamento poderia
ser tdo sem controle, desorganizada e confusa no mundo real que
tecnicamente, nas piores situacdes, poderiamos ficar sem saber qual a
verdadeira e correta resposta ao problema dado. Pensemos: controlar 2"
respostas de uma entrada de tamanho da ordem de O(n) se faz em tempo
polinomial? N&o... no mundo real, ndo. E “reescrever’” 2" vezes um
programa? Nao, com certeza néao.

E claro que um algoritmo de complexidade de ordem exponencial pode
eventualmente ser otimizado para um algoritmo de complexidade de ordem
polinomial, por exemplo, a soma de uma P.A. AsomaS=Y"_ a =" a +
(k-1)r é de complexidade exponencial em relacdo ao tamanho da entrada (as, r, n),
enquanto S = (a; + a,) n/ 2 = (2a; + (n-1)r) n/2 é de complexidade polinomial
O(|n%r]), embora ambos conduzam & mesma solucao.

Os algoritmos p1D e p2D apresentados, entretanto, ja sao suficientemente “simples”

para que possam ter ainda uma reducao exponencial em sua complexidade, e que
invalidasse nossa prova de P # NP.
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