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Abstract

In this note we show some formulas for omega constant

Introduction
La constante omega , irracional y trascendental, se define por la ecuacién:
nNe’ =1

Lo que implica que:

) = 0.56714329040978 ...

En esta nota mostramos férmulas que involucran a la constante 2 .
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Formulas
1. Recurrencias
(1) Xpg1 =€ " ,x1 =0 ,x, -
1+x
(2) xn+1=1_|_—e,::1 X1 =0 ,x, > 0
12
3) xn+1=§xn+§e n,x; =0 ,x, >0



x2 + e *n

(4) Il =T X1 =0 ,x, > 0
x,(1—1Inx,)
(5) xn+1=# X =0 ,x, > 02
1
(6) Xpt1 = A/ —Xp Inx, X =5 X, — 0]
X 7
(7) Xpiq = ln:cn KL= % - N1

3x2 + 2x} + (2 + 8x, + 4x2)e™*n — (2 + x,)e " **n

(8) xp41 = x1=§ )

2(1 + x,)3 ’
) ! 0%, = 0
= — N
*n+1 2 coshx, — x, %1 ¥n
1+ x2
(10) Xn+1 =m , X1 = 0 » Xn - ()
n
1 —tanhx
an it = [Ty, %= 0% 0
1 1 1 1
12) x4 =—<ln2——>+—(2xn CIn(14+2%,)) % =0 ,x, > 02—~
3 2 3 2
1 1
(13) xn+1:§+§(xn+ln(1_xn)):xlzo Xy > 1 =100
(14) t h(l_x”) 0 1-0
= = —_ —
e VN2 At s I ey
11 y
(15) xn+1:§+§(xn_1+e n) 'xlzoﬂxn_)'g
1 X 7 -1
(16) Xn+1 :Z(‘l'xn +e—x,"") :Z »Xp = {2
(17) (e 7~ 1)x, 0
= = — >S50 ——
T 1 2x e —1 T 20 0 2
n
X,.+1 = sinh™*(coshx, —x,) ,x; =0 ,x, =
(18) n+ inh~!(cosh x,, — x,,) 0,x, > L2
1—x,(2—e'?)—x,e*n
(19) nt1 = ne1/2_2xnexn . x1=1,%, >0
1+x,(e—1)—x,e*n
(20) Xnt1 = n ) = X =0 ,x, > 0

e — x,ern



1 .
(21) xn+1=§(xn+e"‘n+e‘e ) 5 =0,x, >0

X, T 1
@2 41 = TaniGgemy *1 77 4 70
5 1
(23) Xn41 = Xn —gtg \/57 32xpe™n Xy =2, X > 00
(24) Xpi1 =+/Xp e ¥ ,x;=1,x, >

2+ 4x, +x2+x3 e*n

25 = %1 =0, 0
(25) i1 = o X, + (2 + 2x, + x2)e*n & n =
1 1
(26) Xpp1 =1——e ,x; == ,x, > 1-10
e 2
1
(27) Xt = VX (T +I(1—x,)) 0 =5, %, > 1 -0

2

Algunas de las recurrencias mas eficientes son: (2),(4),(5),(8),(25).

2. Integrales
Cos X
(28) =2 f P
0
3 cos(k x
(29) T[‘Qk_lzzfﬁdx'kENU{o}
0
x sinx
(30) T =2 fmdx
31) 4 f N sm(ﬂ x)
0
(32) VT =2 f e~ ((@2+20)72) gy
0
(33) yzﬂ—ﬂfﬂxlnxdx
0



(34)

(35)

Q+J‘1—cosx J‘cosx
’y:
0

y=1+0-0? j[)xxlnxdx
0

En las formulas (33),(34),(35):

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

y = lim

n—-oo

(

K0)

0

1 1 1
1+—+—+---+——1nn> = 0.5772 ...
2 n

3

1

_4j 1—Inx
= x2 4+ (Inx)? x
0

2n

21x+e‘x
f dx =27
0

i r 1 x—Inx—in
N=1—-exp ——j1+x1n >dx
0

2T x —Ilnx +in

0=1 1f LI 1(——)d
=1—exp|—— an X
p m) 1+x x—Inx

0
dx
f(ex—x)2+n2
21 .
21 f e 4
= — dx
1+10 eix — g—e¥
2n
27 _f 1—e “S¥cos(x + sinx)
140 ) 1—2e s*cos(x +sinx) + e 2c0sx
0
s
vis _f 1—e “S*cos(x + sinx)
140 ) 1—2ecsxcos(x +sinx) + e=2c0s
0
2n .
27 f 1—e " *sin(x — cosx)
= - - X
1+0 1 —2e-sinXgin(x — cosx) + e~2sinx
0




(45) 0 _ 1 f sinx d
1+0 7 ) sinx+xex/mx®®
0
T
1 eX/@nx ginx
(46) .Q=—fln(1+—)dx
T x
0
s
1
(47) .(2=1—1nn+;fln(x+ex/ta“xsinx)dx
0
s
(48) 1 _ 1 f X P
1+0 7 ) x+ed/anxging ™
0
s
1 ( (xsinx)? + (sinx — x cos x)?
49 N l=14+- d
(49) + /i x(x + eX/tan x gin x) x
0
\ 1 2 [ cos(x/2) + xsin(3x/2)
X — cos(x + x sin(3x
50 0= d — 2)d
(50) fﬂ2+(x—lnx)2 x+n,f 1+ 2xsinx + x? cos(x/2) dx
0 0
o X
1) o h arow s o™
2 0 1
2+m Js 1+ x2) (@2 + (x —Inx)?) dx
1 et (1 + e‘eix)
(52) n=o j S dx
0
21 , , .
1 1+e”)(3+e%)e
(53) =—f( 2" )( e
8 1+ eix — Ze—(1+e“‘)/2
0
702 2m pix
54 = : d
G4 21+ 0) .f 262" _gix
0
2T .
2me™ ! el
(55) dx

1+0 ) (I+en)re™ —¢
0

s
e~ S *(cos(sinx) — 2 cos(x — sinx))
2nf) =
(56) T f 1—20cosx + N2 dx

0



n/2
2 [ (x*+ (1 +xtanx)?)xe*?" ¥ sinx
(57) N=- dx
is (cosx)? + x2e2xtanx
0

F (x—1DIn{+x)

(58) 2=1-exp _of x(m? + (x —Inx)?)

T
1
(59) n= > f In(1 + e 25 % — 275 * cos(x + sinx)) dx
0

(60)0

1
1[ 1+e*(cos1+ (1+x+x?)sin1)
14+ e*(2sinl —2xcos1) + (1 + x2)e?x

T
0
1
1 A+ Bx?—(C+ Dx?)x?cosx + ex?cos2x + (E + Dx? + 2e cos x)x sin x

+— dx
2n A (14 2xsinx + x2)(1 + 2e(x sinx — cosx) + e2(1 + x2))

donde

(61) A=-1+4+e* B=—-2+e+e’>C=1—-3e+e*>D=—-e+e’*E=-3+e+e?

2
1 " e2 S * cosx — cos 2x + 2 * sin (32—x) sin (% + sin x)
62 1 =— d
(62) 21 1 — 2e¢s * cos(x + sinx) + e2cos x x
- /2
1
1 (x(x+ xcosx+sinx)
21 1+ 2xsinx +x2
-1
1 o
1 1 i—x 1+ 2ix)(—1 —ix + x?)(e + e7***
63) 0N=-—+4+—|(—= ( ) _ X, _ )dx
m o 2m J \i+xe” e(=1—ix +x2) e xtx
-1
3. Formulas con arcotangentes
0]
(64) T =4 tan"1(2) + 4 tan! (tanhi)
0 Vo -0
(65) =4 tan"'(2) + 4 tan”! (tanh —) + 4 tan™! <—>
4 1+0V0

Seax; =1,x,,4 = e ™ entonces:

X —e %k
) n €N

n
_ —1(,—xn -1
(66) m=4tan (e ")+ 4 kthan (1+Xk p=—n



4. Producto infinito para la constante omega

_ _ _e—1 _e—1 _e—e_1 =

(67) 0= e—l . el—e 1 . et 1_, . e€ —e - Hpn
n=1
donde
(68) Pn = efn i+ yXn+1 = e n X1 = 0
5. Series
- )n En

69 =2 Z .(22"+1 (2 + )
(69) 2n (2n)!

{E,;n € NuU{0}} ={1,15,61,1385,...}, nUmeros de Euler

8

n

(70)e—4 ( z)n(g—1>n N (:J“;)' Z Z)H(Q——) i(:)(k+1)!

71) 422"(71 +n+1)< _%)n

(72) e—Zm—n)nZk,

-D"A-D"(n+1
73) e_lzz( )" ( )'(n+1)
n!
n=0
(74) T=2V3 ) (-D"c,f,
donde
(75) c=1¢= ZS(k 2)| km=2
76 _{10 1 2 5017118203 }
(76) 3" 37 9'727°135°405" "
(77) fi=y(n+2,-0)—y(n+1,-02)
-0 n—
L O (—0)*
(78) y(n,—.())=ftn letdt=(n-1![1-¢ —0 nmeEN
0 k=0 )



n

(79) 1n2=%+3<n—%)+i$(n—%)
n=2

6. Series ( base 2)
Sean

1 n=1

(80) f(x) = xe*,s, = Z 27%y(k),neN,y(n) = {1 f(sp_1+2™™) <1
k=1 0 f(sn—l + Z_n) > 1

Entonces:
(81) y(n) = {1,00,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0, ... }
(82) n= Z 27 y(k)
k=1
Sean

n 1 n=1
(83) f(x) = xe¥,s, = z 27k peN,mn) = {1 f(sp_1 +2 ™) <1

k=1 o f(sp_1+2™™)>1
Entonces
(84) m(n) = {1F w’ ml 4' wl w) w) 8' ml mlllllzl "'}
(85) n= Z 2-m(k)
k=1

De las férmulas anteriores se deduce el siguiente producto infinito:
0= 1 9 145 1161 2323 148673
2 8 144 1160 2322 148672
El producto infinito anterior se puede representar como sigue:
1 n
87) n=2 1—[ y(n)

Yo YW 1

(86)

donde paran € N :

2"0] si[2"02] es impar

88 _(l

(88) y() { 0 en otro caso

(89) y(n) = {1,0,0,9,0,0,0,145,0,0,1161,2323,0,0, ... }



7. Desigualdades para omega

(90) Xpp1 =€, 01 =0 2 x, = {0,1,8_1,e_e_1,...}
91) Xop—q1 <N < X9, ,NEN

(92) 0<a<f<b<l=el<el<cN<e?r<1
(93) 0<a<!)<b<1:>a+e_b<[2<e_a2+b
(94) N<a<l=e®<0<e*”

(95) 0<a<=e®‘<N<e™

8. Algunas relaciones con polinomios

Sea P, (x) el polinomio definido como sigue:

n

(96) Pn(x)=Z(::i)(n—k)!xk—(n—1)!,nEN
son validas las siguientes propiedades:

(97) P,(0)<0,P,(1)>0,nEN

(98) P.(x)>0,vx€[01],n €N

99) 3! x, € [0,1] tal que B,(x,) =0

(100) x1=1©P(x)=0

(101) Xps1 < Xp, VN EN

(102) X, = 2

Sea Q,, (x) el polinomio definido como sigue:

(103) Qn(x)=—n!+2n!x+z(Z)(n—k)!(k—l)!xk,neN
k=2

Son validas las siguientes propiedades:

(104) 0,(0)<0,Q,(1)>0,n€EN

(105) Q,(x) >0,vx €[0,1],n €N

(106) 3! x, € [0,1] tal que Q,,(x,,)) =0



(107)

(108)
(109)

1

=59 Q1(x) =0
Xni1 <X,,Vn€eN
X, 2> 1—-20

Nx, s P(x) =01 x, 0 Qulx,) =0
1 1 0.5

2 | 0.6180339890... | 0.4494897428...
3 | 0.5747430740... | 0.4380261519...
4 | 0.5681469783... | 0.4346298529...
5 | 0.5672540853... | 0.4334976722...
6 | 0.5671536049... | 0.4330959030...
7 | 0.5671441173... | 0.4329478948...
8 | 0.5671433487... | 0.4328920105...
9 | 0.5671432942... | 0.4328705374...
10 | 0.5671432907... | 0.4328621771...

Paran € N, sea x,, € (0,1) tal que:

(110)

Entonces se tiene:

(111)

X1 ==

2

Paran € N, sea x,, € (0,1) tal que:

(112)

Entonces se tiene:

(113)

X1 =

V5 -1
2

10

Xy < Xy < 2,x, o ()

< xpyp1 <Xy ,x, o 12




Paran € N sean u,,, v, definidas por:

1 11 |1
(114) Uy = |=+ =+ |+

n n n

el Ty n_
1 1 1 =11
(115) vy =2, v, =—+ -+ -+ -+ ,n=2,34,..
n n n n
Se tiene:
(116) Uy <Uppg <NV <v,.<v, ,MEN
9. Series para omega
1
(117) =5 Z (212 —1)"
donde
1 1
(118) Co=§,01=§
2 n—1
(119) cpy1 = BEICE)) (n—1Dc, + Z(k + Degra(Cng-1 +cnp) | ,n=123, ...
k=
(120 ( > 0} = {1 1 5 1 151 862 4157 }
it = =1273 T 54°27' T 8748°98415° 885735
(121) 0= Z ¢, 27"
donde
(122) ca=1,cp41 = P 1)< kZ (k + 1)ck+1cn_k> ,n=123,..
(123) _ {1 11 1 13 47 }
= "4°24° 1927 1920° 23040’



(00} 1 n
(124) 07 = el (1 £ ez -3) )

n=1
donde

) ) n-1
(125) ¢ = 3 Cnt1 = EETCTF)) (n—1c, + kz(:)(k + Dcppi6ni | . m=123,..

(126) _ {2 4 8 184 7952 73856 335872 }
tn = 3’ 27’81" 2187°98415° 8857353720087 "
o  (2In2-1)"
127 2=In2-— Z —_—
(127) 1 (1 + In2)zn1
n=1
donde
In2 1
(128) O T T m2’ T2
1
(129) (1+In2)nc, 41

“t2 =52+ 2)

n
- Z(k + D1 (1 +1In2)%c,, —2In2¢p_41) | ,n =012, ...
k=0

(130){c,:n = 0}
_{ In2 12+In2 9+8In2+2(In2)? 64+ 79In2 + 36(In2)? + 6(In 2)3 }

" 1+1In2'2" 8 ' 48 ’ 384
(131) 0= 1—ch (1—e )
n=1
donde
1
(132) co=0,¢1 = 5
1 n—1
(133)cp41 = 2nt D 2n—1)c, + Z(k + i1 (cor — Cnei—r) | . n=123,..
k=0
(139 cinen) = {1 3 19 185 2437 40523 }
Cnilt ~12’16°192°3072’ 61440 14745601

De la formula (79) , se obtiene:

12



(135)(2—1+1(12 1>+2<12 1)2 4(12 1)4+ 16 (12 1)5
—oT3\MeTg)TE\MeT ) T3r\Me T ) Tz T

n

) (" )2k -2y F(Zk(;:l s 'szzr)lzl_ﬁ 22

+ Z(_l)n Z (n) (k>n2n_2k2m r-2n+m-1,2k —m)a)

(Zk _ m)Zn—m+1

1
+ f(ex_x)ernzdx ,a>3.18..,b>091..

donde

[oe]

(137) r(x,y) = f e tt*1dt ,x >0

y

10. Ecuacidnes diferenciales para omega

—x
(138) BT YO =0
La funcion y(x) satisface la propiedad:
(139) lim y(x) = 0
La grafica de la funcién y(x) es:
05
04
.. 03
02
01
00
0 5 10 15 20

13



dy e™ (sinx + cosx)

(140) ,y(0) =0

dx 1—e*cosx+eY
La funcion y(x) satisface la propiedad:

(141) lim y(x) =0
X —00

La gréfica de la funcion y(x) es:

06

05

04

> 03

02

01

00

11. Cotas racionales para omega

Sea f(x) = xe*,x > 0,sea X, ,n € N lasucesion definida como sigue:

1 . 1
(xnlig(xnl + an)) Sl f (E (xnl + xnz)) >1
(142) Xy = (1, %12) , Xpy1 = 1 L
(xnlra(xnl + an)) st f(a (xnl + an)) <1

donde
(143) X11 <N< X12 FAN X11,X12 € @

Entonces es valida la desigualdad:

(144) X <N <Xy N Xp1,%X20 EQ,MEN
ademas
(145) lim x,; = lim x,, =0
n—-oo n—-oo
Ejemplo:

14



-3

4 X __{ 1 3\ (11 3\ /11 23\ /9 23\ /9 91\ (181 91 }
(147) no (2’5)'(20'5)'(20’40)'(16’40)'(16'160)'<320’160)'m

12. Recurrencias en dos variables

(148) (Xn41,Yn4+1) = (€7 cosy,, —e™ siny,) , (x1, 1) = (L,1), (xp, yu) = (2,0)

X :exn/(x,%w%)m( )
I n+1 xrzl_l_yr%

—exn /(34 sin (

(149)

x2 +y,%>
(xl'yl) = (1'1) ’ (xn!.Vn) - (Q_lr O)

Xn+1 =

13. Férmula de inversion ,formula de recurrencia

Sea 2* = 2, una aproximacién de £2 , entonces:

1 1 1
(150) 2 =0"+cy+=c3y? +EC4(3 —0)y3 +—c>(1 —10c — 15¢?)y* + -

2 24
donde
(151) c=(1+ e”*)_l
(152) y=1-0%e"

Sea; =N" =N neN,entonces:

1 1 1
(153) 'Qn+1 = 'Qn + CYn t _Crsl,yr% + gcff(3 - Cn)yr% + _CTSL(l - 10Cn - 15C721)y;1} +

2 24
donde
(154) ¢, =1 +eh) !
(155) y,=1—0,¢e™
(156) n, -0

En la férmula (153) solo se considera un namero finito de términos.
14. Funcion W de Lambert

Se define por la ecuacion (for details see [2]):

(157) W(z)e"® =z ,zecC

Algunas férmulas que relacionan la funcion W (x) y constante Omega 2 .

15



(158) n=w(Q)

(159) inw(ﬂf_l) >0
1 e
_ A,
(160) .(2—1+!W(x)dx !1+W(x)dx
~ e W (x)
(161) Q—e—l—!W(x)dx+Oj-1+W(x)dx
1
(162) fW(x) dx=0+0"1-1
0
265
(163) 0] 1—!1+W(x)dx
1 o)
_ 2W(1/x%)
(164) Q+m_0_]-W(1/XZ)dx+ifl+W—(1/xz) X
r 1
-1 _
(165) = ! WO+ W)™
B B W(x)

(166) N=w() ) —x(l - W(x)) dx ,y=0

YW
(167) Q=W(y)—fl+w(x)dx,y20

1

ro1

1

Sea f(x) definida como:

(x? + (1 — x cotx)?)(1 — e *°t *x csc x)
(14 e 2xcotxx2(cscx)?)(1 + e * Ot Xx cscx)

(169) fGx) =

Se tiene:

16



T
1
(170) N=a - ff(x) xe XX cscx dx
0

T
1
171) n=b+_ ff(x) dx
0
s
1
(172) N 1=¢c— E ff(x) e2xcot X g,
0
donde
(173) a = Re(W(i)) = 0.374699 ...
(174) b =Im(W(i)) = 0576412 ...
(175) =R ( : )— b = 1.21953
Cc = eW(i) _a2+b2_ .
Una recurrencia para a + bi = w = W (i) es:
1 1 (1+w,)i .
(176) W1:§+§l,Wn+1:i+—e‘:n ,Wn—>a+bl
1
(177) 0<x<10<y<1x (—+—) 120 =W +W()
YSEY W T wo) Y

Xy(@WLV%y)):

10

08

06

04

02

00

00 02 04 06 08 10

17



1 1 !
(178)  x,y,z€(0,1),xyz (W(x)w(y) TWowm T Wowe)
=W+ W) +W(2)

>=1=>[2

L
Ay Y

yAY

15. Serie para omega,nimeros de Euler de segunda clase

v (D
(179) N=1- ch
n=1 )
donde
n—1
(180) c, = Z(—1)k A 1 ,NEN
k=0
(1 n=20
(181) Ann = {O en otro caso
(182) ano =1
(183) A = +Day_1, +Cn—1-k)a,_1,1

(184) a,; = {{1},{1,0},{1,2,0},{1,8,6,0},{1,22,58,24,0},{1,52,328,444,120,0}, ... }
(185) c, ={1,1,—-1,—1,13,—47,—73,2447,-16811, ...}

Los nimeros a,, , se conocen como nameros de Euler de segunda clase.

18



16. Fraccion continua para omega

1

1

1
1+ 1

3+
1
4__|_—1

T

0=

1+

N =10;11,34,2,104,1,1,1,1,2,7,306,1,5,1, ... ]
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