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Sinopsis. En el afio 1945 Einstein retorn6 a la teoria de campo unificado asimétrico que habia investigado en
el afio 1925. Una teoria con tensor métrico y conexion afin ambos asimétricos con lo que se queria conseguir
la unificacion de la gravitacion y el electromagnetismo. El procedimiento utilizado por Einstein fue buscar
unas ecuaciones que fuesen una generalizacion de las ecuaciones relativistas de la gravitacion. Hasta su
fallecimiento en el afio 1955, Einstein publicé catorce deducciones de las ecuaciones de campo unificado
asimétrico, que son reunidas y estudiadas en este articulo.

Abstract. In 1945 Einstein returns to theory of field unified asymmetric that had investigated in 1925. A theory
with metric tensor and affine connection both asymmetrics, with what he wanted to achieve the unification of
gravitation and electromagnetism. The procedure used by Einstein was to find equations that generalize the
relativistic equations of gravitation. Until his death in 1955, Einstein published fourteen deductions of the
equations of field unified asymmetric, which are gathered and studied in this article.

Contenido
Introduccion . . ... 5
LateoriadelaRelatividad .............................. 5
Einstein y las teorias de campo unificado asimétrico........... 7
La teoria de campo unificado de Einstein................... 7
Las deducciones de las ecuaciones de campo unificado de Einstein 9
A) Einstein (1945): Las ecuaciones fuertes de campo. . ............. 13
I-A.- Métricay conexXion . . .......ooueineneennenn.n. 13
2-A.-Laderivadacovariante . ............ ... ... ... ..... 14
3-A.- Derivada covariante de densidades tensoriales.......... 14
4-A.-Eltensordecurvatura............... ..., 15
5-A.- El tensor de no-metricidad . .. ...................... 15
6-A.- Ladensidad lagrangiana . .. ........................ 16
7-A.- Ecuacionesdecampo ... ...........oiiiiiiian... 17
B) Einstein-Straus (1946): Las ecuaciones débiles de campo . ... ... ... 20

1-B.- La densidad lagrangiana y las ecuaciones de campo de



Einstein-Straus . . ... ... 20

2-B.-Teorfalinealizada . ............ ... ... ... ... ... 23
C) Einstein (1948): La densidad tensorial antisimétrica de tres indices.. . . 24
1-C.- La densidad lagrangiana . . ...................... 24
D) Einstein (1950): Las identidades de Bianchi.................... 26
1-D.- Las identidades de Bianchi en la geometria de Riemann.. . . . 26
2-D.- Propiedades de simetria del tensor de curvatura. .. ...... 27
3-D.- La generalizacion de las identidades de Bianchi. ......... 27

4-D.- Las ecuaciones de campo deducidas de las identidades de
Bianchi........ ... . 28
E) Einstein (1950): Las condiciones apriori . ..................... 30
1-E.- Planteamientode lateoria.......................... 30
2-E.- Ecuacionesdecampo .. ...........covieininnenn... 31

F) Einstein (1950): La generalizacion natural de las ecuaciones de la

GravitaCiOn .. ... ...ttt 32
1-F.- La simetria hermitica .. ........ ... ... ... ... ..... 32
2-F.- Las partes hermitica y antihermitica del tensor de Ricci.. . . . . 33
3-F.- La curvatura homotética. . ......................... 34
4-F.- La condicion de simetria y la generalizacion natural de las
ecuaciones de la gravitacion . ............ ... ... . ... ... 34

G) Einstein (1953): La condicion de simetria. ..................... 36
1-G.- Ladensidad lagrangiana . . ......................... 36
2-G.- Lavariacidn respecto a laconexion . .................. 36

H) Einstein (1953): Las ecuaciones fuertes generalizadas............ 37
1-H.- La densidad lagrangiana . . ......................... 37
2-H.- Las ecuacionesdecampo . ...............ccovvun.... 37

I) Einstein (1953): Las ecuaciones débiles obtenidas de un sélo

multiplicadorde Lagrange . . . ........... ... ... ..., 39
1-I.- La densidad lagrangiana y las ecuaciones de campo . ... ... 39
J) Einstein (1953): La conexion de Schrodinger. . .................. 40
1-J.- Ladensidad lagrangianay el principio variacional .. ... .... 40
2-J.-Lasecuacionesdecampo ... .........c.vuiinennan... 41
K) Einstein-Kaufman (1953): El tensor de Ricci modificado. ........ 42
1-K.- La modificacion del tensor de Ricci................... 42
2-K.- Ladensidad lagrangianay el principio variacional . ... ... .. 43

L) Einstein-Kaufman (1955): Ecuaciones de campo con vector de tosion

NOMNUIO . ..o 45
1-L.- Lainvariacion por transposicion y la condicion de simetria . . 45
2-L.- Ladensidad lagrangiana . .......................... 45

http://vixra.org/abs/1602.0297



M) Einstein-Kaufman (1955): El campo auxiliar y la normalizacion. . . . 46

I-M.-Elcampoauxiliar................... ... ..., 46
N) Einstein-Kaufman (1955): La transformacién lambda . ........... 47
1-N.-El pseudo tensor U,," ............ ... .. 47
2-N.- Transformacién de U,,” en un cambio del sistema de
coordenadas.......... ... ... 48
3-N.- La transformaciéonlambda . . . ...................... 48
4-N.- Ecuacionesdecampo . ...........coviinennenn.... 48

O) Einstein (1955): La equivalencia entre las ecuaciones débiles de campo

y las ecuaciones invariantes lambda . . ............ ... .. ... 49
1-O.- Lanormalizacion . . ......... ..., 49
2-0O.- Ecuaciones de campo resultantes de la normalizacion lambda 49

Otras deducciones de la teoria de campo unificado de Einstein :

P) Tonnelat: Las ecuaciones de Euler-Lagrange . .............. 50
1-P.- Las varias contracciones del tensor de curvatura.. . . . . 50
2-P.- Aplicaciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange . . . 51
3-P.- El sistema fuerte de ecuaciones de cammpo.......... 52
4-P.- El sistema débil de ecuaciones de campo . ......... 52
5-P.- Caso especial de tensor métrico simétrico.......... 53
Q) Schrodinger: La conexionestrellada.................... 53
1-Q.- Ladensidad lagrangiana . . . ................... 53
2-Q.-La derivada de undeterminante . ................ 53
3-Q.- La densidad del tensor métrico . ................ 54
4-Q.- Ecuaciones de campo en funcidn del tensor métrico y
delaconexion.......... ..., 55
5-Q.-Laconexién afinestrellada.................... 56
6-Q.- Ecuaciones de campo en funcion de la conexion .. . . 56
R) Lichnerowicz: El método de Schrodinger................. 57
1-R.- La variacion con respecto a la conexién afin y respecto
altensor metrico . .. .....vvii i 56
2-R.- Latransformacion de la conexion y el primer grupo de
ecuacionesde campo . ... ...t 57
3-R.- Latransformaciond de la conexion y el segundo grupo
de ecuacionesdecampo ............ ..., 58
CONCIUSIONES . . . o vttt ettt e e e e 58
Bibliografia .. ....... ... 59

La version v/ del articulo «Einstein y las ecuaciones de campo unificado asimétricoy» fue publicada
el dia 24 de febrero de 2016

@ Este trabajo est4 bajo una licencia de Creative Commons Atribucion 4.0 Internacional: Se permite cualquier
@ explotacion de la obra, incluyendo una finalidad comercial, asi como la creacion de obras derivadas, la distribucion

de las cuales también esta permitida sin ninguna restriccion.

http://vixra.org/abs/1602.0297 3






Einstein y las ecuaciones de campo unificado
asimétrico
Einstein and the field equations unified asymmetric

Wenceslao Segura Gonzalez

Investigador independiente
e-mail: wenceslaoseguragonzalez(@yahoo.es
web: hitp://wenceslaoseguragon.wix.com/wenceslao-segura

Introduccion

La teoria de la Relatividad

Entendemos la teoria de la Relatividad como aquella que afirma que la Naturaleza no es mas que la manifestacion
del continuo espacio-tiempo. Tanto los campos fisicos como la materia son para la Relatividad estructuras
espacio-temporales. En este sentido la teoria de la Relatividad manifiesta que la Fisica debe reducirse al estudio
de la geometria del espacio-tiempo.

Se debe distinguir tres fases en el desarrollo de la teoria de la Relatividad y en todas ellas estuvo presente de
forma destacada Albert Einstein, a saber: teoria especial de la Relatividad, Relatividad General y teoria de
campo unificado.

La teoria especial de la Relatividad

Lateoria especial o restringida de la Relatividad debe ser considerada como la primera fase del desarrollo de
la teoria. Hay que entenderla como la base de la teoria relativista, en el sentido de que en ella nace el concepto
fundamental de continuo espacio-tiempo. De esta teoria resulta que la simultaneidad de sucesos que se producen
en puntos diferentes es relativa, es decir que sucesos que ocurren en puntos diferentes pueden ser simultaneos
para unos observadores y no simultaneos para otros. Esto nos viene a decir que, si bien cada observador puede
hacer una separacion entre el espacio y el tiempo *, esta division no es unica, sino relativa al observador, por ello
no se puede afirmar que el espacio existe de forma independiente al tiempo, sino lo que existe es una intima
relacion entre el espacio y el tiempo, a lo que denominamos espacio-tiempo.

El segundo resultado de la teoria especial de la Relatividad es que la geometria del espacio-tiempo en ausencia
de campos es pseudo euclidea, es decir que el elemento de linea del espacio-tiempo cuando es expresado en
coordenadas cartesianas viene dado por

ds® =c?dt* —dx* —dy* —dz* =1, dx"dx*
donde 7, es el tensor métrico de Minkowski.

La teoria especial de la Relatividad afiade a la fisica relativista el principio de covariancia [102] [92], que
junto a los conceptos anteriores forman la estructura fundamental de la teoria de la Relatividad tal como aqui la
entendemos. Es de aplicacion el principio de la Relatividad especial, segtin el cual todos los sistemas de referencia
inerciales son equivalentes para la descripcion de la Naturaleza, o sea, los fendmenos fisicos son idénticos para
todos los observadores inerciales con independencia de sus velocidades relativas. Entonces las leyes fisicas
deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales, pues si se detectara alguna diferencia

* El espacio de un observador en un momento dado, estd formado por los puntos donde se producen sucesos que son
simultaneos entre si.
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podria utilizarse para distinguir un sistema de referencia de otro, lo que entraria en contradiccion con el principio
de la Relatividad.

Esta ultima afirmacion no es mas que el principio de covariancia, que dice que las leyes naturales pueden
formularse de una forma la cual sea independiente del sistema de coordenadas espacio-temporal, es decir la
misma forma en todos los sistemas. La Relatividad Especial nos ensefla que esta covariancia es conseguida
gracias a que las leyes fisicas pueden ponerse en notacion tensorial. Por tanto, podemos considerar equivalente
el principio de covariancia y el hecho de que las leyes fisicas pueden formularse tensorialmente; aunque hay que
recordar que es posible establecer ecuaciones no tensoriales y que sin embargo sean covariantes, es decir las
mismas en todos los sistemas de coordenadas.

Se puede dar generalidad al principio de covariancia que surge de la Relatividad Especial. Formulada una ley
tensorialmente, la expresion seguira siendo la misma con independencia del tipo de transformacion de las
coordenadas espacio-temporales utilizada, no teniendo que limitarse a las transformaciones de Lorentz. Por este
razonamiento decimos que el principio de covariancia tiene su origen en la Relatividad Especial y no en la
Relatividad General como habitualmente se dice.

Como la geometria del espacio-tiempo puede ser representada tensorialmente y la Fisica relativista reduce la
Naturaleza a una interpretacion geométrica, parece logico que las leyes fisicas admitan una representacion
tensorial, y aqui encontramos el origen del principio de covariancia.

Debemos advertir la diferencia existente entre el principio de covarianciay el principio general de la Relatividad.
Una ley fisica puede venir expresada tensorialmente y por lo tanto tomar la misma forma en todos los sistemas
de referencia; sin embargo, esto no significa que represente la misma ley fisica, como ocurriria si fuera de
aplicacion el principio general de la Relatividad. Por ejemplo, la forma de la ecuacion geodésica es la misma para
un sistema de referencia inercial que para otro no inercial, no obstante esta misma ecuacion revela efectos
inerciales en un sistema no inercial los cuales no aparecen en los sistemas inerciales, representando por tanto
leyes diferentes, aunque con la misma forma tensorial. Es claro que el principio general de la Relatividad implica
el principio de covariancia, pero lo contrario no es cierto.

Einstein identifica al principio de covariancia como lo hemos formulado anteriormente, con el principio general
de la Relatividad. Pero ambos conceptos son diferentes como queda dicho. Mientras que el principio general de
la Realtividad es una ley con contenido fisico, el principio de covariancia es una herramienta matematica.

Sin embargo, el principio de covariancia tiene un alto valor heuristico porque, como sefiala Einstein, es un
instrumento que nos guia en la obtencion de las ecuaciones fisicas, especialmente en la biisqueda de las ecuaciones
de campo unificado.

La Relatividad General

La segunda fase en el desarrollo de la teoria de la Relatividad es la teoria general de la Relatividad o
Relatividad General. Esta teoria no es general como erroneamente indica su nombre, puesto que se aplica al
caso limitado en que exista inicamente campo gravitatorio.

La Relatividad General estudia el campo gravitatorio como expresion de la geometria del continuo espacio-
tiempo. En concreto, la presencia de campo gravitatorio modifica la geometria pseudo euclidea de la Relatividad
Especial convirtiéndola en una geometria de tipo riemanniano.

Lateoriarelativista de la gravitacion es incompleta; por una parte se limita exclusivamente al campo gravitatorio
y por otra no es capaz de incluir a la materia, ya sea como fuente de campo o como elemento pasivo sobre el que
actia la gravedad. Esto queda bien expresado en la ecuacion de campo gravitatorio

1
Ry _EgikR:_ZTik

mientras que el primer miembro de la ecuacion esta formado por tensores que describen la geometria del
continuo espacio-tiempo, el segundo miembro es una descripcion fenomenologica de la materia. Se trata de una
teoria dualistica que describe el campo como geometria del espacio-tiempo, pero que agrega la materia como un
elemento extrafio a la geometria *. La teoria de la Relatividad exige que las ecuaciones de campo sean monistica,
donde el Ginico elemento que aparezca sea la geometria del espacio-tiempo y en donde no sea necesario introducir
la materia como elemento complementario. En este sentido la Relatividad General es una teoria incompleta y
provisional.

* También la teoria electromagnética de Maxwell es dualistica, porque al igual que ocurre con la Relatividad General, la carga
eléctrica es ajena al campo.
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La teoria de campo unificado

La teoria de la Relatividad tiene una tercera y tltima fase que es llamada la teoria de campo unificado, que
se entiende como la expresion completamente desarrollada de la teoria relativista.

Lateoria de campo unificado persigue un doble objetivo: la descripcion de todos los campos fisicos como una
manifestacion de la geometria del espacio-tiempo y la comprension de la materia como una estructura geométrica
libre de singularidad. Einstein aventura que de esta tltima fase de la Relatividad podria obtenerse incluso las
leyes cuanticas.

El estudio de las teorias de campo unificado relativista comenz6 en el aiio 1918 y se prolong6 algunos afios
después de la muerte de Einstein en 1955 [43]. Los numerosos intentos que se idearon no resultaron fructiferos.
Esta circunstancia unida a los éxitos que por entonces cosechaba la teoria de campo cuantico, hicieron que se
abandonara el estudio de las teorias unificadas relativistas.

No es aceptable decir que la teoria de la Relatividad fracaso en su intento de unificacion de la Naturaleza
sobre una base geométrica. S6lo podemos decir que no tuvo éxito, en el mismo sentido que las teorias de campo
cuantico tampoco han llegado a la deseada unificacion.

Einstein y las teorias de campo unificado asimétrico

Hace ahora un siglo Einstein y Hilbert obtuvieron las ecuaciones finales de la Relatividad General [44] [14],
una teoria gravitatoria que da sustancialidad al campo, al que identifica con el continuo espacio-tiempo. Segun
esta teoria la gravedad es el resultado de la «curvatura» del espacio-tiempo que es producida por la masa de los
cuerpos y por cualquier forma de energia.

Nada mas surgir la teoria general de la Relatividad se intent6 su generalizacion. Si la gravedad es explicada
por la geometria del espacio-tiempo, lo mismo deberia de ocurrir con el otro campo conocido en la época, el
electromagnético. Ademas, la Relatividad General no es una teoria pura de campo, puesto que no es capaz de
interpretar la materia, de tal forma que la teoria es mixta en el sentido de que la materia aparece como un
elemento extrafio al campo.

La primera generalizacion de la Relatividad General la realiz6 Hermann Weyl [116] [118] y su gran logro
consistio en formular una teoria geométrica en la que la conexion no era lo mismo que los simbolos de Christoffel,
o sea, la geometria no era de Riemann sino una de caracter mas general. La teoria de Weyl reconocia la
importancia de la conexion, que se situaba al mismo nivel que la métrica.

Poco tiempo después, Arthur Eddington [12] reconocio que es posible desarrollar una geometria cuyo principal
elemento sea la conexion, mientras que la métrica aparece como una magnitud derivada. Sin embargo, Eddington
no desarrollé plenamente la teoria fisica correspondiente, pero dejé los cimientos para que poco tiempo después
Einstein desarrollara la primera teoria basada en la conexidn, que ahora es llamada teoria de campo puramente
afin.

Durante el afio 1923 Einstein publico cuatro trabajos en los que desarroll6 la primera teoria puramente afin de
campo [15] [16] [17] [18], que no logrd unificar satisfactoriamente la gravedad y el electromagnetismo. Este
proyecto de teoria puramente afin fue pronto abondonado, hasta que dos décadas después fue recuperado por
Erwin Schrodinger generalizandola a conexiones no simétricas [69] a [90].

Einstein, que ya por entonces lideraba la investigacion en teoria unificada de campo, abandono la teoria
puramente afin y tras dos afios de estudio abord¢ la teoria métrico-afin. En 1925 Einstein publicé su primera
teoria de esta especie con el titulo «Teoria unificada de campo de la gravitacion y la electricidad» [19]. Fue un
primer intento que puso las bases para posteriores estudios. Esta teoria que ha recibido el nombre de Einstein,
Einstein-Schrodinger, Einstein-Schrodinger-Strauss o Einstein-Kaufman fue retomada con mas constancia por
Einstein en el afio 1945 y permanecio como la teoria de campo unificada mas elaborada.

Lateoria del afio 1925 es asimétrica, pues tanto el tensor métrico como la conexion no tienen la propiedad de
simetria que caracteriza a la Relatividad General, en este sentido es la primera teoria de este género que hizo
Einstein y que retomo en el afio 1945. Es curioso que en la investigacion que Einstein desarroll6 desde ese afio
hasta su muerte en 1955 nunca mencionara la teoria de 1925, ni siquiera cuando en el afio 1953 publicé una
deduccion de las ecuaciones de campo asimétrico que es exactamente igual a la que presentd en 1925.

La teoria de campo unificado de Einstein

Como hemos dicho, en el afio 1945 Einstein publico la primera de una serie de investigaciones relacionadas
con la teoria unificada de campo asimétrico. En estas investigaciones fue ayudado por su asistente Ernst G.
Straus y por la fisica Bruria Kaufman.
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La idea de Einstein consiste en generalizar la teoria gravitoria, o sea, obtener una teoria que no solamente se
reduzca a la Relatividad General en primera aproximacion, sino una teoria cuyas ecuaciones sigan un paralelismo
con las de la teoria general de la Relatividad.

La teoria de campo unificado asimétrico de Einstein es considerada como una teoria de campo completa, es
decir, monistica y por tanto s6lo se admite ecuaciones similares a la del caso exterior de la Relatividad General.
La materia, por tanto, no es necesario introducirla en la teoria como un elemento extrafio al campo, sino que
debe de surgir de las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de la gravitacion que se pretenden generalizar son las de la Relatividad General

D,.g *=0 1

Ry =0 W
donde la primera ecuacion es la derivada covariante de la densidad del tensor métrico * y la segunda es la
anulacion del tensor de Ricci. Ademas, en vista a su generalizacion, hay que tener presente que en la Relatividad
General tanto el tensor métrico como la conexion son simétricas (y por tanto el vector de torsion es nulo
7,=I,"-T,/ =0)y también lo es el tensor de Ricci que sirve para componer la densidad lagrangiana de
donde se derivan las ecuaciones (1).

La generalizacion de las ecuaciones gravitatorias son conseguidas, primeramente, suponiendo la asimetria
del tensor métrico y de la conexion. Se observa que la parte simétrica del tensor métrico (que son 10 componentes)
viene a representar el campo gravitatorio, mientras que las 6 componentes de la parte antisimétrica del tensor
métrico deben corresponder al tensor de campo electromagnético.

A continuacion es necesario generalizar la propiedad de simetria de la Relatividad General. Einstein elige lo
que llama simetria hermitica o invariancia por transposicion. Sea una magnitud H,, = H ( g, ) que depende
del tensor métrico y de la conexiéon. Decimos que tiene simetria hermitica si al cambiar el tensor métrico y la
conexion por sus conjugados y luego intercambiar los indices i y & se obtiene la misma magnitud

Hy (g,r) =Hy (g,r).
Einstein utiliza otro concepto de simetria, diferente de la simetria hermitica antes definida y que llama condicion

de simetria: si en una ecuacion fisica H ;; ( 2.T')=0 se sustituye el tensor métrico y la conexion afin por sus
conjugados la ecuacion se mantiene, es decir

Hy(gT)=0 = H,(g.I)=0,
Notese que si H,; tiene simetria hermitica se cumple la condicion de simetria, pero no se puede afirmar lo
contrario.

Einstein persigue generalizar las ecuaciones (1) procurando que las expresiones generalizadas tengan la
simetria hermitica. Por ello se ve en la necesidad de hacer una nueva definicion de derivada covariante, para que
tenga la simetria hermitica y con la que poder obtener una ecuacion similar a la primera de (1). Igualmente es
necesario (aunque no en todas las deducciones que luego veremos) generalizar el tensor de Ricci buscando la
deseada simetria hermitica.

La primera ecuacion (1) se generaliza al precio de requerir que el vector de torsion sea nulo o lo que es lo
mismo a exigir que

g [lk],k =0
que tiene el claro significado fisico de representar al primer grupo de ecuaciones de Maxwell.

Otro elemento guia de Einstein en la busqueda de las ecuaciones de campo unificado es el principio de
covariancia, al que Einstein llama principio general de la Relatividad. Entonces las ecuaciones de campo buscada
deben ser invariantes frente a transformaciones de coordenadas y previsiblemente deben ser ecuaciones
tensoriales.

Por altimo, Einstein utiliza el principio de minima simplicidad 16gica posible como un elemento guia en su
investigacion. Aun con todo lo expuesto, en la deduccion de las ecuaciones de campo unificado sigue habiendo
un alto grado de arbitrareidad, pero poco mas se puede hacer al respecto, ya que no tenemos suficientes
argumentos fisicos para elegir un camino u otro en la biisqueda de las ecuaciones de campo.

Para conseguir los objetivos antes trazados, Einstein va a utilizar en la mayoria de las deducciones que
expondremos a continuacion, el principio variacional. La ventaja en la utilizacion de este principio radica en que

* Las densidades seran representadas en lo que sigue con letra negrita.
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las ecuaciones de campo resultante son compatibles, lo que no se puede asegurar si se utiliza otro
método.

Al utilizar un principio variacional, Einstein se va a enfrentar al dilema de elegir la densidad lagrangiana. El
camino mas natural, que es el seguido por Einstein, es tomar densidades lagrangianas similares a la utilizada en
la Relatividad General. Esto significa que va a utilizar el tensor de Ricci (o sus modificados) para construir
conjuntamente con el tensor métrico la densidad lagrangiana

L=g"R,, 2
variando la accion respecto al tensor métrico y respecto a la conexion. Por tanto la teoria de Einstein es una
teoria métrico-afin.

Enninguna de las deducciones que veremos mas abajo utiliza Einstein la curvatura homotética, un tensor de
segundo orden derivado de la contraccion del tensor de curvatura que puede ser utilizado para construir densidades
lagrangianas. La razdn hay que buscarla, quizas, en que para las ecuaciones que buscaba Einstein, la curvatura
homotética es nula.

En algunas de las propuestas de Einstein no se utiliza el método variacional, sino que se obtienen las ecuaciones
de campo mediante consideraciones genéricas, siempre tratando de generalizar los resultados de la teoria
gravitatoria.

Las deducciones de campo unificado de Einstein

En este articulo se reunen todas las deducciones que hizo Einstein de las ecuaciones de campo unificado
asimétrico. Llama la atencion que sean 14 las demostraciones que hizo Einstein, jpor qué un niimero tan elevado?

En el epigrafe anterior hemos expuesto los principios en los que se guid Einstein para hallar sus ecuaciones.
Pero es facil advertir la debilidad de esos argumentos. Por ejemplo, las ecuaciones de campo no tienen porqué
tener la condicion de simetria, podrian obedecer a otra simetria mas compleja; ni la densidad lagrangiana tiene
que ajustarse a la forma (2), pues hay otras posibilidades. Es decir, los argumentos esgrimidos por Einstein para
obtener las ecuaciones de campo no son concluyentes.

Einstein en sus numerosas demostraciones quiso encontrar razones (quizas de orden estético) que fortalecieran
sus argumentos de partida, aqui se encuentra la principal razon por las que abordo las deducciones ecuaciones
de campo de catorce formas diferentes.

Existe otra circunstancia por la que Einstein hizo tantas deducciones. La primera teoria de campo asimétrico,
la del afio 1945 que hemos llamado A, no es satisfactoria porque, aun utilizando un principio de minima accion,
impone arbitrariamente una condicion (la nulidad del vector de torsion) que no es deducible del principio variacional.
Esta condicion debilita la compatibilidad de las ecuaciones finales, hasta el punto que cabe discutir si entre las
soluciones de las ecuaciones hay variedad suficiente para acoger soluciones fisicas reales.

No obstante lo anterior, Einstein ve en esas ecuaciones (que se denominan ecuaciones fuertes) la mas
natural generalizacion de la gravitacion. En parte, con sus varias deducciones queria encontrar razones para
elegir entre estas Gltimas ecuaciones o bien las encontradas por otros procedimientos y denominada ecuaciones
débiles de campo. Finalmente por razonamientos que no discutimos en este articulo, Einstein se inclind por el
sistema débil de ecuaciones de campo que son derivadas integramente de un principio variacional.

En realidad Einstein deduce cinco grupos diferentes de ecuaciones de campo aunque muy parecidos entre si
Los dos principales grupos son las denominadas ecuaciones fuertes de campo

i k ) ) )
D,g* =8,g" +g"T /+g"T } =0

7,=0 (Sistema 1)
Rik = O
donde la derivada covariante que aparece en la primera ecuacion es definida en 2-A, y las ecuaciones débiles
D, g™ =0
7, =0 .
R(ik) -0 (Sistema 2)

Ry + R s + R 4 =05

donde, como es habitual, los paréntesis redondos significan simetrizacion y los cuadrados antisimetrizacion; la
coma representa la derivacion parcial respecto a las coordenadas.
Otro conjunto de ecuaciones de campo tiene una estructura intermedia entre las dos anteriores, por lo que la
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hemos llamado ecuaciones fuertes generalizadas
ik 1 ; i
D.g* —E(M’éf -M*51)=0
;=0 (Sistema 3)

1
_ r t r r r t ro_
Ry =-1y, +1; Ty +E|:r(ir),k +r(rk),i:|_rikr(tr) =0

donde R, es un tensor derivado del tensor de Ricci y definido en 2-F, mientras que M’ es una densidad
vectorial definida por

M :%(Dtgjr£ _Dtgii)-

Otro conjunto de ecuaciones matematicamente correctas y obtenidas como intermediarias en una de las
deducciones es

ik 1 ik 1 k it
D.g =g, —~¢
rg 2g r 3 rg t
R, =0 (Sistema 4)
g[it?t =0

caracterizada por tener un vector de torsion no nulo.
En una de sus ultimas investigaciones, publicada poco antes de su muerte en 1955, Einstein dedujo las
ecuaciones de campo

D,gil‘c —%gikrr +§gipz'p5f =0
R, =0
que tiene la propiedad de ser invariante frente a la transformacion lambda (definida en el epigrafe 3-N).

En las dos tablas de las siguientes paginas resumimos los rasgos mas caracteristicos de las catorce deducciones
que abordaremos mas adelante.

En ese articulo nos limitamos a presentar las distintas deducciones realizadas por Einstein y sus colaboradores,
completandolas con demostraciones de otros autores. Pero Einstein no se limito exclusivamente a realizar los
calculos que presentamos, sino que estudio problemas fisico-matematicos relacionados con las ecuaciones de
campo, como la compatibilidad de las ecuaciones de campo o las identidades de Bianchi que surgen de la
invariancia de las ecuaciones, asuntos que no son tratados en este articulo.

Un problema relacionado con la teoria, que no tratamos en este articulo, es su relacion con la experiencia. En
primera aproximacion debe obtenerse las ecuaciones de la Relatividad General y las ecuaciones del
electromagnetismo de Maxwell, por lo que las experiencias que soportan a estas teorias también hablarian a
favor de la teoria de campo unificado. Quedaria abierta la cuestion de si a segunda aproximacion coinciden los
resultados experimentales.

En las teorias de campo unificado deben encontrarse fendmenos de interaccion entre el electromagnetismo
y la gravitacion. El mas notable de estos fendmenos seria la produccion de campo magnético por cuerpos (no
cargados) en movimiento, en particular podria interpretarse el campo magnético terrestre.

Las distintas deducciones planteadas por Einstein han sido clasificadas con una letra, desde la A hasta la O,
catorce en total, algunas de ellas fueron publicadas en la misma forma en varias ocasiones, nosotros la hemos
fechado atendiendo a la primera de esas publicaciones. Completamos esta investigacion con las deducciones de
las ecuaciones de la autoria de otros fisicos destacados en esta investigacion, como Tonnelat, Schrodinger y
Lichnerowicz.

No hemos dudado de hacer repeticiones, siempre con la idea puesta de facilitar la lectura y, en la medida de
lo posible, conseguir que cada apartado se pueda leer por separado. Al final del articulo hemos puesto una
bibliografia seleccionada, donde no sélo se encuentran las referencias del texto, sino las mas importantes y
significativas contribuciones al desarrollo de la teoria de campo unificado de Einstein.

Para lo referente a la notacioén y la base matematica sobre la que se desarrolla la presente investigacion
remitimos al lector a la obra SEGUrRA GONzZALEZ, Wenceslao: La conexion afin. Aplicacion a la teoria cldsica
de campos, eW'T, 2015, descargas desde la pagina http://vixra.org/abs/1504.0085.

(Sistema 5)
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A) EINSTEIN (1945): Las ecuaciones fuertes de campo

1-A.- Métrica y conexion

En la teoria de campo unificado que Einstein formulo en el afio 1945 [23] [94], que llamamos teoria A, el
tensor métrico g,, tiene componentes complejas y posee la propiedad hermitica, es decir

gik =&k
donde g, significa el complejo conjugadode g, . Si se descompone el tensor métrico como
ik =Sy tia

encontramos que dada la propiedad de hermiticidad, la parte real s;, es simétrica s,, = s, y la parte imaginaria
a,, es antisimétrica a;, =—ay;. o

Si g= det(gl-k ) entonces g = detgg,-k) ya que el complejo conjugado de un producto es el producto de los
complejos conjugados; por la propiedad de hermiticidad y dado que el determinante de una matriz es igual a la de
su traspuesta se tiene

g= det(gik) =det(g,;)=det(g;, )=¢
lo que significa que g es un niimero real.

Einstein eligio el signo de g negativo. El signo del determinante de s, también tiene que ser negativo, es
decir (+ ———)obien (—+ ++), o0 sea una métrica lorentziana. Esto es asi porque los signos de la parte espacial
tienen que ser los mismos y por tanto que g sea negativo significa que el signo de la parte temporal debe ser
opuesto al de la parte espacial y ademas en ausencia de campos la métrica debe reducirse a la de Minkowski de
la Relatividad Especial.

El signo del determinante g sera el mismo independientemente del sistema de coordenadas elegido. En
efecto, supongamos una transformacion de un sistema de coordenadas K a otro K’, caracterizado por la matriz
A=(A}), entonces la ley de transformacién del tensor métrico es

g’ik = 1mAl:l & mn
o en forma matricial
G'=4GA"
donde A7 es la matriz traspuesta de 4. Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es

el producto de los determinantes y que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta, nos
queda

2
g'=[det(4)] g
como la matriz 4 es real, entonces los signos de gy g’ coinciden. Como s, €s un tensor, lo mismo ocurrird con

el signo de su determinante que sera negativo para cualquier sistema de coordenadas.
Definimos las componentes contravariantes del tensor métrico por la relacion

gikgrkzéir (1.A)
que representa un sistema de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como incéognitas ( g’k) y que tiene
solucion unica puesto que el determinante de los coeficientes (g, ) es distinto de cero. De (1.A) obtenemos

| g”gl-kgrk=5l-’g”_=g” = g”gik:é‘li-
Naturalmente g’k es un tensor por serlo g, y J; y ser (1.A) una expresion valida en cualquier sistema de
coordenadas, en efecto de g/, g'"™* =5/ se deriva

A48, =8 > Alg,,g =68, =B, = g"4;g,,.g" =¢"B,
siendo 4; la matriz de la transformacioén de coordenadas de K [donde es vélida (1.A)] a K’y B, la matriz
inversa; de lo anterior se sigue

n ot rrk mtpr rrk r pk _mt
Akéng =8 Bm = & :Bthg
como queriamos demostrar.
Finalmente indiquemos que el tensor g’* también es hermitico: g’* = g*' .

La conexion afin del espacio en la teoria de que llamaremos A para distinguirla de las restantes, también tiene
la propiedad de hermiticidad, es decir

ro_ r
rik _rki :
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Por esta propiedad se deriva que las componentes del tensor de torsion 7,,” son imaginarios puros, puesto que

Ty =Ty Ty =Ty -T,",
e igual propiedad tendra el vector de torsion

ko k k
T, =7y =L Ty

2-A.- La derivada covariante
En geometria de Riemann existe un tensor métrico y una conexion de componentes reales y simétricas,
ademas la derivada covariante del tensor métrico es nula

Drgik:argik_gskrirs_gisrkrszo' (2A)
La expresion anterior corresponde a 40 ecuaciones independientes, dada la simetria del tensor métrico. Ademas,
por la condicion de simetria de la conexion (que son 24 ecuaciones) se obtienen en total 64 ecuaciones, tantas
como componentes de la conexion, esto significa que de (2.A) podemos establecer una relacion entre la conexion
y el tensor métrico y sus primeras derivadas.
En la geometria de la teoria A de Einstein nos encontramos con una conexion no simétrica, lo que significa
que podemos dar dos definiciones de derivada covariante de un vector (la+yla —)

k
DA% =04 +Asrs,", D,,A—=al.A"+ASr,,S"

las dos igualmente aceptables Notemos que si D, A+ es un tensor entonces D, A debe ser otro tensor, en
efecto

DAY =0,4% + AT} =0,4% + A°T, } + A°T [} —4°T } =D, a* + 4°2,}
como el segundo miembro es la suma de dos tensores, significa que D, 4~ es también un tensor. Y el mismo
razonamiento se aplicaa D, 4, .
El problema surge si se utilizan las dos derivdas simultaneamente, entonces nos encontramos con varias
posibilidades de derivadas de un tensor. En la teoria A de Einstein (y también en sus sucesivas versiones) de
entre las seis posibilidades de la derivada covariante de un tensor de segundo orden se elije la siguiente

DrAiE = arAik _Askrirs _Aisr rlf'
Siguendo los métodos habituales es facil calcular otras derivadas covariantes, por ejemplo para un tensor de

segundo orden contravariante tenemos

DA™ =5, 4™ + 4T |1 4™T k|

3-A.- Derivada covariante de densidades tensoriales

Una densidad tensorial es el producto de un tensor (o un escalar o un vector) multiplicado por la raiz cuadrada
del médulo del determinante de un tensor de segundo orden covariante. Un caso especial es cuando el determinante
es el del tensor métrico, entonces dado, por ejemplo, un tensor 4% su densidad tensorial es

Af = [gat

se sobreentiende que consideramos el modulo de g para evitar un valor imaginario al hacer la raiz cuadrada.
Por la definicion de determinante se encuentra que

og=ggriog ,,
entonces si la variacidon O es la derivada covariante se tiene
ik
D,g=g8"D.g (3.A)

notemos que lo anterior es una definicion, pues se podria haber tomado otra de las derivadas covariantes que se
pueden construir. Con (3.A) es posible calcular las derivadas covariantes de las densidades tensoriales. Por
ejemplo, la derivada covariante de una densidad vectorial es

D,A* = (\/_A+):Drx/§Ak+\/§DrAl+{’
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Wenceslao Segura Gonzdlez

por (3.A) tenemos

k 1 1
D,A"=0,A" + AT [+ - A% "D, g, ~— A'g"0,g,,

y por la definicion de la derivada covariante del tensor métrico queda

k

D,A* =0, A"+ AT —%Ak(r; +T,7).
El resultado se puede extender a una densidad tensorial cualquiera, por ejemplo para el caso de la densidad de
un tensor de segundo orden covariante se tiene

rs

1
D"A_g_ﬁ :arAik _Askrirs _Ajsrrks _EA,-k (Fsrs +T S),
Y para una densidad escalar
D.A=0 A—lA(r SLT s)'
r r 2 sr rs

Finalmente, pongamos la expresion de la derivada covariante de la densidad del tensor métrico en forma
contravariante

D,g' =0,9" +g° T, +g"T } —%g”‘(Fsﬁ +T,0).

4-A.- El tensor de curvatura

El tensor de curvatura R* <ir de Riemann se obtiene por alguno de los procedimientos habituales. Encontra-
mos dos de estos tensores, segtn la derivada que se utilice: la+ o la —. Siutilizamos la primera de las derivadas
encontramos (con un signo opuesto al utilizado por Einstein)

Rkst'r :Fsrlfi _Fsif(r +Fsrnrnik _Fsinrnf

pero si usamos la derivada —, entonces obtenemos como tensor de curvatura el complejo conjugado del anterior,
por tanto es suficiente tomar uno de ellos (nosotros elegimos el primero) como el tensor de curvatura de la
teoria.

El tensor de curvatura tiene dos contracciones, una de ellas da el tensor de Ricci y la otra la curvatura
homotética. El tensor de Ricci es

Ry = thkr = rir;{ - rik,rr +I trtrzkr _riktrtrr >

este tensor no es hermitico. En efecto, sien R, intercambiamos los indices i, ky luego calculamos el complejo
conjugado no volvemos a encontrar R, . Buscamos un tensor hermitico derivado del tensor de Ricci, porque
esta es una propiedad que requerimos para que la densidad lagrangiana sea real. La posibilidad que planteo
Einstein es hallar el valor medio del tensor de Ricci con el traspuesto de su complejo conjugado, lo que garantiza
que el tensor hallado sea hermitico

Rtk :%[Rik (r)"‘Rk:‘ (f)] :_rik,rr +rl’rtrtkr +%(rir,rk +Frkr,i)_%rikt(rtrr +rrzr)-

5-A.- El tensor de no-metricidad

Laidea de Einstein es la de generalizar la teoria general de la Relatividad para llegar a una teoria unitaria. En
este sentido extiende un resultado valido en el espacio de Riemann: la nulidad del tensor de no-metricidad
Oir =D, g1 =0, que en nuestro caso es

Q_{_Er:Drg_{_li:argik_gskrirs_gisrrks=O’ (4A)

que corresponde a una ecuacion auxiliar que nos permite obtener la conexion en funcion del tensor métrico y sus
primeras derivadas. Multiplicando (4.A) por —g "’ g ™ se encuentra que

D,g* =0 = Dgy=0 = Dg=0 = D,g+ =o0.

por tanto de (3.A) y (4.A) encontramos que la derivada covariante del determinante del tensor métrico es nula.
La razon de buscar unas ecuaciones de campo de las que se pueda deducir (4.A) se encuentra en la
generalizacion que Einstein hace de la propiedad de simetria que cumplen los tensores en la Relatividad General.
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Ahora esta propiedad se generaliza a la simetria hermitica, caracterizada porque al cambiar en una expresion
tensorial el tensor métrico y la conexion por sus complejos conjugados, se obtiene el mismo tensor con los indices
intercambiados, es decir

Aj.. (g—,f) =Ay.. (g,F).
Pues bien, esta propiedad la cumple la ecuacion (4.A), en efecto

Drgiﬁ :argik_gskfirs _gisfrks :argki _gksrris _gsirkrs :Drg_l'c_i"

(4.A) hay que entenderla como la natural generalizacion de la correspondiente ecuacion en Relatividad General.

6-A.- La densidad lagrangiana

Anteriormente hemos dado la matematica en que se basa la teoria que estamos examinando. El paso siguien-
te es buscar una densidad lagrangiana de la que se deriven las ecuaciones de campo a partir de un principio de
minima accion.

En la primera derivacion que hace Einstein de las ecuaciones de campo asimétrico buscé una densidad
lagrangiana de la que debia derivarse la ecuacion (4.A). El procedimiento que siguid fue el siguiente. Por (3.A)
sabemos que D, ln\/g es un tensor, en efecto

1 1 1
D, ln\/E:—Dl. g=—>D,g :_gquigpq >
\/E 2g 2 2
como el ultimo miembro es un tensor de segundo orden covariante multiplicado por un tensor de tercer orden
covariante, el resultado es un tensor covariante que llamamos S, . Por la definicion de la derivada covariante del
tensor métrico se tiene
1 1

S, =D;Ing =2g"0,8,, —E(rsﬁ )

y como

og=ggtiog,, = 0,g=gg"0,g,,
entonces

S S
P A )

1
S.=0,In./g —E(Fs
Su derivada covariante que llamaremos S, es
1 ) N N l r S N
S = DkS_l"_ =040, ln\/g_zak (Fsi +1 )_as ln\/grik +5Fik (Fsr +1g )
El tensor S, no es hermitico a consecuencia del segundo sumando. Entonces tenemos que hallar un nuevo
tensor S, resultado del valor medio del tensor S, y del traspuesto de su complejo conjugado

_ 1 - | 1
S ik :EI:Sik (r)+Ski (F)J =0,0, ln\/g—as 1n\/§Fi,j +§rik (FS,S J"rrss)_Z(rsijc +ris,sk +st,si +rsks,i)’
que tiene la propiedad de ser un tensor hermitico.

Einstein busco una densidad lagrangiana de la que se pudiera derivar (4.A). Para conseguir este objetivo
definid el tensor

L I
Ry +Sy z_rtk,rr +Firtrtkr +8k6iln\/§—631n\/griks +Z(ris,sk +rsks,i _rsijc _rksj)'

que es un tensor hermitico, al igual que es su ltimo sumando. Einstein tomo para construir la densidad lagrangiana
el tensor

L
Ry =Ry +Sy _Z(Ti,k _Tk,i):_rik,: +rirtrzkr +5k8iln\/§—5s ln\/gr,.,j (5.A)

que también es un tensor hermitico.
La densidad lagrangiana se define por

ik
L=g"R,, (6.A)
que depende de la conexion y su primera derivada, ademas depende tensor métrico, de su primera y de su
segunda derivada. Como tanto g™ como R,, son hermiticos, entonces
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L= gikéik = gkiieki = gikéik =1 (7.A)
lo que significa que la densidad lagrangiana es una funcion real.

7-A.- Ecuaciones de campo

En el afio 1945 Einstein planteo su primera teoria hermitica de campo unificado, obteniendo las ecuaciones de
campo por un método mixto, como luego veremos. El procedimiento fue criticado por el mismo Einstein al afio
siguiente en el trabajo que publico en colaboracion con Straus. Exponemos a continuacion la primera deduccion
de Einstein.

Las ecuaciones de campo se obtienen a partir de un principio variacional. La accion del campo es

1=de9

donde d Q) es el producto de las diferenciales de las coordenadas. Si se varian arbitrariamente las componentes
de la conexidn y del tensor métrico, con la condicion de que estas variaciones asi como la variacion de la primera
derivada del tensor métrico se anulen en los limites del volumen de integracion, entonces la variacion de la
accion es nula.

Debemos advertir de una condicion que se no encuentra expresamente en el trabajo original de Einstein. La
densidad lagrangiana (6.A) depende de las derivadas segundas del tensor métrico, lo que en general no ocurre
en las teorias métrico-afin, por tanto es necesario poner como exigencia en el principio variacional que las
variaciones de las primeras derivadas del tensor métrico se anulen en la superficie de integracion.

El principio de minima accion es por tanto

_ ik p _ ik r t r K
51=5[g"RydQ=5[g"™(-T,;+T,'T " +8,8,In\g -0, In\[gT ,*)d©, (8.A)
estamos en una teoria métrico-afin, es decir que variamos tanto la conexion como el tensor métrico, obteniendo
por tanto, dos conjuntos de ecuaciones, la primera es la ecuacion auxiliar, o sea, la que nos relaciona la conexion

con el tensor métrico y sus derivadas, mientras que el segundo conjunto son las ecuaciones de campo.
Al variar la conexion obtenemos

s1, =J[—gik (6T4") +g"r,'sr, +g"*sT,T, ~g"a, 1n\/§5rl.,j}d9=0
N
al aplicar el teorema de Gauss
[o,(Jga")aa=][a*ds,
Vv D
siendo dS, el vector de superficie bidimensional, entonces el término
[o,(Jeg"or " )dQ=[g"sT,"dS,
se anula, puesto que la variacion de la conexion se anula en la superficie de integracion, tras lo cual encontramos
s1,=[(0,9"6T," +g"T, T,/ + g"T ,"sT '~ g™, InJg 6T’ )d Q=
:I(ﬁrgik +g%T ' +g"T, " —g™o, ln\/g)él“ikrdQ =0,
como la variacion de la conexion es arbitraria obtenemos las ecuaciones

0,9"+g"T, +g"T,*-g"d,InJg=0 (0-A)

\/Eargik +gikar\/§+\/§g5krsri +\/§gmrrsk —\/ggikarln\/gz()

de donde se deduce

o bien

_ . ,  k
0,g%+g"r/+g"T,f=0 o Dgt =0 (10.A)
Por (10.A) se encuentra que la derivada covariante del determinante del tensor métrico es nula, en efecto

1 1 rq
D =——D g=—— D g+—=0
PEVESS 5 /—g r& > g8 pgVr8

ademas de (10.A) también se deduce que
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por tanto seran nulas las derivadas covariantes de las densidades tensoriales del tensor métrico

D,g,,=0; D,g"" =0.
El segundo grupo de ecuaciones de campo ;c; obtiene haciendo la variacion (8.A) respecto al tensor métrico
51, =[(Rusg™ + g" sk, )dQ =j[1%ik5gf" +g"0,0,(sIng)-g"0, (51n\/§)r,;]dg =0, (11.A)
volvemos a usar el teorema de Gauss; asi el Gltimo de los sumandos del Gltimo miembro es
-[g"a,(sm{g)r0da=-[o,(g"T, sIn\g)dQ+[o,(g"T, )sIngd =
—-[g"T,’ogds +[o,(g"T,’)sIngd=[o,(g"T, |singdQ,

donde la integral de superficie se anula porque en ella son nulas las variaciones del tensor métrico, por tanto
también es nula la variacion de su determinante. El segundo sumando del Gltimo término de (11.A) es

Igikﬁkéi(5ln\/§)dQ:IGk[gikai(5ln\/§)JdQ—Iak9ik6i(5ln\/§)dQ -
=[g"0,(omg)ds, ~[o,(0,g"*5In\[g)d 2+ [0,0,9" 5 [gd Q=
= [g"5(0,Inzg)as, —I%@kg’kéln@ds, +[0,0,g"5JgdQ,
g

tanto las variaciones del tensor métrico como las variaciones de sus primeras derivadas son nulas en los limites
de integracion, de tal forma que las dos integrales de superficie anteriores se anulan, por tanto tendremos

oI, = J.(I%tkggik + gik&%tk)dg :J.{I%tlﬁgik + |:ai akgik +0, (gikr it )Jé‘ln\/g}dﬂ =0. (12.A)
Hay que poner la variacion del determinante del tensor métrico en funcién de la variacion de la densidad del
tensor métrico

1 1
5ln\/_ Té\/_ gpq ogh 2\/§gpq5gpq+mgpquq5\/_=

1
=———g,, 0g""+25In/g
por tanto
1
Jdln =—F ogh?,
g 2\/§qu g

volviendo a (12.A) y teniendo en cuenta que la variacion del tensor métrico es arbitraria, nos queda

R,k+2f[a 0,g™ +0 (g’""rmf,)]g,.k 0. (13.A)
De la deducido del epigrafe 4-A se tiene
Dg =0,g g (I +T,5)=0 = 0 inyg (1, +T ).
entonces (9.A) queda
0,g" +g"T, +g"T * —%g'k (r, +1,)=0.
particularizando para k =r
0,9" +g°T/ —%yi’fr =0,
si ahora hacemos i =7 y luego cambiando el indice k por i obtenemos
0,9g" +g°T )} +%g”1r =0.
hallando las derivadas de ambas expresiones llegamos a
0,0,9"+(g"T,) =12(g"7,)
0,0,9" +(g5’rs,")’l_ = —1/2(g”z'r)’l_
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como i, 7 son indices mudos, entonces de lo anterior se llega a

(977,) =-(977,) = [y("’)r,]i =0

Sl >l

encontrando finalmente

expresion que llevamos a (13.A)

que conjuntamente como (10.A) son las ecuaciones de campo.
Al final de su investigacion, Einstein sugiri¢ que al anterior conjunto habria que afiadirle la condicion 7, =0
con lo cual se logra que las ecuaciones finales de campo sean

ik
D,g* =0
7,=0 (14.A)
fzik =0

notese que si es nulo el vector de torsion, entonces el tensor de Ricci coincide con R . En efecto, como

9;Inyg :%(Fn‘r +Firr)

7,=I, -, =0 = I, =I'," =0,hfg=r,", (15.A)

i

si este resultado se lleva a (5.A) se encuentra que R,, = R, .

Notemos que (14.A) es muy similar a las ecuaciones de la gravitacion, representando por tanto una teoria
que generaliza a la Relatividad General, tal como queria Einstein. Debemos notar que se cumple en general la
identidad

D gt —2p gl gl)
Drg - Drg - g -9 Ty
como se comprueba por calculo directo; entonces si se cumple (14.A) sera

0,9 ("] ~ .

Al sistema (14.A) se le denomina sistema de ecuaciones fuertes (y no son enteramente deducibles de un
principio variacional) y que distinguimos de las ecuaciones débiles que deduciremos mas adelante. Primeramen-
te notamos que hemos usado un método mixto, hemos aplicado el principio variacional y luego hemos exigido la
nulidad del vector de torsion *. Este procedimiento no garantiza la compatibilidad de las ecuaciones, o al menos
reduce su grado de compatibilidad, esto es asi porque hay mas ecuaciones que variables, son 84 las ecuaciones
diferenciales del sistema (14.A) pero son 80 las variables (64 de la conexion y 16 del tensor métrico), por tanto
el sistema esta sobredeterminado. Cabe entonces preguntarse si las ecuaciones (14.A) son suficientes para
tener como soluciones las que corresponden al mundo fisico.

Al igual que ocurre en Relatividad General las ecuaciones (14.A) no pueden determinar univocamente una
solucién para g, . En efecto, si g, fueraunasolucion de (14.A), también g’, , derivada de la anterior por una
transformacion de coordenades x'* =x'*(x"), debe ser solucién de (14.A). Esto quiere decir que existen
cuatro ecuaciones complementarias a (14.A), que son llamadas las identidades de Bianchi. Como la ambigiiedad

(16.A)

* El formalismo métrico para hallar las ecuaciones de la Relatividad General sigue este proceso mixto. Es decir, a priori se da
una de las ecuaciones de campo D, g, =0, que nos permite obtener la relacion entre la conexion y el tensor métrico; y
luego se aplica el principio variacional para obtener el otro grupo de ecuaciones de campo R;, = 0.Pero en este caso no hay
incompatibiliad entre los dos grupos de ecuaciones, puesto que la conexién no aparece en la ecuacion R, =0 que
depende exclusivamente del tensor métrico.

Einstein dedicd varias investigaciones al problema de la compatibilidad de las ecuaciones de campo, en particular
concluyd que el sistema de ecuaciones fuertes (14.A) «no es aceptable desde el punto de vista fisico», Einstein, A.;
Kaufman, B.: «Sur I’état actuel de la théorie générale de la gravitation», en Louis de Broglie. Physicien et penseur, Albin
Michel, 1953, pp. 321-342.
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k= x"¥(x") entonces debe

de la solucion es por las cuatro ecuaciones de transformacion de las coordenadas x’
de existir igual nimero de ecuaciones complementarias.

Puede elegirse una gauge determinada, es decir un determinado sistema de coordenadas y entonces quedara
eliminada la ambigiiedad. En Relatividad General es habitual utilizar el sistema de coordenadas armdnico, con lo
cual se obtiene una definida solucion para el tensor métrico y que ademas simplifica considerablemente las
ecuaciones de campo. Podria pensarse que la segunda de las ecuaciones (14.A) define una gauge, pero es una
ecuacion covariante y no representa una condicién coordenada, es decir no singulariza un sistema de coordena-
das. Las condiciones coordenadas deben ser no covariantes, es decir validas s6lo en algunos sistemas de coor-

denadas, pero no en todos.

B) EINSTEIN-STRAUS (1946): Las ecuaciones débiles de campo

1-B.- La densidad lagrangiana y las ecuaciones de campo de Einstein-Straus

Advertido de las dificultades de las ecuaciones (14.A), Einstein y Straus plantearon de nuevo la teoria [24],
pero ahora aplicando exclusivamente el principio variacional, lo que garantiza que las ecuaciones que se obtie-
nen son compatibles entre ellas.

La densidad lagrangiana de Einstein-Straus es

t:gi"l_eik+hiri+big[ik],k (1.B)

donde A’y b; son multiplicadores de Lagrange, I_El-k es el tensor de Ricci hermiticoy 7, es el vector de torsion
definido por
r, =0, -T,".

Notese que g [#] , €s unadensidad vectorial, tal como se deduce (16.A), ya que todos los restantes términos de
esa expresion son tensores.

Ahora aplicamos el principio variacional. Variamos respectoa A, b,, T s g”‘ . Al variar respecto a A’
se halla
7, =0, (2.B)

y al variar respecto a b, se encuentra

ik
g™, =0, (3.B)
Para hacer la variacion respectoa I';,” tenemos que usar la identidad de Palatini que por calculo directo se
comprueba que es

5Rik :_l)r(ﬁrik0 j—l_le(é‘r i rr)+lDi(6Frkr)’ (4.B)
+= 2 /)2 +=

donde la derivada covariante del primer sumando es definida por
Dr(5r i}:’):ar (5Fikr)_5rskrrirs _5risrrrks +5Fiksé(rsrr +rrsr)'
1k

Para adaptar el teorema de Gauss a las derivadas covariantes que aparecen en (4.B) tenemos que compro-
bar previamente que se cumple

Dr(gﬂgrig):gikl)r(grig)_,_grikrDrgﬂ_ (5.B)
Si definimos para simplificar la densidad ve+c_torial .
H' = gJ.r‘ r ;:'
entonces teniendo en cuenta que por definicion .
D.H"=0,H" +HS%(FN’ +T,0),

y que

Dfg=0,g 3 a(r )
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encontramos
DH'=0,H" =03,(g"sT,)) (6.B)
que es lo mismo que se encuentra cuando se desarrolla (5.B), lo que significa la validez de (5.B), que sera usada
a la hora de aplicar el teorema integral de Gauss como veremos mas adelante.
Ahora tenemos que comprobar si es aplicable la relacion
ik . ik
Dk(g+_5rirr):glka(5Fi"r)+5rierkg+_> (7.B)
++ ++
procedemos igual que antes; definimos la densidad vectorial
k i k
H =g*™oT, ",
++
y encontramos que

D.H" :érH’—%H’rr (8.B)

donde recordamos que hemos definido 7, =", .* —T',* e igual resultado que en (8.B) se encuentra cuando se
desarrolla la expresion (7.B), con lo que de nuevo demostramos que también para la segunda de las derivadas
covariantes que aparece en (4.B) es de aplicacion la regla de derivacion de Leibnitz.

Utilizando el mismo razonamiento se encuentra que para el tercero de los sumandos de (4.B) se cumple

ik , ik - - ik
Di(g+‘5Fi,£)=g+‘D,-(5Fﬁ)+(’)‘FﬁDlg+ ,

siempre y cuando definamos

H+=g+ 6T rk’
+_
entonces hallamos
D,Hiza,/-/w%/-/"r,. (9.B)

Con los resultados (6.B), (8.B) y (9.B) el teorema de Gauss [95] queda en cada caso
jD,(gi%‘rl.,E)dQ:ja,(g”‘ér,.k’)dgzjg”‘érik’ds,
ik
ik r _ ik r 1 ik r _ ik r 1 ik r
jDk(g+ oT )dQ_jak(g ST, )dQ—EJ.g ST,[7,dQ=g 5r,.,d5k—5jg ST./7,dQ
jD,.(gi%rrk’)dQ:jai(g"’far,,{)d9+ljg”‘5rr,{r,.dQ:jg”‘ar,k’dsi+ljg”‘5r,k’rid9.
+= 2 2

Ya estamos en condiciones de aplicar el principio de minima accion a la densidad lagrangiana (1.B) para la
variacion de las componentes de la conexion

51=[(g" R, +hi5ri)dQ=I[gik51_2ik +h'(sT —51“S,.5)]d§2 -0, (10.B)
el primer sumando del Gltimo miembro es

[g"6RdQ=~[g"D, (5riz

dQ+1jgf"Dk(5r,.r’)dQ+ljg’f"Di(5rrk’)dQ
2 5 2 =

que al integrar por partes, aplicar el teorema de Gauss y tener en cuenta que en la superficie de integracion la
variacion de la conexion es nula, obtenemos

jg”‘éﬁikdg=jD,gi%r,,de—%jDkgﬂar,/dQ—
1 ik r 1 ik r 1 ik r
—ng 5r,,rde—EjD,g+ 5r,de+ng ST J7,dQ
agrupando todas las integrales anteriores
ik o ik 1 iscop | skoi 1 igor | r
_[g 5Rl-de=J. D,.g* —EDSng o, —EDSng 5,—Zg 5krs+zg 0,7ty |0, dQ.
Al afiadir la segunda integral del Gltimo término de (10.B) encontramos
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ik 1 ' 1 ke 1 1 i ; ;
SI= j(Drg+— —EDsgifaf -2D, g’ sl -9 5, +ngk5;rs +hisk —hka;jarik’dg :
y como la variacion de la conexion es arbitraria, entonces para que la anterior integral sea nula debe de cumplirse
que
ik 1 isep | skoi 1 ooy | ick pkgi
Drg _EDsg 5}’ _EDsg 5;’_29 5kTs+Zg 5rTs+h5r_h 5r:0 (llB)
que es el segundo grupo de ecuaciones de campo.
(11.B) se puede simplificar. Como ya se encontrd, el vector de torsion es nulo, entonces (11.B) queda

Drgiﬁ_%Dsgi£5rk_%Dsgiﬁé‘£+hi5rk_hk5;:O’ (12.B)

al contraer la anterior ecuacion primero respecto a » y k'y después respecto a i y 7 se encuentra
D, gt +1p gt —3pi=0
2 (13.B)
ri 1 ir i
D.g* +ED,g+ +3h' =0,
y su suma es
D gt +D g™ =0
r8g r g
pero por otra parte se cumple
por tanto debe de cumplirse
D,g*"=0; D,g* =0
entonces de cualquiera de las ecuaciones (13.B) se deduce que A’ =0 y llevando este resultado a (12.B)
[ k
D, g+ =0 (14.B)

que es el grupo de ecuaciones de campo resultante de la variacion de la accion respecto a la conexion afin.
Finalmente vamos a variar la accion de la densidad lagrangiana (1.B) respecto a g’

51 = j[ﬁ,k 5g™ +b, l(ég”‘k ~5g", )}dQ
2 H >
integrando por partes y aplicando el teorema de Gauss tenemos

— 1 1 ,
51 =j[R,.k +bik —Ebk,i}5g’kd§2

y como la variacion del tensor métrico es arbitraria, se encuentra para el cuarto grupo de ecuaciones de campo

= 1

Ry +E(bi,k _bk,i) =0.
Reuniendo los resultados encontramos que las ecuaciones de campo son

ik
g [ ],k =0
7, =0,

Drgﬁ =0
Ry +%(bi,k _bk,i):Oa

(15.B)

ya hemos visto que la primera ecuacion se deriva de la segunda y de la tercera. Si el vector de torsion es nulo,
entonces I',,” =T",,"y como se ha demostrado en 7-A

1
ailn g:EF.rr = rirrk:rrk}:i

1

con ambos resultados se concluye que R, =R, .

En el sistema (15.B) hay 84 ecuaciones (4 +64 416 )y 84 variables (g’k . T,y b,). Recordemos que al
igual que en Relatividad General el anterior sistema de ecuaciones no puede determinar univocamente la solucion
de los campos, lo que significa que ademas de (15.B) deben existir cuatro identidades complementarias, las
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llamadas identidades de Bianchi. Podemos eliminar las b, de la cuarta ecuacion, descomponiéndola en parte
simétrica y antisimétrica, entonces las ecuaciones de campo quedan

7;,=0
ik
D,.g*" =0
R(ik) =0
Riig r + R i + Ry 4 =0

(16.B)

al que se le llama conjunto débil de las ecuaciones de campo. Existen dos identidades en el sistema (16.B). Son
las mismas que surgen en las ecuaciones de campo electromagnético maxweliano. En efecto, en las ecuaciones
de Maxwell encontramos seis variables (tres correspondientes al campo eléctrico E y otras tres para el campo
magnético B), sin embargo existen ocho ecuaciones: dos vectoriales (con tres componentes cada una) y dos
escalares, todas ellas se deducen de las dos ecuaciones tensoriales
ik

aF‘k :_L 'l; Fik,r +Fkr,i+Fri,k =0

ox £
validas en ausencia de gravedad y en coordenadas cartesianas, donde F, es el tensor de campo electromagnético.
Las dos identidades que existen son

82Fik
. =0
ox'ox*
& fhrp axip(FikJ + +Fri,k):0

lo que hace disminuir el dos el nimero de ecuaciones independientes. Notese que la anulacion de la primera
ecuacion es por la antisimetria del tensor £, y la anulacion de la ultima ecuacion es debido a la antisimetria de
los simbolos de Kronecker. Por tanto en el sistema de Maxwell en realidad hay seis ecuaciones independientes
para seis variables.

Pues lo mismo ocurre con el sistema (16.B), donde existen dos identidades, similares a las que aparecen en
las ecuaciones de Maxwell; a saber

2 [ik]
CAC A
ox'ox

; 0

ikep Y —
£ axp{R[ik] » t R+ Ry ,k} 0

por lo tanto, el sistema (16.B) tiene 82 ecuaciones (4 + 64 +10 + 4 ), 80 variables (64 + 16 ) y las dos identidades
anteriores, o sea, 80 ecuaciones independientes para 80 campos.

Las ecuaciones (16.B) son diferentes y menos restrictivas que las (14.A) que obtuvo Einstein en su primera
teoria hermitica de campo unificado. La primera ecuacion (16.B), que ahora surge del principio variacional, tiene
como consecuencia que la altima de las ecuaciones de (16.B) sea mas débil que la ecuacion Rp;,; =0
correspondiente al conjunto (14.A). También debemos sefialar que la ultima ecuacion (16.B) eleva en uno el
grado de diferenciacion, esto surge a consecuencia del iltimo sumando de la densidad lagrangiana (1.B), que se
introduce para conseguir la primera ecuacion de (15.B) al aplicar el principio variacional.

2.B.- Teoria linealizada
Las ecuaciones de campo de la Relatividad General y las ecuaciones de Maxwell (en cierta medida) se
pueden deducir de (16.B) en una primera aproximaciéon. Supongamos

ik =Mik T7 ik

donde los y,, son pequefios y por tanto podemos despreciar sus cuadrados y 7, es el tensor métrico de
Minkowski de la Relatividad Especial (utilizamos, por tanto, coordenadas cartesianas). 7,, es la métrica del
espacio-tiempo en ausencia de campos. Con esta suposicion las dos primeras ecuaciones (16.B) quedan

I irr -I ”_r =0

)

yik,r sk 1—‘irs _Uisrrk :O’

de la segunda de las ecuaciones anteriores se puede despejar la conexion, resultando

Fiks z%ﬂsr(yir,k +7rk,i _7ki,r)

(17.B)
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como se puede comprobar por calculo directo. Con este tltimo resultado la primera de las ecuaciones (17.B)
queda

1 r 1 r r
5773 (yir,s t Y s —731,r)—577$ (7/sr,1' + 7 ris _7is,r):ﬁs (7/[”] .S +7/[1’s] ,r) =0
donde se ha tenido en cuenta el caracter simétrico del tensor de Minkowski. De nuevo usando esta propiedad se
encuentra
77 s =0 Sy =0 (18.B)
En la aproximacion considerada el tensor de Ricci hermitico es

D r 1 r 1 r
Ry =-T ik.,r +Erir,k +5rrk,i

y puesto en funcién de y

D 1 rs
Rik :Eﬂ |:_7(is),k,r _}/(sk),r,i +}/sr,l',k + }/ki,s,r:|>
su parte simétrica es
l rs
Ry =57 |:_7/(is),kr =Y (k)i TV (sryie t 7(/{;),”} (19.B)
y la parte antisimétrica
L
R[[k] :577 y[ik],rs . (2OB)

Por tanto la tercera y cuarta ecuacion de (16.B) en el caso considerado de teoria linealizada
n " |:_7/(is),k,r - y(sk),r,i + y(sr),i,k + y(ki),s,ri| =0
7 P gl o, =0

P

(21.B)

Entonces las ecuaciones de campo gravitatorio son
R(ik) = 0

idénticas a las ecuaciones de la gravitacion en el vacio en la misma aproximacion, si se supone que el campo
gravitatorio viene expresado por Y (k) mientras que las ecuaciones de campo electromagnético son
[ir] _
e b 0
rs _
" {7 [k].p TV )i T7 [p,-],k} b0
siendo el tensor de campo electromagnético y, ;. La segunda de las anteriores ecuaciones no coincide con la
correspondiente a la teoria de Maxwell que afirma que es nulo lo incluido en el paréntesis de esta ecuacion. Por
tanto nuestra teoria electromagnética es compatible con la de Maxwell aunque no al contrario. Sobre este
asunto Einstein y Straus afirman que esta no es una objecion a la teoria ya que «no conocemos la corresponden-
cia de las soluciones de las ecuaciones linealizadas con las soluciones rigurosas las cuales son regulares en todo
el espacio. Es claro desde el comienzo que en una teoria de campo consistente la cual reclama ser completa (en
contraste, por ejemplo a la teoria de la gravitacion) solamente son consideradas aquellas soluciones que son
regulares en todo el espacio. Si tales soluciones (no triviales) existen no es todavia conocido».

C) EINSTEIN (1948): La densidad tensorial antisimétrica
de tres indices gi*"

1-C.- La densidad lagrangiana de Einstein
En el afio 1948 Einstein volvid a la teoria hermitica [25] y la replanted de nuevo en un intento de disminuir el
caracter mas bien artificioso de la densidad lagrangiana (1.B). La densidad lagrangiana que adopta Einstein es

=
L=g"R, (1.0)
donde R, eseltensorde Ricci hermitico, tal como se defini6 en 4.B. La nueva teoria sigue siendo métrico-afin,
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en el sentido de que tanto el tensor métrico como la conexion son potenciales del campo, debiéndose variar la
accion respecto a ambas cantidades.
Segun se dedujo en el epigrafe 1-B la variacion con respecto a la conexion da las ecuaciones

ik 1 ' 1 koo 1 1 ;
Drg+_ _EDsgiié‘f _EDS gi_é‘:’ _Zglsé‘lfrs + ZgSké‘}l"rs =0
es decir la expresion (11.B) con A’ =0 ya que en la densidad lagrangiana (1.C) no interviene este multiplicador
de Lagrange. Al desarrollar las derivadas covariantes de la anterior expresion resulta

arg,'k+g5krsrj+gisl—~mk_gskr(r;;)_%(asgis+gtsrtsi+gitrsts_gisr(tst))gf_
| | | 2.0)

si no existieran los dos ultimos sumandos, entonces encontrariamos la ecuacion que buscamos D, gM =0.
Esto significa que tendriamos que imponer la condicién z; = 0 la cual, como hemos visto, no podemos establecer
porque no se garantiza la compatibilidad de las ecuaciones resultantes.

Buscamos bajo qué condiciones el vector de torsion se anula. Al tomar la parte imaginaria de (2.C) se
encuentra

3 B B N ) P S (5 I S (1) P S 3 S | lis]) ok 1 [s] oi _
0,9 g F[Sr]+g F(Sr)+g F[m]+g F(rs) g F(rs) zésg 0, 26sg 0,=0,
y al contraer los indice ky

1 i is
Eﬁsg[s]—g( r,;=0 (3.0)
por tanto la condicion necesaria y suficiente para que F[ 0= =0 esque o g[”] =0. Esta igualdad se cumple si
suponemos
g[ik] _ gier — gik _ g(ik) +gik}:r

siendo @™ una densidad tensorial antisimétrica en sus tres indices, es decir que es nula si hay dos o tres indices
igualesy en caso contrario el signo es posmvo o negativo segiin haya una permutacion par o impar de los indices.
Por lo tanto, la densidad tensorial g " tiene cuatro componentes independientes, las que tlener/% de indices
(123), (134) (124)y (234). Entonces al cumplirse (3.C) el vector de torsion es nuloy D,g*~ =0 que se
convierte en el primer grupo de ecuaciones de campo.

El segundo grupo de ecuaciones de campo se obtiene haciendo la variacion con respecto a g([k) y g *r de
la accion formada por la densidad lagrangiana (1.C), es decir

51=5[g"RydQ= j( 6™ + Ry 59" )dQ 0
del primer sumando del ultimo miembro se obtiene la ecuacion
R(ik) = 0,
para tratar el segundo sumando integramos por partes y aplicamos el teorema de Gauss
[Riugog™ a=[o,(Ry 69" Jao- Ry 69" dQ=-[Ryy 59" a0=0,
ahora bien, no todas las componentes de 0 g ihr
integral se puede poner como

son independientes, aunque si son arbitrarias. La anterior

o ikr _ o ikr _
_[R[ik] ,r5g dQ_J.(l%){R[lk]”gg }dQ—O
donde la suma se efectua sobre todos los posibles conjuntos de numero (i,k,7) , esdecir (1,2,3),(1,2,4),(1,3,4),
(2,3,4) ; el corchete en el integrando significa que aparecen las sumas de todas las permutaciones de los indices
(i,k,r) , y en esa expresion no se aplica el criterio de sumacion de Einstein. Para unos determinados valores de
(i,k,r) tendremos

{I_e[[k]’rggikr}:l_e[[k]yrggiki’+E[[_r]7k5gl' +R[rk] ,5g +R[ ]kgg +R[k] 59 +R[kr] lﬁgkm_

=(R[l-k],r ~ Ry~ Ria) ot Rk~ Ry + R ) 9= ( (] R0kt R )59
donde hemos tenido en cuenta la condicién de asimetria de o glkr . Volviendo a la integral de accion

rik
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J.ﬁ[ik] ’r5gikrdQ ZI(kZ)z(R[lk] o +R[ri] k +E[ k) i )5gtkr dQ=0
LK, J

ahora todos los §g"" son independientes, pues sdlo aparece uno de ellos por cada conjunto de niimeros (i,k,r),
por lo tanto encontramos

Ry + Ry i+ Ry i =0 “4.0)

que son cuatro ecuaciones, una para cada una de las posibles combinaciones de los wbindices que hemos
considerado. De nuevo encontramos que para el caso en que sean nulas tanto D,.g "~ como el vector de
torsion, la parte antihermitica del tensor de Ricci es nula, por tanto su parte hermitica coincide con el tensor de
Ricci, es decir R, =R, .

Resumiendo, las ecuaciones de campo de la teoria hermitica de Einstein de 1948 son

D,gﬂzo

0 g[”]:O o 7'=0

9 (5.0)
Ry =0

Ri)r T Ry i+ R =0

o sea las mismas ecuaciones que en la teoria de Einstein-Straus (16.B) o sistema débil de ecuaciones.

El elemento de linea del espacio-tiempo es

ds* = g,kdxidxk = g(l.k)dx"dxk

o0 sea, solo interviene la parte simétrica (o real) del tensor métrico, de tal forma que ds 2 es un niimero real,
positivo, negativo o nulo. Que el determinante de g, sea distinto de cero en todo punto, como antes hemos
supuesto, no implica que el determinante de g (ik) Sea también distinto de cero. Pero el determinante de g,
debe ser distinto de cero en todo punto, ya que en caso contrario no puede afirmarse que se mantendra l)a
signatura de £ (ik) -

Entonces no s6lo hay que exigir que g # 0 sino también que el determinante de g, sea distinto de cero y
tenga en todo punto un valor negativo. Einstein en su investigacion de 1948 da una demostracion, que dice es
obra de su asistente, por la cual si se supone que las componentes de la conexion son en todo punto determinadas
por la primera ecuacion (5.C) entonces el determinante de g, es distinto de cero en todo punto, la demostra-
cion es un tanto oscura y ademas no concluye que el valor de ese determinante tiene que ser negativo, propiedad
que debe ser, por tanto, impuesta. Este asunto fue abordado por Einstein, en colaboracién con Kaufman, algunos
afios después.

Seiialar finalmente que la teoria de Schrodinger [96] que utiliza tensor métrico y conexion asimétrico pero
reales, llega a las mismas ecuaciones (5.C) que la teoria de Einstein-Straus, para lo que se exige poner las
ecuaciones en funcion de una nueva conexion, derivada de la primitiva y que tiene la propiedad de tener nulo el
vector de torsion.

D) EINSTEIN (1950): Las identidades de Bianchi

1-D.- Las identidades de Bianchi en la geometria de Riemann
La geometria de Riemann viene caracterizada porque tanto el tensor métrico como la conexion afin son
simétricos y ademas la derivada covariante del tensor métrico es nula. Si definimos el tensor de curvatura por la
relacion
k _ k k n k n k
R sir_r - +rsrrni _rsi 1—‘n (ID)

sr,i Si,r r

entonces en un espacio de Riemann se cumple la siguiente ecuacion entre las derivadas covariantes del tensor
de curvatura

k k k
DmR sir +DiR srm +DrR smi 0 = Dmesir +D1'Rpsrm + Dersmi =0 (2D)

expresion que es llamada las identidades de Bianchi.
Se puede generalizar (2.D) para el caso en que la conexidn no sea simétrica y por calculo directo se puede

mostrar que
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k k k _pk P k p k p
DmR sir+DiR srm+DrR smi_R pmiTrs +R pirTms +R prmTis :

o bien

k k
R s{ir; m} =R T

P
p{ mi r} s

donde el corchete significa la suma de las permutaciones de los indices y el punto y coma es la derivacién
covariante.

2-D.- Propiedades de simetria del tensor de curvatura
Definimos las componentes covariantes del tensor métrico por

k
Rtst'r = gth Sir» (3D)

donde el orden de los indices del tensor métrico es importante como veremos a continuacion. Entonces por la
definicion (1.D) se encuentra que el tensor de curvatura es antisimétrico respecto a sus dos ultimos indices

Rtsir = _Rtsri :
Vamos a suponer, que al igual que en las restantes teorias, se cumpla
Drgilfzargik_gskrirs_gisrrksZO’ (4.D)

entonces diferenciando (4.D) respecto a p y antisimetrizando respecto a » se encuentra
(gik,r _gskrirs _gisrrks) » _(gik,p _gskrips _gisrpls() , =0.

de donde resulta

_gsk,prirs - gis,pr rks - gsk,rr ips - gis,rr pli — &8sk (r irfp - rip:vr) —&is (rrks,p - 1—‘pli,r) =0
al utilizar (4.D) queda

_gskRsipr - gsiR Skpr (f) =0 = Rkipr (gar) = _Rikpr (gsf)s (SD)
donde R, ( g,f) significa que en el tensor de curvatura se ha sustituido el tensor métrico y la conexion por sus

transpuestos. (5.D) viene a decirnos que el tensor de curvatura covariante es antihermitico respecto a sus dos
primeros indices.

3-D.- La generalizacion de las identidades de Bianchi

Buscamos a continuacion una generalizacion de estas identidades al caso de que se utilicen tanto las derivadas
covariantes + como las —[27].

Vamos a utilizar la siguiente notacion

_ _ t t
DnAilfrs - Ai/_crs;n - anAikrs _Atkrsrin _Aitrsr nk

y expresiones similares. Utilizando esta notacion tenemos para el caso del tensor de curvatura
k
+

D,R* =R' o R*, +R',T,F-R* T
n iir - ;v_ir;n =08 gt sirt tn tirt sn *
Por calculo directo se comprueba que se cumple la identidad
k
R:s'{ir;n} = 0’ (6D)
expresion que es valida con caracter general y que se cumple sin necesidad de exigir ninguna condicién a la
geometria.
Si exigimos que se cumple la condicion
entonces también se cumple
RY,  =[g,,R" =R =0
Ekp i{ir;n} - gﬁlj 4s_{ir ) - ]_Ji{ir;n} - (7D)

nétese ahora larazdn de bajar el indice contravariente del tensor de curvatura con el orden de indices del tensor
métrico, s6lo como lo hemos hecho es valida la ley de derivacion del producto (para mas detalles véase 1-B).
Por calculo directo se encuenta la siguiente relacion
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Rikr +R

. +R. .
R ikpqr

N
r, -R

ikqrp

R -R r, -R

ikrs iksr

) N A A
i‘ic_{rp;q} ikspr qr R r rq Riksq ikps r pq Rikqsr pr
el primer sumando del segundo miembro es nulo por (7.D), mientras que los demas sumandos se anulan por la
antisimetria de los dos Gtimos indices del tensor de curvatura, entonces nos queda
Ritrpqg T Rikpgr TR, ro = (8.D)

5 r
irpa T Nikpg

que es la generalizacion de las identidades de Bianchi.

4-D.- Las ecuaciones de campo deducidas de las identidades de Bianchi
Laidentidad (2.D) valida en la geometria de Riemann y por tanto de aplicacion a la Relatividad General, se
puede adaptar para el tensor de Ricci. Contrayendo (2.D) respecto a ky r

DmRsi +DiRsm +DrRrsmi :0’

donde hemos tenido en cuenta la definicion de tensor de Ricci: R;, =R*,, y la propiedad de antisimetria del
tensor de curvatura respecto a sus dos ultimos indices. Ahora multiplicando por g*’ queda

D, (er —%5,;1%) 0. (9.D)

que son las identidades de Bianchi de la geometria de Riemann. Observamos que el paréntesis de (9.D) es la
ecuacion del campo gravitatorio en el caso exterior

R’, —%5,;R:O = R=0 = R,,=0.
Lo que pretendemos ahora es hacer la misma deduccién anterior pera aplicada a la identidad de Bianchi
generalizada (8.D) que recordamos es valida para el caso en que se cumpla (4.D).
Multiplicamos la igualdad (8.D) por g *’, eleccion que hacemos para que sea vélido la regla de Leibnitz de la
derivacion de un producto y teniendo presente la nulidad de la derivada covariante del tensor métrico tenemos
(para ver mas detalles véase 1-B)

pi piL pi pi
+g Riqu;p:O = |g" Rikrp -1 8" Rikqp -8 Riqu =0
= /g Ty t=Jip

donde una vez mas hemos utilizado la propiedad de antisimetria del tensor de curvatura respecto a los dos
ultimos indices y la igualdad (4.D). Por definicidn del tensor de Ricci tenemos para la expresion anterior

er;q_qu;r_gpi(Riquj =0,
- “t=Jip

++

pi pi
g Riﬁzp;q +&8 R ikpgr
+ 4+

ahora multiplicamos por g k" encontrando
i kr
kr kr pi - _
4 er;q_g qu;r_g (ng Riqu) =0,
+- +1 -+-21 /.
:p
definimos el tensor
_ _kr
Sqi =8 Riqu

entonces nos queda

gk’(Rk,;q—qu;r—Sq,;kj:O. (10.D)
+- +1 -

Se puede relacionar el tensor de Ricci con S, . Para ello tengamos en consideracion (5.D) y la antisimetria
del tensor de curvatura con respecto a los ltimos indices, entonces

Rikrp (g,r) = Rkipr (gar)
multiplicando ambos miembros por g *"
Spi ZRip(g’r)'
Lo que significa que si el tensor de Ricci tuviera la simetria hermitica, entonces seria idéntica al tensor S, . Aqui

encuentra Einstein otro argumento para exigir que el tensor de Ricci sea hermitico.
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Como se muestra en el epigrafe 2-F el tensor de Ricci se descompone en parte hermitica y antihermitica
= 1 . 1 .
R, =R, +R, = E[R,.k (1)+ Ry, ()] +5[R,.k (1)~ Ry, (T)]
siendo la parte antihermitica

= 1 - . 1
Ry _E[r(ir),k —F(rk),l,}rZ(Dir,f +Dk7i). (11.D)

Habiamos definido que la derivada covariante del determinante del tensor métrico es
ik
D,g=88"D,g
desarrollando la expresion de la derivada covariante del tensor métrico y teniendo presente que
D,g),;,_C =0 = D,g=0

nos queda
1
s —_—
F(rs) = 28, Ing,
por tanto
F([r;’k —F(rkr),l. =0. (12.D)

Con caracter general se cumple

D.g"" -D,g" =20,g!")-g"r
como se demostr6 en 7-A. El primer miembro de la anterior expresion es nulo, entonces se exigimos que se
cumpla
0,g" =0 (13.D)
entonces debe ser nulo el vector de torsion, lo que unido a (12.D) y (11.D) significa que la parte antihermitica del

tensor de Ricci es nulo; o dicho de otra forma, el tensor de Ricci es hermitico, siempre y cuando se cumpla (4.D)
y (13.D). Por tanto

Entonces (10.D) queda

g’”(Rk,;q—qu;,—Rq,;kao (14.D)
+— +5 Z-

que es la generalizacion de (9.D) y hay que entenderla como la extension de la identidad de Bianchi (8.D) para
el tensor de Ricci. Pero ahora el tensor de Ricci tiene parte simétrica y antisimétrica por lo que podemos
descomponer (14.D) como

R A

El primer sumando es en todo analogo a la expresion equivalente de la Relatividad General; en efecto si entendemos
R como la curvatura escalar calculada a partir de la parte simétrica del tensor de Ricci, tenemos

(r (r
gkr[R(ﬂ);q—R(ﬁ}r—R(gz);k]Z{é‘;R—R 9 -R 2)1r

entonces al igual que en Relatividad General las ecuaciones de campo son la anulacion del interior del paréntesis,
asi lo mismo podemos hacer aqui, resultanto

(r _ "R = _ _ _
Rq) 1/2§qR—0 = R(rq) 1/2gqu—O = R(rq)—O

que es una de las ecuaciones de campo.
El segundo sumando de (15.D) se desarrolla obteniéndose

R[i‘.f}’q _R[ﬁq}f ) R[ ]’k =Rl a = Risn T’ =Ry Tar' =

_R[kq],r+R[sq]rkr +R[ks]rqr _R[qr]

qr

k F R kg + Rpg ok

>
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que tras simplificar queda

T T PP P O R G R (O

y segun palabras de Einstein: ya que vemos que R[l. ] entra en las ecuaciones solamente en la combinacién
R ([kr).q) S natural elegir las ecuaciones de campo para R[l. x] como

qr

Riw1q) =0
Reuniendo todos los resultados encontramos que las ecuaciones de campo son
D.g k= 0
2,9 =0
R K= 0
Ry =0

o sea, las ecuaciones débiles de campo.
Notamos que el razonamiento seguido en este apartado no es una verdadera deduccion matematica de las
ecuaciones de campo unificado, sino mas bien una orientacion de cuales podrian ser esas ecuaciones.

E) EINSTEIN (1950): Las condiciones impuestas a priori

1-E.- Planteamiento de la teoria

En lateoria A de Einstein de 1945 se obtienen las ecuaciones de campo aplicando un principio variacional y
posteriormente se impone la condicion z; = 0. No obstante, es igualmente posible imponer a priori dicha condicion
y luego aplicar el principio variacional. Si se sigue este método se tiene la seguridad de que las ecuaciones finales
seran compatibles.

En la teoria D de Einstein de 1950 [28] se establece previamente las condiciones

r=0; gl =0 (LE)
y luego se aplica el principio de minima accion, variando respecto al tensor métrico y respecto a la conexion; sin
embargo, hay que tener en cuenta que no todas las variaciones del tensor métrico g y de la conexién ST e
son independientes a consecuencia de (1.E) y esto debe ser tenido en consideracion cuando se haga la variacion
de la accion del campo.
La densidad lagrangiana usada en esta teoria es

L=g"Ry=5/g"R",,
donde R, es el tensor de Ricci

_ r _ r r t r t r
Ry =Ry =T, =1y, +T, T, -, T

tr »

y R',,, es el tensor de curvatura definido por
Rl ikr = I ir,lk -T ik,lr +I irnr nkl -I iknr nrl >
el principio de minima accion queda formulado por
51=5[g"Ryd Q=0 (2.E)

donde se varian las componentes de la densidad del tensor métrico y las componentes de la conexidn, que como
hemos dicho, no todas ellas son independientes. Debemos observar que en esta teoria no se exige que el tensor
de Ricci tenga la simetria hermitica, al contrario de lo que ocurre en la mayoria de las restantes teorias que
examinamos.

Einstein aplic la identidad de Palatini al tensor de curvatura, en vez de hacerlo al tensor de Ricci como
haremos nosotros mas abajo, con la intencién de que haya continuidad con los calculos anteriores.

2-E.- Ecuaciones de campo
La variacion de (2.E) respecto a la conexion sigue las técnicas habituales

gik5Rik zgik(grl_rr) k_gik(gl—l_kr)r+gik5rl_rtrtkr+
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+gikrirt5rtkr - gikériktrtl‘r - gikr‘l_kté‘rt:

haciendo la integracion por partes, aplicando el teorema de Gauss y reagrupando términos queda
jgf"éRide:j(Drgi’—‘ ~D,g*sk|or ,d0, (3.E)

en cuya deduccion hemos utilizado la primera de las condiciones (1.E).

Sien(3.E)lasST,," fueran independientes y dado que son variaciones arbitrarias tendriamos, como primer
grupo de las ecuaciones de campo, la nulidad de la expresion entre paréntesis. Pero no todas las 6T",," son
independientes, puesto que debe cumplirse la primera condicion (1.E), es decir las cuatro relaciones

or kr "= or rkr
Si consideramos la identidad
D.g"" -D,g" =20,g!")-g"r
r r r r
deducida con caracter general en el epigrafe 5-A, por las dos condiciones (1.E) se encuentran las cuatro
igualdades

y D.g* =D,g" (4.E)
lo que significaque D, g * no son 64 expresiones independientes sino sélo 60.

Ensu l,lll’(lVGStl gacion original Einstein razona afirmando que al igual que hay s6lo 60 expresiones independientes
de D,g*~,lo mismo debe ser cierto para las cantidades que aparecen en el paréntesis de la integral (3.E), «asi
podemos COHCIUII’ que todos ellas se deben de anulary. De esa anulacion y siguiendo la misma técnica descrita
en el epigrafe 5-A se concluye que Drg’f‘ =0.

Aunque el resultado al que llega Einstein es el correcto, no lo es el procedimiento seguido. A continuacion
vamos aplicar una técnica que fue usada en la teoria G de Einstein (ver mas adelante) para el caso de una teoria
algo diferente.

El razonamiento consiste en definir una nueva conexion I fk’

r, =rfk’—%(§fr,’;—5,§rj) (5.E)

. ., * *
de donde se deriva un vector de torsiéon 7, =I",
de torsion nulo.

Para simplificar los calculos vamos a definir la densidad tensorial A;k que es la expresion entre paréntesis de
(3.E)

* . ., .
, =T, nonuloysiendo I',” la conexion asociada a un vector

A =D, g+ D g*'sf = [aksT d=0, (6.E)
utilizando (5.E) el anterior integrando queda
AfsT ) = Ak [5r " %(5,’51 r_o5)sT) )}
y por definicion del vector de torsion

AKST S = AST ) +3(Akp APK)ST T = ARG — ;(Ak" Alf)sisr =

[fr] [ik]

- aksry) 3[,4["1’] Al s 5r[k]_A’k5r*’ 3[,4][,"’7]5;'—,45’7]5 lori

[i]

donde hemos tenido en cuenta el caracter antisimétrico de 51", k’ y que los indices 7, k son indices mudos.
Como la expresion entre paréntesis del (ltimo miembro es antisimétrica en i, k la expresion anterior se puede
poner

ik r_ pikertr L[ alkplei aliv] ok sr | ik L[ plkplci aliv] ok *
AKST = AST?, —E[Ap si-Al 5,}5r,,k _l Al —E[Ap 5i- Al 5,} ST/

. ., . ., * . .
al llevar este resultado a la variacion de la integral de accion y tener presente que las 6T",," son arbitrarias e
independientes, se encuentra

ik _1[ qlkol i _ gliclsk|_
A 3[App5r Appo“,J_o. (7.E)

Contrayendo los indices ky r
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A [i}"] — —A ir
que al llevarla a (7.E) queda

1 o
A;k+§[A;p§;—A;f’5,k]=0. (8.E)

De la defincion (5.E) encontramos

kp
kp _ il
AS=-3D,g"
llevando este resultado a (8.E) queda
[ k ks
D,g" -D,g" 5} =0 (9.E)
contrayendo 7 e i se obtiene
k
D,g* =0
y tras sustituir en (9.E) hallamos finalmente
i k
D,g*" =0
que corresponde al primer conjunto de las ecuaciones de campo, que es deducido de la variacion de la accion del
campo respecto a la conexion.

Ahora es necesario calcular el otro conjunto de ecuaciones de campo, el que es deriva de la variacion de la
densidad del tensor métrico

[6g"Ryd =0 (10.E)

pero ahora no todas § g’k son independientes, pues se cumple el segundo grupo de las ecuaciones (1.E).
Descomponiendo los factores del integrando de (10.E) en partes simétrica y antisimétrica resulta

[69"R a0+ [s5g" R, a0=0
como las 0 g(ik) son todas independientes, resulta como primer subgrupo de las segunda ecuacién de campo
R(ik) = 0

Para abordar la variacion de la segunda integral se puede hacer de la definicion

| g [ik] _ g iks,s |
donde las g ks son antisimetricas en todos sus indices. Entonces g ks son las componentes que hay que variar.
Integrando por partes y aplicando el teorema integral de Gauss se llega a

v[é‘gikst[[k] dQ= I(égiksR[ik] ) dQ —J.é‘giksR[l.k]’s dQ= —J.é‘giksR[l.k]J dQ=0.

.S
Siguiendo la misma técnica que la descrita en 1-C se llega a la ecuacion
Ry + Ry i+ Ry =0

por tanto reencontramos el conjunto débil de ecuaciones de campo ya dada en (16.B) y obtenidas mediante un
principio variacional.

F) EINSTEIN (1950): La generalizacion natural
de las ecuaciones de la gravitacion

1-F.- La simetria hermitica
Como hemos venido diciendo, Einstein entiende que la teoria de campo unificado tiene que ser un generalizacion
de la teoria de la gravitacion. Las ecuaciones de esta ultima son
D.g k=0
7,=0 (1.F)
R, =0
con simetria del tensor métrico y de la conexion. Entonces es primero necesario generalizar el concepto de
simetria y luego hallar unas ecuaciones de campo que no sean mas que una generalizacion de (1.E) [34].
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La generalizacion de la simetria de la Relatividad General es la llamada simetrica hermitica. Se dice que una
magnitud 4,, tiene simetria hermitica respecto a dos indices i, & si al sustituir en 4, el tensor métrico y la
conexion por sus transpuestos, el resultado es el mismo tensor 4,, pero con los indices i, k intercambiados.

Ajy (g,F) = Ay (g,r).
Si al hacer en 4, la sustitucion del tensor métrico y la conexion por sus transpuestos resultara el opuesto de
A,,; entonces decimos que el tensor es antihermitico, o sea

Ay (g,F) =-4;,(g.T).
Cualquier tensor A4,, se puede descomponer en la suma de un tensor hermitico y otro antihermitico

- = 1 . 1 .
Ay (gT)=4y (g T)+ 4, (g.1)= E[Atk (g.T)+4y (g,r)] + E[Atk (&.T)- 4 (g,F)]
donde el primer sumando tiene la simetria hermitica y el segundo es antihermitico.
El tensor métrico y la conexion tienen la propiedad de simetria hermitica

~ . - _ r
. gu=8&us T =1y
Vemos que D,g* tiene la simetria hermitica respecto a los indice 7, k

Ly ki
) Dg"(af)=Dg" (gl). )
notemos que D, g “* también tiene la misma simetria, pero no la tiene D,g i D.g -

2-F.- Las partes hermitica y antihermitica del tensor de Ricci
El tensor de Ricci no tiene la propiedad de hermiticidad, aunque siempre es posible descomponerlo en una
parte hermitica y en otra parte antihermitica

- = 1 - 1 -
R, =R, +R, = E[R,k (0)+ Ry, ()] +§[R,k ()= Ry, (T)]
donde R, es la parte hermitica'y R,, la antihermitica. Advertimos que tanto R, como R,; son tensores; o
dicho de otra forma si R, (I') es un tensor también lo serd R,, (I') . En efecto, si I" es una conexion, tambien lo
serd su transpuesta, o sea, tendran las mismas leyes de transformacion, lo que originara que el tensor R, (T')
tenga la misma ley de transformacioén que R, (F) , 0 sea que sera un tensor.
De la definicion de tensor de Ricci
r r t r t

Ry =T Uy, + T, T, =TT,

se obtiene

. R A
Ry =-T ., +T;,Ty +§(ka +F’k»")_

1

%Fikt (rtrr +rrtr)’

si se descompone el tercer sumando en componentes simétricas y antisimétricas

= 1 1
_ r t r r r t r r r
Ry=-T,,+1,T, +5[F(ir)jk +F(rk))i}—l"l.k1"(") +5[r[”]>k +F[rk]J

de donde podemos obtener otro tensor

¥ _p 1 r A r t r l r ro|_ t r
Rl =Ry 5| U+ T, =T DT 45 T+ T, |- T

que es en efecto un tensor, puesto que [F [ir]’ Pt F[rk]r l} se puede descomponer en suma de tensores

1
[F[I,r]”k +r[rki,i}=5(ri,k —rk,l.) ZDkTi _Dirli —T,T,

donde 7,;’ es el tensor de torsion, definido por
A A N
T =0 Ty
La parte antihermitica del tensor de Ricci es

Ry :%[Rik (T)+ Ry (f)J :%(Fir,rk -T rkr,i)_%riktrtrr +%Fiktr .

descomponiendo el primer sumando en componentes simétricas y antisimétricas
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= _IM r t e - r oA e Pt et
R = 2|:r(tr),k _r(rk),i:| Lyl + [ [ir]k ‘F[rk],,} =3 |:r(tr),k r(rk),i:| SElw 4(’i,k +7y,)

ahora bien, como
_ t ro_ t
Dty +Dkri =0,T, +0,71; —Fikl“[tr] =0,1,+0,r; =27, I,
entonces encontramos finalmente para la parte antihermitica del tensor de Ricci

1

> r r 1
R, —E[F(”),k —F(rk)7[}+Z(D,r,£ +Dkri).

3-F.- La curvatura homotética

Existen dos contracciones diferentes del tensor de curvatura, una da el tensor de Ricciy a la otra contraccion
se le llama curvatura homotética

_pr _ r r n r n ro_ ro_ r
V'k_R rik_rrk,i_rri,k+rrkrni _Fri Fnk _Frk,i L,

! rik >

que no tiene la propiedad de hermiticidad, no obstante se puede descomponer en parte hermitica y antihermitica

Vie=Vie + ;ik = %[Vik (T)+V (f)} + %[Vik (T)- 7 (f)}
siendo la hermitica

I71k = ll:Vik (F) +Vii (f)J = l

2|:rrkr,i T+ T _Fn‘,rkJ :l(ft,k _Tk,t)-

2
Y la antihermitica

= 1 ~
Vo =E[V,k(r)—Vk, (F)]=T (i, =T (i
Notemos que ambas partes son tensores. En efecto, de
Dyt =Dt =7, — T4, —T,Ty = Vik =TT
+ +

se encuentra que ¥, es un tensor por serlo todos los demas sumandos de la anterior igualdad y como también
V., es un tensor, asi debe serlo V,, .

4-F.- La condicion simétrica y la generalizacion natural de las ecuaciones de la gravitacion

En la teoria F de Einstein de 1953 no se obtienen las ecuaciones de campo por mediacion de un principio
variacional, sino haciendo una generalizacion de las ecuaciones de la gravitacion [28]. Esta generalizacion se
consigue, primero tomando tanto al tensor métrico como a la conexion como cantidades asimétricas. Luego
extendiendo el concepto de simetria caracteristico de la geometria de Riemann hasta llegar a la idea de simetria
hermitica.

En esta teoria Einstein introduce la condicion de simetria, seglin la cual cuando en una ley fisica intercambiamos
el tensor métrico y la conexion por sus transpuestos, la ley permanece inalterable. Démonos cuenta que este
concepto es diferente de la simetria hermitica. Si una ecuacion tiene la simetria hermitica tiene también la
condicion de simétria, pero el inverso no es cierto. Por ejemplo, supongamos un tensor 4,, que dependiendo del
tensor métrico y de la conexidn tenga simetria hermitica, es decir

Aj (g,r) =dy (g,f)

entonces si la ley fisica viene dada por la expresion

Ay (g,r) =0
se cumpliria

4,(8T)=0 = 4,(a.T)=0.

Mientras que la condicion de simetria exige que si

4;(g.T)=0
entonces

lo que no significa que
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Ay (g,r) =4y (g—,r).

Por lo tanto la condicion de simetria es mas estricta que la simetria hermitica.

Corilo ya hemos mostrado, la generalizacion de la ecuacion D, g'" =0 de la Relatividad General es

D,g*~ =0 que cumple la cond1c1on de simetria, ademas D, g = tiene sml}etrla hermitica respecto a los indices
i, k. Notemos que si Drg’f‘ =0 entonces D \/_ 0 y por tanto D,g+~ =0.

El otro conjunto de ecuaciones del campo gravitatorio es R;, =0 al que le podemos afiadir la nulidad de la
curvatura homotética V7, =0.En la generalizacion de la gravitacion conservamos estas dos ecuaciones, afiadiendo
de que también se cumpla la condicion de simetria, es decir

Ry(g.T)=0: V,(gI)=0 = R,(&I)=0: V,(ar)=0.
Entonces por una parte tenemos
R, (g.T')= R, (g.0)+ f_ik (g.T)=0
Vi (g.T)=V,(g.T)+V,(g.T)=0
y por otra parte
R/k(gsf):Ezk(gsf‘)"'ﬁ_zk(g’f‘) ( ) Ekz(g:r)_o
Vzk(gaf)=12k(g>f)+l7ik(g~af) w(gT)- Vkl(g’r) 0
de estas cuatro ecuaciones se deriva
R,(g.T)=0;: Ry(g.I)=0; V,(g.T)=0; V,(gI)=0
todas estas cantidades han sido calculadas anteriormente

N B
R =Ry —E[r[ir],k +r[rk],,-J =Ry _EI:Ti,k - Tk,i:| =0

= 1 1

Ry (g.T)- _ﬁzk (g.I)=0
V

= Vy(gT)-V,(g.T)=0

2 ).k (rk).i k
— 1
_lk :E(T:k _Tk,i)zo
ik~ F(rkr),t _F(ri;,k =0
o bien

_ 2.F)
r(rkr),i _r(ri;,k =0

Las anteriores ecuaciones se pueden simplificar. Por la definiciéon de derivada del determinante del tensor
métrico se tiene

1 : 1 :
Dz =2eg"Dog =7 22" 2,84 - T 1,0) =z (0, nz T,

de donde se deduce
(DVJEJ _[Dt@J s oo
\/g , \/g \ (ts).r (sr).t

ahora bien, como la derivada covariante del tensor métrico es nula por cumplirse D, g k= =0, entonces por la
expresion anterior se concluye

K s
r(ts),r - 1—‘(sr),z‘ =0
que es la tercera ecuacion (2.F) que, por tanto, no es una de las ecuaciones de campo, sino una consecuencia de
Drg ik~
+- . .
Por célculo directo se obtiene que en general
DiTlf - DkTi =Tri —Tik

entonces por la segunda y la cuarta de las ecuaciones (2-F)
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Drt,=0;, D,r;=0.
Por otra parte tenemos que _ '
DiT{g =0,7, -7, =0
Dir,=0;t,-7,L,;”=0
restando ambas expresiones y teniendo en cue_nta la segunda ecuacion (2.F) llegamos a
z’sl"[l.ki =0 (3.F)

que se trata de un sistema de 6 ecuaciones con cuatro incognitas. La ecuacion (3.F) tiene caracter tensorial y
por tanto es valida en cualquier sistema de coordenadas. Si 7, es cero en algin sistema de coordenadas tiene
que anularse también en cualquier otro sistema y viceversa, si 7, es distinta de cero en un sistema de coordenadas
seguira siendo no nula en cualquier otro sistema de coordenadas. Basta que en alglin punto y respecto a algin
sistema de coordenadas se anule 7 para que, de la anulacion de D,z =0 y derivadas superiores, se cumpla
que 7 se anula en todo punto. Con lo que podemos concluir que (3.F) implica 7, =0.
Finalmente veamos que la parte hermitica del tensor de Ricci
D r t r 1 r r t r 1 r r
R, = —Fik’r +I',,T +5[F (ir) k + F(rk)jl}— ', F(") +E[F [ir] & + F[rk]J
se simplifica, en el sentido de que el Gltimo sumando es nulo, por serlo el vector de torsion, mientras que el tercer
sumando se transforma por la tercera ecuacion (2.F) y como I';,” sélo tiene parte simétrica encontramos que
R, esidéntica al tensor de Ricci R;;
Por tanto las ecuaciones de campo encontradas son

Drg ik~ 0
ik
7,=0
Rik = O
que coinciden con las ecuaciones fuertes de la teoria de campo.

G) EINSTEIN (1950): La condicién de simetria

1-G.- La densidad lagrangiana
En la teoria G que Einstein dedujo en el afio 1953 a partir de un principio variacional [28] la accion es

I=[g"RydQ (1.G)
donde R;, es el tensor de Ricci

_ r r t r t r
Ry =T —Uy, +T, Ty —TyT

1 tr °
que como ya hemos visto no es hermitico.
La variacion de (1.G) se hace para el tensor métrico y la conexion, de la que no se impone previamente
ninguna condicion. De la variacion con respecto al tensor métrico se obtiene

1

2-G.- La variacion respecto a la conexion
Al variar (1.G) respecto a la conexion tenemos

51=[g"5R,d Q=0
Integrando por partes, aplicando el teorema de Gauss y sacando factor comtin adT',," el integrando queda
(_asgmé‘;fC + argik + gSkr sr[ + gt'sl— rsk - gStr sz‘ié‘;{c - gikr rss )5F ikr >

como las variaciones de la conexion son todas arbitrarias e independientes se obtiene del principio variacional la
ecuacion

_asgis5f +argik + gSkrsri + gmrrsk - gStl—‘stié‘rlc _gikr rss =0
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o bien

Drgil‘c—Dsgiié'f—Zr,gik—Zngisé‘f=O. 2.G)

Ahora aplicamos la condicion de simetria, es decir si (2.G) es una ecuacion de campo, también lo seria la

ecuacion resultante de cambiar en (2.G) el tensor métrico y la conexion por sus transpuestas. Si ademas
intercambiamos los indices i y k nos queda

i k k. : ;
D, gt -D,g* sl +2r,g"% +2r,g*%s! =0, (3.G)
donde hemos tenido en cuenta que al intercambiar la conexidn por su transpuesta cambia el signo del vector de
torsion. Restando (2.G) y (3.G) queda

D,g"*s!-D,g" 5} —41,g" ~21,g°5} ~21,g"5} =0. (4.G)
Si suponemos que i#r y k#r entonces de (4.G) se deduce que 7, =0. Si ahora en (4.G) suponemos que
i=r pero k #r entonces se deduce que

k

D.g o0,
Al llevar estos dos resultados a (50) o a (51) se obtiene

D,g* =o0.
Resumiendo, las ecuaciones de campo son

D,g* =0

7,=0

Rik = O

es decir, el sistema débil de ecuaciones de campo.

H) EINSTEIN (1950): Las ecuaciones fuertes generalizadas

1-H.- La densidad lagrangiana

En lateoria H de Einstein publicada en el afio 1953 [28] las ecuaciones de campo unificado son obtenidas a
partir de un principio de minima accion, exigiéndose que la densidad lagrangiana cumpla el «principio de simetriay,
es decir que tenga simetria hermitica, entendiendo con ello que debe permanecer invariante cuando se hace el
cambio del tensor métrico y de la conexion por sus transpuestos. Einstein toma en esta teoria la accion

51=5[g" R}, dQ=0,
donde
D*¥ _p 1 r ro|_ r t r l r ro|_ t r
R} =R, z[r[ir],k T |- Ll 40Ty z[r(”)’k 2 N 5 o
tal como fue definida en el epigrafe 2-F, siendo R;, el tensor hermitico derivado del tensor de Ricci R, .

, . o ey . . ., —%
Ademas se impone la condicion a priori de que el vector de torsion es nulo 7; = 0. En este caso, el tensor R;,
coincide con R;; .

2-H.- Las ecuaciones de campo

Se hace la variacion del tensor métrico y de la conexion. Como todas las variaciones del tensor métrico son

independientes y arbitrarias, entonces del principio de minima accion se encuentra
R, =0 < R, =0.

La variacion de la accion con respecto a la conexion se hace siguiendo la misma técnica que la utilizada
anteriormente, no obstante ahora no todas las componentes de la conexion son independientes. Se puede utilizar
laidentidad de Palatini o bien hacer la variacion directamente, como haremos a continuacion. El integrando de la
variacion de la accion resulta ser

T . . . e 1, ,
g"5R; :_glk5rik,r +g''r,/sT, +g"T, ST, +§glk5r(ir),k +

l ik ro ikt r_ ik r t
+2g 51“(%)’[. g l"l.kéT(W) g F(tr)é‘l"l.k,
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haciendo la integracion por partes y aplicando el teorema de Gauss obtenemos para el integrando de la variacion
de la accion

9""oR;; = argik5rikr + gikrirtgrtkr +g''T A _%akgiké‘r(,-,)r +

1 j i i
—Eéig’kél“(rk; ~g"T /6T, -g"T Jor .
el sexto sumando se descompone en

ik t r_l pq i r l pq k r
9 Fik5r(tr)_zg qu5r(,-r)+29 Fpg 08 (1)

si ahora sacamos factor comun se tiene

g'“oR;;, =[8r9”‘ +g"’r, +g'T, -g"T ’)}5%’ -

(rt

AR DR L LR I
el primer paréntesis del segundo miembro no es mas que D, g % Para simplificar el segundo y tercer sumando
tenemos en cuenta que
D,g*=0,g"+g"T, +g"T, -g'T =0,g"+g"T,
puesto que los dos ultimos sumandos de la anterior derivada covariante se anulan por ser nulo el vector de
torsion. Por tanto el integrando de la variacion de la accidn se transforma en

*

- i k 1 ' 1 k
9" R, = rgi_grikr_Engi£5r r__Dthtr_5F )

(ir) 2 (kr)
Desarrollando las variaciones de la conexion de los dos ultimos sumandos y sacando factor comun llegamos a
o — ik 1 . 1 .
g'"6R;, {D,gi——EN’éf—EN"é;}ar,{ (1.H)
donde hemos definido
i1 it i
N = 5 D,g*+D,g
Si todas las componentes de la conexion fueran independientes entonces de (1.H) se derivarian las ecuaciones
de campo igualando a cero la expresion entre paréntesis. Pero la anulacion del vector de torsién hace que no
todas las componentes de la conexion sean independientes, impidiendo que se pueda igualar a cero la expresion
entre paréntesis de (1.H).
Para resolver este problema se procede a definir una nueva conexién
* 1 * * ok
rtkr :Fik’ _E(Ti O — 140, )

que tiene la propiedad de que tiene asociada un vector de torsién nulo 7, =0, siendo diferente de cero 7, , en
efecto

1 124

r » * 1 * * * *
r, =0, -1, =Ti_g(471_71_71+471)=0-
De (1.H) hacemos la definicion

M;‘k:D,gi’f—%N%f—%N"&; (2.H)

ahora hacemos el cambio de conexion
ik sp* _ ik r_ paik w1 ik *or *or
9" oR = MST [ =M 5T — M (6707 —o7:5] )
al desarrollar las variaciones del vector de torsion y ponerlo en funcién de la variacion de la conexion queda

'SR, =M;k5F[kr ={M£k _%|:Mt[ﬂ] sk _Mt[kt] 5;}}5r:‘kr’

las componentes de la conexidn con asterisco son independientes, ya que el vector de torsion asociado no es
nulo. Por tanto la anulacion de la variacion de la accion exige que
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m —é[M}"’] sk —ml¥] 5;} =0. (3.H)
De (2.H) se obtiene que
Mt[”] :%(ngiz _Dtgﬂ); Mt[kt] :%(Dtgﬁz _Dtgil_c)

si hacemos la definicion

M :%(Dtgﬁ _Dtgu) :g[il],t
nos queda para la ecuacion de campo (3.H)

ik 1 i ok kei) | i ok ki) _
D,gt —E(N SE+N 5,)—5(»1 5f-m*s])=0,
al contraer la anterior ecuacion respecto a los indices 7 y & se encuentra después de alguna simplificacion
D,g'*=-D,g'* = Ni=0

con lo que la ecuacién de campo (3.H) queda

D.g*t —%(M’&f -m*s))=0. (4.H)

Resumiendo, la teoria H tiene por ecuaciones
D,g* —%(M’SV" -m*50)=0
7,=0 (5.H)
R, =0
ecuaciones ligeramente diferentes a las del sistema fuerte, pero son coincidentes cuando M’ = g [”L =0. Sise
cumple esta igualdad, entonces

roo_ r
r(ir),k - r(rk),i

. . o * . . . .
como ya hemos visto anteriormente y como 7, =0 entonces el tensor R;; coincide con el tensor de Ricci R, .
Naturalmente en este caso las ecuaciones no se derivan completamente de un principio variacional.

1) EINSTEIN (1950): Las ecuaciones débiles obtenidas de un sélo
multiplicador de Lagrange

1-I.- La densidad lagraniana y las ecuaciones de campo

Esta deduccion, que llamamos | y que también fue formulada en el afio 1953 [28], es una continuacion de la
anteriormente expuesta, que consigue convertir las ecuaciones (5.H) en el sistema débil de campo siguiendo
exclusivamente un principio variacional.

El tratamiento es utilizar la misma densidad lagrangiana que en la teoria H pero con el afiadido de un unico
multiplicador de Lagrange

51=5j(g”‘1§; b, g["’L)dQ=o,
donde b, esel multiplicador de Lagrange. La variacion es realizada respecto al tensor métrico, a la conexion y
a b, .Aiiadamos que en esta deduccion, al igual que en la H, se impone la condicion a priori de la anulacion del
vector de torsion.

De la variacion con respecto a la conexion obtenemos de nuevo la ecuacion (4.H). Al variar respecto a b,
y dado que todas sus componentes son independientes hallamos

gil=0 = m-o,
finalmente es necesario hallar la variacion respecto a las componentes del tensor métrico
[{Risg" +b,5g") | a0 =0. (L)

donde todas las componentes del tensor métrico son independientes. Siguiendo la técnica ya desarrollada en la
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deduccion B se encuentra para el integrando de la variacion de la accion
Ei*kégik +%bi (égi{t _59 tl;t)
integrando por partes y utilizando el teorema de Gauss nos queda
R.s5g" —%a,bi 5g" +%8tbi 59" =R,5g" —%8kb,- 5™ +%8ibk 5™

entonces el principio de minima accion es

I{R;ﬁk +%(aibk _akbi)}égikdg =0
y las ecuaciones de campo
—x 1
Ry +5(aibk ~04b;)=0
que como hemos hecho en otras ocasiones se descompone en parte simétrica y antisimétrica
Ij(ik) = 0_ )
Riik)r + Ry + R =0

7 .7 ¥ . .
Como se cumple (1.I) y ademas el vector de torsion es nulo, entonces el tensor R;;, coincide con el tensor de
Ricci. Resumiendo, las ecuaciones de campo son

R(ik) = O
Riig)r + Ripr)s + R =0

o sea, el sistema débil de ecuaciones. Hay que recordar que la segunda ecuacion es equivalente a (1.I), siempre
y cuando se cumpla la primera de las ecuaciones anteriores.

J) EINSTEIN (1953): La conexién de Schrodinger

1-J.- La densidad lagrangiana y el principio variacional

En el método desarrollado en la teoria J de Einstein del afio 1953 se formula la densidad lagrangiana a partir
del tensor de Ricci, sin adaptarlo para que sea hermitico y no supone a priori ninguna condicion de la conexion
ni de la métrica. Esta deduccion aprovecha la idea de Schrédinger de transformar la conexion, para que de una
conexion genérica obtener otra que tenga asociada un vector de torsion nulo.

Como hemos dicho, la teoria J parte del tensor de Ricci

_ r r t r t r
Ry =T, =Ty, +1, Ty -1, T

1 tr °

siendo el principio variacional
51=5[g" R =0dQ=0, (1.1)

variandose respecto al tensor métrico y a la conexion, cuyas componentes son todas independientes.

2-J.- Las ecuaciones de campo
La variacion de las componentes de la densidad del tensor métrico en el principio variacional (1.J) da la
ecuacion

le = 0,
puesto que todas las g’ k son independientes y arbitrarias. Mientras que al hacer la variacion de las componentes
de la conexion se obtiene para el integrando de la accion

9" R, = gikértr} - gikértk,rr + gikrirtértkr + gikrtkré‘rirt - gikriktgrtrr - gikrtrrértkt )
cuando se hace la integracion por partes y se aplica el teorema de Gauss obtenemos para el integrando de la

accion

40 http://vixra.org/abs/1602.0297



Wenceslao Segura Gonzdlez

gikgRik = _akgikgrirr +argik5rikr + gikrirtgrtkr + gikr tkr5rii't _gikriktgrtrr - gikrtrrgr 'kt

1

y al sacar factor comun la variacion de la conexion se llega a
giké'Rik :(_atgit5:€ +argik +gtk1—*tri +gitl—~rtk _ glpl—*tpié'f _gikl—*rtl)é‘l—*[kr )
Entonces como todas las componentes de la conexion son independientes y también arbitrarias se encuentra al
aplicar el principio de minima accion
_atg”é‘;fC + argik + gtkr tri + g”r rtk - gtpl—‘tp[é‘;{c _gikrrtt =0, (2J)
como deducimos en 3-A la derivada covariante de la densidad del tensor métrico es
i k . . . 1 .
Drgi_ :arglk + gSszrl + glsrrsk _Eglk (rsrs +rrss)
utilizando este resultado la ecuacion (2.J) se transforma en
i k j ¢ | |
D,g" -Dig* o) -2 g"r, -~ g"75] =0 G.J)
donde hemos utilizado la descomposicion
ro__ r r
Ly _F(ik) + F[ik]
e introducido el vector de torsion por
r,=I,"-T, = 21“[”{ :
Contrayendo los indices £y 7 de la ecuacion (3.J)
it L it {t S i
D,g* -4D,g" _Egl r,-29"7,=0 = D,g* :_ggl Tys
y llevando este resultado a (3.J) queda
ik 1 |
Drgi——ag’krr+§g’trt5,k:0, 4.J)
que es la ecuacion de campo, donde admitimos que la conexion es general y no sometida a ninguna limitacion.
Pero la ecuacion (4.J) no representa la natural generalizacion de la correspondiente ecuacion de la Relatividad
General, en donde la derivada covariante del tensor métrico es nula. Para que se alcance esta generalizacion
seria necesario que el vector de torsion fuera nulo, si se impusiera esta condicién no hariamos mas que reencontar
las ecuaciones fuertes de campo, que como ya sabemos no se derivan de un principio variacional y por tanto no
tiene asegurada su compatibilidad.

El procedimiento seguido por Einstein en la teoria J consiste en introducir una nueva conexion, la cual tiene
asociado un vector de torsion nulo, siguiendo con ello una idea de Schrédinger. La nueva conexion es

*ro_ r ! r
Ly =Ty +§5i Tk
cuyo vector de torsion es

*

/=0, -, =1, +lr,- —ir,- =0.
3 3

. « 1k . . .,
Si calculamos D, gi‘ , que es la derivada covariante pero con la conexion estrellada, obtenemos
v« ik LI TSR T IY"

Drg+ =Drg+ _Egl Tr+§gl z't§r

de acuerdo con (4.J) encontramos
ik
D.g* =0

De la ecuacion

%

Dig* -D/g" =20,g!"- gz
deducida en 7-A con caracter general encontramos que se debe cumplir 0, g[ir] =0.
Resumiendo, las ecuaciones de campo encontradas son

r

pigtt =0
g
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r-* =0
R, =0
notese que la primera de ellas son 64 ecuaciones, pero por la identidad 0 g[”] =0 quedan reducidas a 60
ecuaciones independientes, tantas como componentes independientes existen de la conexion.
Mientras que las dos primeras ecuaciones (5.J) vienen dadas en funcion de la conexion estrellada, la altima
de las ecuaciones sigue estando en funcion de la conexion primitiva, debemos por tanto expresar el tensor de
Ricci en funcion de la conexion afin estrellada, encontrandose

(CR))

Ry =Ry, +§(Tk,i _Ti,k) (6.J)

* . . .y * .y
donde R;; es el tensor de Ricci calculado con la conexion I',," . Entonces la tercera ecuacion (5.J) queda tras
descomponerla en parte simétrica y antisimétrica

R(ik) =0
* 1
Riip) =§(Ti,k -7/
o bien

%

R(ik) =0
Riik)r + Riwo)i + Rppigse =0
si ahora quitamos los asteriscos, las ecuaciones de campo quedan
 k
D,g* =0
7, =0
R(ik) =0
Rii)r + R R =0
o sea, lo que hemos llamado sistema débil y que son obtenidas por un principio variacional sin necesidad de

establecer condiciones a priori. Esta deduccion que acabamos de desarrollar es la misma que aparece en la
teoria de Einstein de 1925 [19].

K) EINSTEIN (1953): El tensor de Ricci modificado

1-K.- La modificacion del tensor de Ricci

Una vez mas Einstein propone otra deduccion de las ecuaciones de campo [34], para ello modifica el tensor
de Ricci tras imponer la condicion de que de las ecuaciones de campo debe derivarse «la mas simple relacion
entre el tensor métrico y la conexiony, es decir

D,g* =o.
Se parte del tensor de Ricci

Rik = rz‘r,rk - Fik,rr + Ftrtrzkr -T iktr trr >
al que se le resta el tensor
r r r t
DA, e~ o 1)
+
obteniéndose

*

Ry =Ry =Dy, =-T L +T, T "+ TN =TT J (2.K)

que es un tensor puesto que (1.K) es un tensor por serlo la parte antimétrica de la conexién. De la definicion de
derivada covariante del determinante del tensor métrico tenemos

g —ﬁ f g"D,g (3.K)

que es una densidad vectorial por serlo el miembro derecho. Desarrollando la derivada covariante del tensor
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métrico se encuentra

despejando la conexion afin

al sustituir en (2.K) encontramos

Ry =[-T) +rir’rtk’}+[ak[a\’/\g}(af}rik’]{ak(DfJ—[D\f/gjrik’}m_K)

el altimo paréntesis es un tensor; en efecto, por (3.K) sabemos que la derivada covariante de la raiz cuadrada del
determinante del tensor métrico es una densidad vectorial, por tanto si dividimos ese determinante por /g
encontramos un vector, por esta razon podemos aplicar la regla de derivacion covariante de un vector a la

expresion
(2o -0, [2oE) 2oy,
Vg Je ) g "

que resulta ser el Gltimo sumando de (4.K). Entonces
sk % D 8 8
Rik :Rik +Dk( l\/gJ:[—l"ik;+l"”tFter+ Gk( l\/gj—[ t\/gJFikt =
Jez Je ) (e
:|:_rik,rr+rirtrtkr:|+akailn\/§_atln\/grikt>

que resulta ser un tensor por ser la suma de dos tensores, el cual nos servira para formar la densidad lagrangiana.
Notemos que (5.K) es idéntico al tensor (5.A), aunque obtenido por procedimientos distintos.

(5.K)

2-K.- La densidad lagrangiana y el principio variacional
La deduccion K de Einstein toma a priori la condicion
gl =0
pero para obtener ecuaciones de campo compatibles es necesario que esta condicion sea deducida de un principio
variacional, utilizandose para ello los multiplicadores de Lagrange. La accion elegida es

I :J(gile,"; +b, g[is],s)dQ
donde b, son los multiplicadores de Lagrange y R,-*,: es definida en (5.K). Se aplica el principio de minima
accion
1= 5j(g"kR,.*,f b, g[’S{s)dgz 0
de donde se obtienen tres conjuntos de ecuaciones, los correspondientes a las variaciones de la conexion, del

tensor afin y de las cantidades b, .
Al variar las b, consideradas todas independientes se encuentra

gl =o. (6.K)

,S
Al variar la accidon con respecto a la conexion seguimos la misma técnica expuesta en el epigrafe 7.A llegando,
por tanto, al mismo resultado

D,g* =o0. (7K)
Por la ecuacion
D,g'"—D,g" 20 gl"l_ gy
deducida en 7.A y teniendo en cuenta (6.K) y (7.K), se llega a la conclusion
£ =0, (8.K)

Alvariar la accion con respecto a la conexion seguimos, igualmente, lo ya expuesto en el epigrafe 7.A, donde
resulta que el integrando de la variacion de la accion es
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Rik§g l >
pero nuestra accion difiere de la adoptada en la deduccion A, puesto que tiene un segundo sumando con el
multiplicador de Lagrange b, . Entonces el integrando de la variacion de la accidén queda

R;:5gik +bi 5g[i3],s = Rt'*/:é‘gik +%bi 5gis,s _%bi 5gsis
integrando por partes y aplicando el teorema de Gauss nos queda
ok i1 is 1 si_ s 1 ik
Ry og _Ebi,s og +Ebi,s 09 =| Ry _E(bi,k _bk,i) og
y al aplicar el principio de minima accién encontramos
ok l
Rik _E(bi,k _bk,i ): 0,

que, al igual que hemos hecho antes, se descompone en parte simétrica y antisimétrica

sk

Ry =0
Riik)r + Rppr)y + R s =0

*k r D
Ry =Ry ~D,T,{ +D; (’T\fj

al cumplirse (7.K) y (8.K) y por tanto ser nula la derivada covariante del determinante del tensor métrico,
ok ey . . . .
encontramos que R, es idéntico al tensor de Ricci R;; . Por tanto, las ecuaciones de campo son

Ahora bien, como

ik
D,g* =0
7,=0
Rixy =0
R+ Rl * Rppig e =0

o sea, el sistema débil de ecuaciones de campo, derivadas integramente de un principio variacional. Anotar que
la segunda ecuacion es eiquivalente a (8.K).

L) EINSTEIN-KAUFMAN (1955): Ecuaciones de campo
con vector de torsion no nulo

1-L.- La invariancia por transposicion y la condicion de simetria

En esta deduccién como en las anteriores, Einstein y Kaufmann entienden que la teoria unificada de campo
debe ser una generalizacion de la teoria relativista de la gravitacion [33]. En este sentido se debe buscar una
generalizacion de la propiedad simétrica que poseen en Relatividad General tanto el tensor métrico como la
conexion y el tensor de Ricci.

Einstein considera que una expresion con indices (sea o no tensorial) tiene la propiedad de transposicion
invariante (o tener simetria hermitica) con respecto a dos indices i, & si al cambiar las componentes del tensor
métrico y de la conexidn por sus transpuestas y luego cambiar el indice i por el &, la expresion permanece
inalterable. En palabras de Einstein «en la teoria no simétrica, el requerimiento de transposicion invariante sirve
pararestringir considerablemente la variedad de construcciones adecuadas. Desde el punto de vista del significado
fisico, el requirimiento de transposicion invariante se supone que expresa la invariancia de las leyes de campo
con respecto al signo de la electricidad».

Otro concepto algo diferente del anterior, pero que también pretende ser una generalizacion de la simetria
que aparece en la Relatividad General, es la condicion de simetria, que afirma que al cambiar en una ley fisica
el tensor métrico y la conexidn por sus transpuestas la ley permanece inalterable. Supongamos la ecuacion

Hpq(gik’rikr)zo

donde H pg €S una funcion del tensor métrico y de la conexidn; se dice que tiene la condicidon de simetria si
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también se cumple

Hpq(gikﬁrikr)zo (lL)
o bien

qu(gik,f‘[kr):() @.L)
el orden de los indices de H ,, no es importante, puesto que tanto (1.L) como (2.L) representan la misma
ecuacion.

El concepto de condicion de simetria se extiende al caso de un escalar: si al sustituir el tensor métrico y la
conexion por sus transpuestas la funcion escalar permanece inalterable, se dice que tiene la condicion de simetria.

2-L.- La densidad lagrangiana

En la mayoria de las deducciones hasta ahora presentadas, Einstein procura que la densidad lagrangiana sea
invariante por transposicion, esto asegura que las ecuaciones de campo que sean derivadas también tengan igual
propiedad. No obstante, en la deduccion que ahora presentamos la densidad lagrangiana no tiene esa propiedad.
Las ecuaciones de campo van a ser obtenidas del siguiente principio variacional

51=5[g" Ryd Q=0 (3.L)

donde R, es el tensor de Ricci, que no es invariante por transposicion, por tanto la densidad lagrangiana no
tiene la condicion de simetria, como tampoco la tendran las ecuaciones que de ella derivemos.

Lavariacion de (3.L) es realizada como en las anteriores deducciones, tanto respecto al tensor métrico como
respecto a la conexion, cuyas componentes no estan sometidas a ninguna limitacion, es decir todas ellas son
independientes. Al variar respecto al tensor métrico obtenemos

R, =0. (4.L)
Al variar con respecto a la conexion seguimos el mismo procedimiento que en la seccion J, llegando a (2.J)
0,9"+g"r, +g'"T,  -g"T, ~(0,g"+g"T )5} =0,
o bien
ilf ik t if k ip 5L
Drg _g r[”]—Dtg 5’, _g F[ ] —0, ( * )
donde se ha hecho la descomposicion de la conexidn en partes simétrica y antisimétrica.
Al contraer los indices 7y k en (5.L) obtenemos

it 5
D,g* :__g [,r]

al insertar la anterior expresion en (5.L) se llega a

D,g' -1 =29 —55,.«; (6.L)
Si los indices que contraemos son el ry el i

g =o. (7.L)

La ecuacion (6.L) no es invariante por transposicion como era previsible, al derivarse de una accion que

tampoco tiene esa propiedad. No obstante, (4.L), (6.L) y (7.L) representan un sistema matematicamente correcto

de ecuaciones de campo, pero desde el punto de vista fisico no son satisfactorias pues (6.L.) no se entiende como
una generalizacion de la correspondiente ecuacion de la Relatividad General.

M) EINSTEIN-KAUFMAN (1955): El campo auxiliar y la normalizacion

1-M.- El campo auxiliar

En el apartado anterior hemos deducido unas ecuaciones de campo caracterizadas por no ser nulo el vector
de torsion, que aunque insatisfactoria dentro de los planteamientos seguidos por Einstein son, no obstante, unas
ecuaciones matematicamente viables.

Si el vector de torsion fuera nulo, entonces (6.L) tendria la forma deseada, pero al imponer esta condicion ya
no estariamos siguiendo estrictamente el principio variacional, sino un método mixto, el cual no garantiza la
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campatibilidad de las ecuaciones resultantes.
Para no destruir la compatibilidad y seguir exclusivamente con el principio variacional podemos definir una
nueva conexion [36]

r_p*r r
Dy =Ty +6, Ay
ere , . *
donde A, esun campo auxiliar con caracter vectorial. Notemos que I,
de una conexion y del tensor 5,/ A ;.

Ahora vamos a expresar la accién en funcidén de la nueva conexion y haremos la variacion, ademas de
respecto al tensor métrico y la conexion, también respecto al vector A , . Tenemos

Ry = Ri*k + (Ai,k — Ay, ),
donde Rl-*k es el tensor de Ricci en funcion de las conexion I fk’ . Entonces el principio variacional quedara
51=5[g" Ryd=5[| g" R+ (A, ~Ay,)|d.
Al variar con respecto al tensor métrico tenemos
Ry +(A—Ay,)=0. (1.M)

Alvariar con respecto a la conexion volvemos a encontrar (5.L), pero ahora en esta expresion estara la conexion
I',,” envezde I';,” . Finalmente al variar respecto al campo auxiliar nos queda en el integrando de la variacion
de la accion

r

es una conexion por ser la diferencia

9" (6A, —6N,,) = —0,g"0N, +0,g"5n, =—g!" oA,
y como todas las componentes del campo auxiliar son independientes, nos queda

g [”:,It =0
lo cual no es mas que la expresion (7.1L) ya obtenida.

Ahora a las cuatro componentes del campo auxiliar se le puede dar cualquier valor, adoptandose aquellos que
hagan 7; =0, es decir hacemos

1
A[ = 5 7.

Llevando este ultimo resultado a (6.L), descomponiendo (1.M) en parte simétrica y antisimétrica como se ha
hecho en otras ocasiones, se obtiene finalmente

D,.g*" =0

rf =0

R =0

Riir * Ry + Ry =0

o sea, el sistema débil de las ecuaciones de campo.

N) EINSTEIN-KAUFMAN (1955): La transformacion lambda

1-N.- El pseudotensor U,

El tensor con el que se forma la densidad lagrangiana en las anteriores teorias peca de ser poco natural. En
unas ocasiones se ha procedido a modificar el tensor de Ricci, con el proposito de obtener a partir de un principio
variacional la anulacion de la derivada covariante de la densidad del tensor métrico. En otras ocasiones hemos
utilizado, artificiosamente, los multiplicadores de Lagrange, para alcanzar por el principio de minima accion
identidades complementarias. En fin, en otras ocasiones se han introducido campos auxiliares a los que se le ha
exigido una normalizacion a posteriori. Afiadir que también hemos expuesto métodos que no siguen un principio
variacional o bien utilizan un método mixto.

En la mayoria de las deducciones expuestas anteriormente se ha pretendido que los tensores utilizados
tengan la propiedad de invariancia de transposicion (o simetria hermitica). En cualquier caso la biisqueda de esta
simetria se establecia para obtener ecuaciones que cumplieran con la que hemos llamado condicién de simetria,
o sea, que las ecuaciones fueran invariantes frente al cambio del tensor métrico y la conexion por sus transpuestas.
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El tensor de Ricci

_ r r t r t r
Ry =T, =Ty, +1, Ty -1, T

i tr >
no tiene la propiedad de invariancia por transposicion, por esta razén buscamos un procedimiento que de forma
natural transforme el anterior tensor en otro que goce de la simetria por transposicion.
Para conseguir este proposito se definen las cantidades [36]

ro_ r SQr
U =T =T 6%, (1.N)
que son llamadas un pseudo tensor, que segtin la definicion de Einstein y Kaufman significa unas cantidades que
se transforman como un vector frente a transformaciones de coordenadas lineales, y cuya ley de transformacion

difiere de la de un tensor en términos que no contienen a la propia cantidad.
Se puede invertir (1.N), para ello notemos que

1
Uy =T, -4r’=-3r,’ = T, Z_EUiss
aplicando este resultado en (1.N) se encuentra

Fz‘kr = Uz‘kr _§U1s351: .

Se puede expresar el tensor de Ricci en funcion del pseudo tensor U ;" quedando

1

Ry = _Uik,rr + Uz‘rtUtk ' _%UirrUtkt 2ZN)

que se puede comprobar facilmente que tiene la propiedad de invariancia por transposicion, es decir que si en la
ecuacion anterior se sustituyen las U por sus transpuestas y luego se intercambia los indice i y &, volvemos a
encontrar el tensor de Ricci.

Por lo tanto hemos encontrado sin excesivos artificios una expresion para el tensor de Ricci que tiene la
propiedad de invariancia por transposicion y que nos sirve para construir una densidad lagragiana adecuada para
obtener la accion del campo.

2-N.- Transformacion de U,," en un cambio del sistema de coordenadas
Ante una transformacion de coordenadas la conexién afin se transforma segun la ley [95]

! . rto_ t t
Uy "=BlB AT P +BjAc; T10,'=B!B A, F+B;A
lo que nos permite determinar la transformacion del pseudo tensor
Uy =T -T'°6;,
entonces
’ t t
ik "= BI?BI'SA;rsqp +BiskA; _(thBisAprsqp +BiStAs )51: >
ahora bien el primer sumando del paréntesis se transforma segun
qps 4t P _ps t _ RS Ipq
BB A, o =BT /0y =BT /BlA4,67
entonces
U;’k ’ :BI?Bt'SA;Usqp +BtSkA§ _BiStA;5/: (3N)
que es la ley de transformacion del pseudo tensor frente a transformaciones de coordenadas y que nos muestra

que, en efecto, U, kr es un pseudo tensor porque se comporta como un tensor cuando la transformacion de
coordenadas es lineal (es decir cuando B;; =0)y los dos tiltimos sumandos de (3.M) no continenena U ,," .

3-N.- La transformaciéon lambda
Definimos la transformacion lambda como aquella que deja invariante las componentes del tensor métrico
pero transforma las componentes del pseudo tensor segun la ley

U, :Uik’+(5i’/‘t,k —5,:)17,.)(4,1\1) (4N)

donde A es un escalar y por tanto A, es un vector covariante. Debemos notar que esta transformacion, a
diferencia de otras establecidas en otras deducciones anteriores, esta en funcion de la derivada de un escalar
8/1/ Ox' . Una transformacion diferente seria si en vez de 4 ; apareciera un vector A
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Por calculo directo se comprueba que el tensor de Ricci es invariante frente a un cambio de transformacion
lambda, por tanto la accién del campo también es invariante frente a la misma transformacion.
Al hacer una transformacion lambda, no solo cambia el pseudo tensor, sino también la conexion afin, seglin la

ley
rjkr =L, +6] 4. (5.N)

4-N.- Ecuaciones de campo
El principio de minima accion se define como

— ik —
51=5[g" Ry =0
donde las variaciones se hacen respecto al tensor métrico y respecto al pseudo tensor. Al variar respecto al
tensor métrico obtenemos la primera ecuacion de campo

r r 1
Ry = _Uik,r + UirtUtk _gUtrrUzkt =0. (6.N)
Al variar respectoa U,," tenemos para el integrando de la variacion de la accion
i i j i 1 r 1 r
g'"6R,=-g"sU ' +g"U,'sU," +g"U,"sU,'U," _59 ‘v,"suU ! _59 ‘v,/sU,

Na

al integrar por partes, aplicar el teorema de Gauss y sacar factor comin encontramos

9"oR,; = (argik +g"v,' +g"U,* _%gpkUpttéi _%gipUtpté‘rkjé‘Utkr

como todas las componentes de U ,," son independientes, resulta del principio de minima accion
. 1 . . 1
arglk + gpk (Upr _gUptté‘rlj +g"” (Urpk _gUtpt5fj =0 (7.N)

que es el otro grupo de ecuaciones de campo.

Démonos cuenta que las ecuaciones de campo (5.N) y (7.N) son invariantes frente a transformacion lambda,
ademas de ser invariantes frente a transposicion, o mas concretamente cumplen la condicion de simetria, ya que
se derivan de una densidad lagrangiana que tiene esas propiedades, como también se puede demostrar por
calculo directo. (7N) se pueden expresar en funcion de la conexion afin, en vez de respecto al pseudo tensor
U,," . Llevando la definicion (1.N) a (7.N) se encuentra que el sistema de ecuaciones de campo invariantes
lambda son

ik 1 1 k
D,g* —59 rr+§gprp5, =0

Ry =0
donde el tensor de Ricci esta en funcidn de la conexion afin.

(8.N)

O) EINSTEIN (1955): La equivalencia entre las ecuaciones débiles de
campo y las ecuaciones invariantes lambda

1-0.- La normalizacién

El sistema de ecuaciones de campo (8.N) tiene la propiedad afiadida respecto a las restantes sistemas
examinados, de que tiene la invariancia ante transformaciones lambda definidas por (4.N). Por tanto de (8.N) no
podemos obtener una solucion tinica para la conexion afin, sino sélo una familia de soluciones relacionadas por
la expresion (5.N), donde A es una constante indeterminada.

Pero la constante lambda puede ser normalizada, en el sentido de que se puede elegir un determinado valor
para A, o sea, elegir una de las infinitas soluciones de (8.N) [30]. Se prefiere elegir A de tal forma que el vector
de torsion sea nulo. La nueva conexién afin debera cumplir la condicion

* * t * t
r; =1, -I';;’ =0
entonces utilizando (5.N)

T,-*:Ti_g’;t,i = 1,=1/37,, (1.0)
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por tanto dada una conexioén afin genérica, decimos que se ha hecho una normalizacién del escalar lambda si
hacemos la transformacion definida por la relacion

* 1
Ly :rikr+§§irrk' (2.0)
Ante la normalizacion de lambda U,," se transforma segtn

*r r 1 r r

Ui =Uy +§(5i Tk_5kri)' 3.0)
Cuando se hace la transformacion lambda (2.0) el tensor de Ricci se transforma segun la ley
« 1

Ry =Ry +§(Ti,k - Tk,t) (4.0)

donde R:k es el tensor de Ricci en funcidn de la conexion afin definida en (2.0).

2-0O.- Ecuaciones de campo resultantes de la normalizacion lambda

Si ahora las ecuaciones (8.N) la particularizamos para el caso de una conexion afin de vector de torsion nulo
como (2.0) obtenemos nuevas ecuaciones que ya no seran invariantes frente a transformaciones lambda. La
primera ecuacion (8.N) la abreviamos con la notacion

m* =0
nos proponemos encontrar M :’k resultado de evaluar (8.N) con (2.0), es decir
* ke x 1k 1 ik _* 1 in _* ok
M =D g+ 59 Tr+§g’pz'p5,, (5.0)
donde D" es la derivada covariante frente a la conexion afin I' - definida por (2.0).
Ahora bien, como M'* es invariante frente a cualquier transformacion lambda se debe de cumplir

M:.k =M ik = Mrlk :0’

.
pero como el vector de torsion es nulo para la nueva conexion I’ :kr , de (5.0) se encuentra
« 1k
D,.g* =0.
La segunda ecuacion de (8.N) cuando se normaliza la funcién lambda es segtin (4.0)
« 1
Ry +§(Ti,k _Tk,i)z 0,
que podemos descomponer en parte simétrica y antisimétrica
Ry =0
Riikr * Ritr)s + Bppiya =0-

Resumiendo, las ecuaciones de campo derivadas de (8.N) cuando se normaliza la transformacion lambda son

Riinyr + Rppr)s + Rppiga =05

esdecir, de nuevo el sistema débil de ecuaciones de campo. Notese que estas ecuaciones no poseen la propiedad
de invariancia frente a transformaciones lambda, lo que si ocurre con las ecuaciones (8.N).

P) TONNELAT: Las ecuaciones de Euler-Lagrange

1-P.- Las varias contracciones del tensor de curvatura
Tonnelat en su monografia sobre la teoria de campo unificado de Einstein [113] [114] muestra que a partir del
tensor de curvatura y por contraccion se pueden obtener una variedad de tensores de segundo orden adecuados
para formar la densidad lagrangiana, es decir, tensores que dependen de la conexion y sus derivadas.
Anteriormente hemos indicado que ademas del tensor de Ricci definido por
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_ r _ r r t r t r
Ry=Rj, =0, —Ly, +1, T, =1, T,",
se puede obtener la curvatura homotética, definida mediante

_pk _ k k n k n k _ k k
Vip =R iy _rkr,i _rki,r +0 T =T T, _rkr,i _rki,r'
Teniendo en cuenta que la transpuesta de una conexiéon I';,” =T, es una nueva conexion, ya que tiene la
misma ley de transformacion ante cambios de coordenadas, se puede obtener un nuevo tensor de curvatura del

que derivar por contraccion un nuevo tensor de Ricci y una nueva curvatura homotética, definidas por
™Y\_»" (t*\_T ¥ _ T Fr T T 1T tyv Fr_y, r r tr r ~ r
Rik (F) =R ikr (F) _Fir,k _Fik,r +r1’r sz _Fik rtr _rri,k _rki,r +rri rkt _rki rrt
F\_pk (B\_T k_ 7 k, fonp o k_§ onp o k_p ok ok _p ok k
Vir (F) =R kir (F) _rkr,i _rki,r +rkr rni _rki rnr _rkr,i _rki,r _rrk,i _rik,r :
Estos tensores que hemos definido anteriormente no tienen la propiedad hermitica. Pero de cada uno de ellos

podemos deducir tensores hermiticos; asi por ejemplo, de los dos tensores de Ricci anteriores podemos formar
el tensor
1 .
E[R,k (0)+ Ry, (T)]
que tiene la propiedad de hermiticidad.
De la variedad de tensores de segundo orden hermitico que se pueden formar, Tonnelat destaca los siguientes

Ui = %[Rik (F) + Ry (f)} _i[Vi (F) Vi (fﬂ

1 -
H = E[Vt (F) +Vi (F)]
Ly=174.
Como ya hemos visto en deducciones anteriores, es conveniente hacer una transformacion de conexion afin

con el propésito de que el vector de torsion asociado sea nulo. Partiendo de una conexién genérica I",," se
puede obtener dos nuevas conexiones cuyos vectores de torsion son nulos

% 1
r,=r, +§5trfk

**r

Ly =Ty +%(5ir7k _51:71'):

que pueden servir para formar nuevos tensores de Ricci que nos sirvan para formar la densidad lagrangiana.

2-P.- Aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
La densidad lagrangiana es definida como
— g Pl
L=g"™R,,.
como se varia respecto al tensor métrico y respecto a la conexion, debe de haber dos conjuntos de ecuaciones
de Euler-Lagrange. Teniendo en cuenta que la densidad lagrangiana depende como maximo de las derivadas
primeras de la conexion, el primer conjunto de ecuaciones de campo se derivaran de
o et | ot _, . @ g7 oR,, v ORyq _
t ik ’ t

ox'\or,, | og' ox or .., or,;’
Como la densidad lagrangiana depende del tensor métrico pero no de sus derivadas, tenemos como el otro
conjunto de ecuaciones de campo

(1.P)

le =0. (2.P)
og'
Para aplicar (1.P) hay que calcular
OR . . . .
— L =505,5(0,-5}510k8! =5)515) -5l515k
T i
entonces
0 pa OR g it ok ik
~ 7 — =g 5;’ -g' re
o g or, g 9
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El segundo sumando de (1.P) es
OR

rq _ i k k j i ok k i\ _
gqu—gpq(é';Frq +§qrpr’—5;75qrrn':1—5rrpé)—

ik

_ L iq k k j ik q i ok

=g 1—‘rq +gprprl_gl rrnzn_gprpt;é‘r’

entonces la ecuacion (1.P) es

gik,r _git,t 5’{€ + giqrqu + gpkr‘ pr[ - gikl" rmm - gpqr pq[ 5f = 09 (3P)
contrayendo respecto a ky r

| _3gifr_3gpql"pqi_2gir1—~[rmin:0,
despejando g#?T" , | vy sustituyendo en (3.P) queda

ik 2 . .
D,g* = —gg”l“ (] 67 +g" T}, 1 =0

o utilizando el vector de torsion

D,g"=-1g"t5} 459", =0 )

que es el primer conjunto de ecuaciones de campo.
Si contraemos (3.P) respecto a i y r encontramos
g[rk,], -0. (5.P)
Para obtener el ultimo grupo de ecuaciones de campo aplicamos (2.P), obteniéndose
Rik = O
Reuniendo los resultados encontramos que las ecuaciones de campo son
ik | P R
Drg+_ :_Egltrtgr +Egl T, =0

g[rk,], =0 (6.P)
Ry =0

3-P.- El sistema fuerte de ecuaciones de campo

El sistema (6.P) es satisfactorio desde el punto de vista matematico, pero no cumple con los requisitos
impuestos por Einstein, a saber, que exista similitud con las ecuaciones de campo gravitatorio. Mas concretamente,
que la primera de las ecuaciones (6.P) no debe contener el miembro de la derecha. Para conseguir este objetivo
es establece la condicion de que el vector de torsion sea nulo, entonces nos queda el sistema de ecuaciones

ik
D.g* =0

7,=0 = g['k,]r=0
Rik :O

o sea, el sistema fuerte de ecuaciones de campo, que no es deducible enteramente de un principio variacional
como ya sabemos, sino que utiliza un sistema mixto: un principio variacional completado por una condicién ad
hoc.

4-P.- El sistema débil de ecuaciones de campo

Para obtener el sistema débil de ecuaciones de campo, Tonnelat sigue el procedimiento ideado inicialmente
por Schrédinger y utilizado en varias demostraciones por Einstein: hacer una transformacion de conexion afin
para conseguir, de este modo, tener un vector de torsion nulo. La nueva conexion afin esta relacionada con la
antigua por

% 1
rtkr :Fik’ +§§irrk

. ., *
de donde se deriva que el nuevo vector de torsion es nulo 7, =0.
Si la primera ecuacion de (6.P) se pone en funcion de la nueva conexion resulta

D:g’élf =0
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donde D es la derivada covariante utilizando la conexidn con asterisco. Mientras que el tensor de Ricci en
funcién de la nueva conexion es

x 1
R =Ry +§(Ti’k - Tk,i)
entonces la ecuacion de campo queda

*

1
Ry = E(T[’k T )>
reuniendo todos los resultados y descomponiendo el tensor de Ricci en parte simétrica y antisimétrica encontramos
el sistema fuerte de ecuaciones de campo

£ ’ (7.P)
Ry + Rppr)s + Ry = 0-
5-P.- Caso especial de tensor métrico simétrico

A continuacidén vamos a adaptar el sistema (7.P) para el caso particular en que el tensor métrico sea simétrico,
conservando asimétrica la conexion afin. Por calculo directo se encuentra que

1 * ik ki : % . % . %
E(Drng_ +D:—g+_):arglk +gSkF(srl) +g151" rs';C _glkr(rs; =0
> g rg g [s7] g [57] 5
estas ecuaciones admiten como solucion 1“[*”]" =0, entonces de la primera de las ecuaciones (8.P)
| Fon =L
donde L,' son los simbolos de Christoffel. Entonces como
, . 1
Ly =T _§5z'r7k
resulta
r 1 r r 1
T :_g(aﬁk =877, T =Ll —g((s;rk +8]1,). (9.P)
entonces
ik = g Uy bk
D.g~=D,g —gg 7,0, +5g T, (10.P)

donde D es la derivada covariante respecto a los simbolos de Christoffel. Por (10.P) la primera de las ecuaciones
(6.P) queda

D.g"* =0, (11.P)
entonces las ecuaciones de campo del campo considerado de tensor métrico simétrico y conexién asimétrica
estara formada por (11.P), la tercera ecuacion de (6.P), con las definiciones de la conexion afin dada por (9.P).
Estas ecuaciones, por tanto, corresponden a una generalizacion de la Relatividad General, en la que se considera
no nulo el vector de torsion.

Q) SCHRODINGER: La conexion estrellada

1-Q.- La densidad lagrangiana

La teoria que presentd Schrodinger en el afio 1947 es puramente afin [80], en el sentido de que el unico
potencial considerado es la conexion afin, apareciendo el tensor métrico como una magnitud derivada.

La densidad lagrangiana debe depender de las componentes de la conexidn y sus primeras derivadas. Hay
dos tensores de segundo orden que son formados por la conexidn y sus primeras derivadas: el tensor de Ricci
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y la curvatura homotética, y que por tanto sirven para formar la densidad lagrangiana. La mas simple de estas
expresiones propuesta primeramente por Eddington [12] es

«/—detR 4/ IR| (1.Q)

donde A es una constante y con |R| representamos el determmante de la matriz formada por las componentes
covariantes del tensor de Ricci . Ponemos como condicion de que el determinante de R, es negativo en todo
punto del espacio, por esta condicion aparece el signo menos en el radicando de (1.Q)

Schrodinger not6 que atn siendo (1.Q) la densidad lagrangiana mas simple, probablemente era la correcta'y
por ello es la que usa para construir su teoria.

El plan de trabajo de Schridinger en esta nueva teoria cuyos ragos principales aparecen en un articulo de
1947 titulado «The final affine field laws I» [80] y [96], es diferente de las técnicas aplicadas en las investigaciones
anteriores del mismo autor [70], [73] y [77]. En estos trabajos Schrédinger obtuvo unas relaciones auxiliares a
partir exclusivamente de la dependencia funcional de la densidad lagrangiana, sin necesidad de especificarla
expliticamente. Sin embargo, en el trabajo que ahora examinamos, Schrodinger siguiendo las «técnicas maestras
de Einsteiny» inicia su investigacién con la densidad lagrangiana (1.Q). Si bien sus resultados dejan de ser
generales, resultan mas simples. Ademas en la teoria que exponemos se elude descomponer las entidades
geométricas prematuramente, como veremos en el siguiente epigrafe, siguiendo también en este asunto a
Einstein.

2-Q.- La derivada de un determinante
Consideremos un tensor covariante de segundo orden a;;, . Lo podemos entender como los elementos de
una matriz de orden dos 4 =(a;; ). Su determinante a se calcula por

a=e""a,, ay as,.a,,. (2.Q)
La matriz inversa de 4 la representamos por elementos que no se corresponden con las componentes del tensor
en forma contravariante 4" = (a ik , cumpliéndose la relacion
a,a" =a%a, =6 o A4-47'=4""4=1
I es la matriz unidad. El determinante (2.Q) se puede desarrollar por los menores adjuntos. Por ejemplo, se
puede desarrollar (2.Q) por los menores adjuntos de la primera fila de la matriz 4

a:alp (gpqrsa2q as, a4s):alpa1p (3Q)
donde «'? es el menor adjunto del elemento 1, p de la matriz 4. De (3.Q) se comprueba que se cumple

kp _ k
a,a =ad;

entonces

n 1
al-p(—akpj=§ik = aPf=—qg'. (4.Q)

a
La derivada de un determinante se calcula a partir de (2.Q)

- pars pars pars pqrs
da—alp(g azqa3ra4s)+da2q(8 alpa3,a4s)+da3,(s alpazqa4s)+da4s(s alpazqa3,)
o bien
da :dal-k alk
que por (4.Q) queda

da=ad"da, = d(:%ﬁa’”da,k. (5.Q)

3-Q.- La densidad del tensor métrico

Las teorias de campo unificado que Schréodinger fue estudiando durante los afios cuarenta del siglo pasado
son puramente afin, lo que significa que las magnitudes geométricas primarias son las componentes de la
conexion, que son los potenciales del campo. El tensor métrico no es definido previamente, sino que se deriva
de la conexion y sus primeras derivadas, convirtiéndose en una magnitud secundaria a diferencia de lo que
ocurre en la formulacion métrica de la teoria de campo.

Schrodinger considera una conexion asimétrica, lo que significa que igual propiedad tiene el tensor de Ricci,
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entonces la densidad del tensor métrico definido por
ik _ ol
" OR,
también es asimétrico y cabe descomponerlo en parte simétrica y antisimétrica.
Aplicando (1.Q) en la definicion de g’ k y teniendo en cuenta (5.Q) se obtiene

; -1 OR —|R| 4 T Ak
OR;,; A2 —|R| OR,, A —|R| A

R* representa los elementos de la matriz inversa de la matriz de elementos ( R, ). Si ‘1%‘ es el determinante de

la matriz de elementos R , entonces

y de (6.Q) se deduce

24
donde g es el determinante de la matriz formada por los gik .

Cabe preguntarse en (1.Q) cual es el tensor cuya raiz cuadrada se utiliza para definir la densidad escalar de
la lagrangiana. Este tensor esta indefinido, vamos a elegirlo arbitrariamente como R, /4, entonces la raiz
cuadrada de su determinante que define a las densidades es . /—|R| / A%,

Multipliquemos los dos miembros de (6.Q) por R;, g,

. L 1
ARygug" =Rygu-[RIR" = AR -[RI=\-IRlg, = R,=lg,. (1Q
Al multiplicar (7.Q) por g ?R*"
gip]ékVRrPZﬂnggip]’ékr = gikzﬂ]’éki, (8.Q)

Ahora podemos explicar la eleccion hecha anteriormente. De (7.Q) deducimos que

1
Je TRl 00

o sea, que la eleccion que hicimos es para que las densidades se calculen con la raiz cuadrada del tensor
métrico.

4-Q.- Ecuaciones de campo en funcion del tensor métrico y de la conexion
El principio de minima accion afirma que cuando se varian arbitrariamente las componentes de la conexion
la variacion de la accion del campo se anula

81=5[LdQ=0
ahora bien por (6.Q)

51=5IldQ=I5[dQ=jaaTl5Ride=jg”‘5RikdQ=0 (10.Q)
ik

resultado que podemos reencontrar aplicando (5.Q)

2 1 5 ki ik
oL=0|—=,/—|R| |=—+—|RIR"OR;, =g OR,;
(SR =R R oR, = 9o,
habiendo utilizado en el tltimo paso (6.Q).
Para hacer la variacion (10.Q) usamos la identidad de Palatini

ORy =D 0T ;" =D T ° +7,, 0T ;"
que se deduce por calculo directo. 7, es el tensor de torsion definido por

N N N N
Ty =Ly —Ty = Zr[ik] .
Indiquemos que la variacion de (10.Q) también se puede calcular directamente, sin necesidad de utilizar la
identidad de Palatini, como hemos hecho en demostraciones anteriores.
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Para el posterior calculo es necesario tener presente que el teorema de Gauss debe ser modificado cuando
existe torsion, de tal forma que queda [95]

[p,AfdQ=[4*ds, +[ A%z, dQ
v z v
donde 7, es el vector de torsion definido por 7, =7, =T, ' -I',’ =2T [l.k]s .
Aplicando la identidad de Palatini a (10.Q) queda
51=[g"*oR,d0=[g"DoT 'dQ-[g" DT dQ+ g™z}, 6T, "d0  (11.Q)

ahora hay que integrar por partes y aplicar el teorema de Gauss, asi para la primera integral del ultimo miembro
de (11.Q) se tiene

[g"D, 6T, 2d0=[D,(g"sT ,*)dQ-[D,g™sT *dQ=
=[g*or,’dS, +[g"oT 1, d~[D,g"oT ,dQ

si ahora suponemos que las variaciones de las componentes de la conexion se anulan en superficie de integracion
entonces

[g"D,oT dQ=[g"r, 6T, d0-[D,g"sT dQ=[5(g"r,-D,g" )T ;’d 2,
haciendo el mismo razonamiento con la segunda integral del ultimo miembro de (11.Q) se encuentra
o1 =I[5skg”r, -6*D,g" -g"r,+D,g" + gi’rfr]érikssz 0
ycomo las §T;,° son independientes y arbitrarias, nos queda las ecuaciones de campo
ki k j ik ik ir _k
6,9"t,-6;D,g" -g"r,+D,;g" +g"7;, =0. (12.Q)

. . [ ik
Observemos que la derivada covariante que estamos utilizando es D g ik~ D.g**.

Al contraer (12.Q) respecto a ky s

que al sustituir en (12.Q) queda
Dsgik—gikrs+%5s"‘g[’z',+girrsrk =0 (13.Q)

que en unidn de (7.Q) son las ecuaciones de campo, que representan 80 ecuaciones diferenciales [se obtienen
16 ecuaciones de (7.Q) y 64 de (13.Q)] en donde existen 80 variables (16 correspondientes a g’k y 64 a
I';). Con un poco de calculo es facil encontrar que (13.Q) es igual que la primera ecuacion (6.P).

5-Q.- La conexion afin estrellada
Se define la conexion estrellada por

o r 1 r
Ly =Ty +§5i Tk
que es una conexion puesto que es la suma de una conexion y un tensor. La conexion estrellada tiene la
propiedad
* ro_ * 7
1—‘rk - 1—‘kr >

. o .y * . .
lo que significa que el vector de torsion 7, que tiene asociado es nulo.

6-Q.- Ecuaciones de campo en funcion de la conexion
Es posible expresar (13.Q) en funcion de la conexion estrellada. Para ello recordamos que la derivada
covariante de la densidad del tensor métrico es
ik 73 ki ire k ik
D,g"=0,9"+g"l', +g"T, -g"T,/ .
como se deduce de calculo directo; entonces de (13.Q) tenemos

* * ng:”‘ +gr.F=0. (14.Q)
si se tiene en cuentaque 7, =0 = I',°=I_° entonces (14.Q) es idéntica a
D,g** =0. (15.Q)
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El tensor de Ricci puede ponerse en funcion de la conexion afin estrellada, obteniéndose
, Ry =R+
donde R;, eseltensor de Ricci calculado respectoa I",," y el tensor antisimétrico F;, es definido por
po_l (5_f B ﬂj
ik — k i)
3\ox"  ox
entonces por (7.Q) tenemos
Ry +Fy =28 » (16.Q)
Descomponiendo (16.Q) en parte simétrica y antisimétrica nos permite replantear las ecuaciones de campo sin
que aparezca F,; es decir sin 7,
Riit) = A8 ity =0
Riog =481y =~Fu
hallando la derivada parcial de la segunda ecuacion y permutandola ciclicamente conseguimos que desaparezca
Fig

0, |:R[*ik] — ALk J +0y [R[*n] —Ag [ } +90, |:R[*kr] — A8 k] ] =0 (17.Q)
Reuniendo todos los resultados, las ecuaciones de campo unificado de Schrédinger son
D,g"* =0
Tk = 0
Ry :,1g(l_k) (18.Q)

Riikyr + Ry + Rprigac = l[g k] T &[ri] &k T & kr] ,i:|
o sea, las ecuaciones débiles de campo con la constante A a la que identificamos con el término cosmolégico.

Debemos notar que las ecuaciones (18.Q) pueden ser obtenidas de todas las formulaciones que hemos planteado
con anterioridad, con tal de modificar la densidad lagrangiana, en el sentido de que se le afiada el término

L'=22g (19.Q)
entonces al hacer la variacion de la accion completa respecto al tensor métrico resulta
R —2gi =0

tal como deseabamos.

La superioridad del método puramente afin de Schrodinger con relacion al método métrico-afin de las
deducciones de Einstein, es que la constante cosmologica surge necesariamente en Schroginder, mientras que
en las teorias métrico-afin es necesario introducir (19.Q) como un término ad hoc.

R) LICHNEROWICZ: El método de Schrodinger

1-R.- La variacion con respecto a la conexion afin y respecto al tensor métrico

El método usado por Lichnerowicz utiliza el procedimiento de Schrodinger [59], consistente en realizar una
transformacion de la conexion afin para conseguir la nulidad del vector de torsion. Se diferencia de los restantes
métodos presentados anteriormente, en que los calculos se efectiian con el tensor métrico en vez de con su
densidad tensorial, realizando la variacion de la conexidn afin en el principio variacional con la identidad de
Palatini.

El principio de minima accion es aplicado a laaccion

1= I\/EgikRide

variandose tanto el tensor métrico como la conexion. La variacion del tensor de Ricei respecto a la conexion afin
se calcula por la identidad de Palatini

SRy =D 6T, " =D T ;° +7,, 0T "
que se deduce por célculo directo. Entonces tendremos
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g" SRy =Dy (g"6T ")~ D, (26T ;* )~ Dyg 6T "+ D g 6T, * + g3, 6T, (IR)
donde el tensor de torsion definido por 7, =I",,; —T',,, . Definimos el vector
k ik ' k
A" =g"sT ., -g"sTy,
entonces (1.R) se pondra como
g""6R, =D, A" -D,g"*sT, *+D,g"*oT ,,* +g"*cl, 5T, .

La variacion de la accion del campo respecto a la conexion se descompondra en varios sumandos, vamos a

evaluar el primero de ellos

1,=[Jgp, 4*d0=[o,(Jg4")da+[Jga* (T, -0,g)dQ

anulandose el primer término por el teorema de Gauss y porque A se anula en el limite de la integral. Con este
resultado encontramos

g"6Ry =Dy g™ ST "+ D.g"sT 0 + 4* (T, =0, )+ g3, 6T,
y sacando factor comiin
giké'Rik:[—Drg”ésk+Dsgik+5fgim(Fmtt—8m\/_) g™ (-0 \/_)+g”rk] e

En su demostraciéon Lichnerowicz define un tensor G ¥ (6) en funcion de un parametro 6 indefinido de
momento

G (0)=D,g" ¢ ( -0 \/_)+g”z' +05kg"s,,
contrayendo respecto a ky s

Gif(0)=Dyg™* — g™ (T —0,g )+ (40-1)g"7,,
de donde obtenemos

(G (0)-65G)(0) |61, =g R, +(0-40+1)5)g"T, (2.R)
si ahora tomamos @ =1/3 entonces queda
G*=D g" - ( -0 \/_)+g”r +3c5' g''r,.

De (2.R) tenemos que
gik5le_le 5kG;r
por tanto al aplicar el principio de minima accidén obtenemos como ecuaciones de campo
Gik _§kGiV — 0

N N r

de la contraccion de £y s se deduce que
G =0,
por tanto la ecuacion de campo es
Gl =0 = Dg*-g*(r,"-0.g)+e"rh+ 5kg”rt 0. (.R)

(3.R) se puede simplificar al desarrollar el tensor de torsion y la derivada covarlante del tensor métrico, resultando
0,8 +g"T [ +g"T f—g™(T," -0 \/_)+ skg''r, =o0. (4R)

Para obtener el otro conjunto de ecuaciones de campo variamos la accion respecto a la densidad del tensor
métrico, resultando

R, =0. (5.R)

2-R.- La transformacion de la conexion y el primer conjunto de ecuaciones de campo
Las ecuaciones (4.R) y (5.R) admiten expresiones diferentes cuando se hace una transformacion de la
conexion, tal que el vector de torsion asociado a la nueva conexion sea nulo. La nueva conexion es

U,/ =r, +1/35/c,
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. . 7 *
que hemos demostrado en otras ocasiones que tiene un vector de torsién 7, nulo. Expresando (4.R) con la
nueva conexion resulta

asgik+glkr;"si +gitl—~ztk _gik (r:mm _as\/g):(), (6R)
multiplicando la anterior expresion por g

~20,Jg+T ;) +T3 -4(0},"-0,\g)=0 = 8,Jg=T}
donde hemos utilizado r: =0. Llevando este resultado a (6.R) queda finalmente
0,8 +g"T, +g"Tf =0 . (7R)
que es el primer grupo de ecuaciones de campo. Notese que (7.R) es la ecuacion D S* g 0.

3-R.- La transformacion de la conexion y el segundo grupo de ecuaciones de campo
Contrayendo (7.R) respecto a s y k y luego respecto a s e i y después restando ambos resultados llega-
mos a

argri_argir+gtil—~jrr_gitr’;tr:O‘ (SR)
Al descomponer el tensor métrico en parte simétrica y antisimétrica nos queda para los dos ultimos sumandos de
(8.R)

g"T; —g"T; =g +2¢l"a g
al llevar este resultado a (8.R) y tener en cuenta que 7 t* =0 encontramos

0,g"+glla Jg=0 < o,g!"=0, (9.R)
por tanto (9.R) es una consecuencia de la anulacion del tensor métrico y de la ecuacion (7.R).
Nos queda adaptar la ecua*ci(')n (5.R), puesto que R;; estaen funcionde I",, y hay que ponerla en funcion
de la nueva conexion afin I",," . Como hemos demostrado en otras deducciones (por ejemplo la del epigrafe
4-P)

* 1
Riy =Ry +§(71,k _Tk,i)

donde R;, es el tensor de Ricci en funcién de la conexién T';,” . Como R;; es nulo entonces la ecuacion (5.R)
queda

*

Ry = l(Ti,k _Tk,i)
3

que se puede descomponer en parte simétrica y antisimétrica, de donde se deriva

R =0
Riix)r + R t R =0

que conjuntamente con (7.R) y (9.R) forman el sistema débil de ecuaciones de campo.

Conclusiones

En esta investigacion hemos reunido todas las deducciones que hizo Einstein de las ecuaciones de campo
unificado asimétrico, la que es mas ampliamente conocida como teoria de Einstein. La entendemos como la
ultima fase de la teoria de la Relatividad, en su empefio de geometrizacion global del Universo, al entender que
tanto los campos como la materia son manifiestaciones de la geometria espacio-temporal.

Catorce fueron las deducciones realizadas por Einstein en un periodo que va desde el afio 1945 al 1955. La
mayoria de ellas (doce) utilizan un principio variacional, a veces de forma mixta; es decir afiadiéndole a las
ecuaciones resultantes alguna condicion extra, lo que debilita la compatibilidad de las ecuaciones, las cuales
estan aseguradas si son derivadas exclusivamente de un principio de minima accioén. También Einstein obtuvo
las ecuaciones de campo mediante un procedimiento fisico, sin necesidad de usar una densidad lagrangiana.
Para completar la investigacion hemos afiadido las demostraciones de Tonnelat, Schrodinger y Lichnerowicz.

Hemos establecido los argumentos que le sirvieron a Einstein de guia para obtener sus ecuaciones, entre
otros la bisqueda de unas ecuaciones que, no sdlo generalizaran la teoria de a Relatividad, sino que fueran
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similares a las de la Relatividad General, que tuvieran caracter covariante, utilizandose el principio de minima
simplicidad logica posible. Estos, y otros, argumentos sirven para obtener las ecuaciones de campo, pero no
esta asegurado que las ecuaciones asi obtenidas sean a las que se ajusta la Naturaleza.

No hemos entrado ni en el estudio de la compatiblidad de las ecuaciones, asunto que preocup¢ a Einstein, ni
en el desarrollo de la teoria, donde se encuentran enmarafiados problemas matematicos, con los que dificilmente
se puede encontrar alguna prueba experimental de la teoria.

Sefialamos que una de las razones por las que Einstein abordd de catorce manera diferentes las ecuaciones
de campo, fue la de caracter estético. Es decir, buscaba un procedimiento que, a la vez de ser elegante, tuviera
suficiente fuerza para garantizar la correccion de los resultados.
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