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Note sur La Résolution Possible des Equations de
Navier-Stokes

Abdelmajid BEN HADJ SALEM, Ing. Géographe Générall

Résumé

Ce papier représente un essai de la résolution des équations de Navier-Stokes sous les
hypotheses (A) du probleme posé par Clay Institute (C.L. Fefferman, 2006).

1 Introduction

Comme elles sont décrites dans ’article cité ci-dessus, les équations d’Euler
et de Navier-Stokes décrivent le mouvement d’'un fluide dans R™ (n = 2 ou
3). Ces équations doivent étre résolues par rapport au vecteur vitesse inconnu
u(x,t) = (ui(x,t))i=1,n, € R™ et la pression p(x,t) € R, définies par la position
xz € R" et le temps t > 0.

On considere ici les fluides incompressibles dans R™. Les équations de Navier-
Stokes sont données par :

%4—2%% = vAu; — 8—?—&—]”2-(30,1‘,) ie{l,.,n} (xeR" t>0) (1)

Bt — al'j 8:1:
=n ou;
divu = ‘=0 (zeR", t>0) (2
=1
avec les conditions initiales :
u(z,0) =u’(z) (r € R") (3)

ot u°(x) une fonction vectorielle donnée de classe C*°, f;(z,t) sont les compo-
santes d'une force extérieure (e.g. la pesanteur), v est un coefficient positif (la
viscosité), et A le laplacien en variables d’espace. Les équations d’Euler sont les

équations , , avec v est égal a zéro.
L’équation c’est justement la loi de Newton f = ma pour un élément d’un
fluide objet a une force extérieure f = (fi(x,t))i=1n et des forces dues a la pres-

sion et la friction.

L’équation c’est dire que le fluide est incompressible.
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2 Les Equations de Navier-Stokes

Nous essayons de présenter une solution aux équations de Navier-Stokes suivant
les hypotheses (A) décrites dans (C.L. Ferreman, 2006) qu’on résume ici :

* (A) Existence et solutions lisses sur R® des équations de Navier-
Stokes :

- Prendre v > 0. Soit u’(z) une fonction lisse telle que div(u’(x) = 0 et
vérifiant :

102, u°(@)|| < Csre (L + [Jz]))™" sur R® W5, K (4)

- Prendre f = 0. Alors montrer qu’il existe des fonctions p(x, t), u(x,t) de classe

C> sur R? x [0, +o0) vérifiant (1]),(2),([).([4) et :
/RSHU(%t)\2dm<C\#20 (5)

On considere donc les équations de Navier-Stokes. On prend v > 0 et les f; = 0,
alors les équations s’écrivent :

%l:+;uj%—uAui——gfi (6)
Soit en détaillant en considérant le cas n=3 :
881?+U1%$+U2%Z;+U3(?1—VAU1:_§§ (7)
0us 3;%6;; N (8)
G ufj;; N (9)
Comme dp= Pz Pay 4 % g 9Py (10)
Ox oy 0z 0

En utilisant les équations (7H819)), on obtient :

dp = — <8U1 — vAu; +U18l + 28u +U38m) dx

ot Ox y 0
Ous Ouy Oug Ouy
(at—VAUQ‘i‘Ulax—f—uga —|—U3a >dy
Ous Ous Ous Ous 8}7
<6t —VAUg—i-ula + ug—— oy —|—u38 )d + atdt (11)

2
di = d(ui + u2 + u3 Z w;du; = Z ui(Opuidz + Oyu;dy + 0 uidz + Opu,dt)

(12)




0
en notant 9, = 92 Alors I'équation 1) devient :
x

6U1 8u1 8u1 8UQ 8u3
—d dt= | — —vA —-— 3= —Us——— —uU3— | d
D+ O ( ot VAU + ug oy + us By U2 Ey u3 o Z
Ouy Ous Ous ouq Ous
— — VA —-— — —u1—— —uz3—— | d
( ot vAuz + Oz +us 0z “ oy s oy Y
6u3 8U3 aU3 8u1 8'&2
B A hdal’) a8, U2
(at R Ly ML T
ouq Oug Ous u?
Soit Q le vecteur rot(u), on a alors :
w1 Dy uq Oyuz — Oyuz
Q=|w | = ay ANl ugy = | d,up — Orpus (14)
w3 0. u3 drug — yuy
Alors I’équation s’écrit comme suit :
2 1 3,
—d (p + u2) =—0(p+ §u2)dt + (cj;tl — vAu; — usws + u3w2> dx+
Ous Ous
5 vAus + uiws — uswy | dy + T vAus — ujws + ugwy | dz (15)

On écrit ’équation précédente sous la forme :

u? 1, ouq
d p+? zﬁt(p+§u )dt + —E—FVAuH—qug—ugwg dx+

0
(—W + vAus — ujwsz + U3w1> dy

ot
8U3
+ 5 + vAus + ujws — uswy | dz (16)
ou encore :
u? 1,
d Pt =0(p+ U Jdt + A.dx + B.dy + C.dz (17)
avec :
8u1
A = uswsy — uswy — Bt + vAuy (18)
B = uswy — ujwsg — 8;52 + vAus (19)
C = ujwy — uswy — % + vAug (20)



Notons h le vecteur :

A
h=|B (21)
C

Le membre a gauche de I’équation est une différentielle totale, on peut écrire
les conditions :

0yA = 0, B (22)
0, A =0,C (23)
0.B =0,C (24)
Ce qui donne :
0,C —0.B
rot(h) = | 0,A—0,C | =0 (25)
0.B — 0,A
Or h s’écrit aussi :
A o (™ “1 du
h=|B|l=uANQ——=|u | +vA | u | =urQ— — +1vAu (26)
ot ot
C u U2
Les conditions se résument a rot(h) = 0 soit :
rot(u A Q) = % — vAQ (27)

car Q) = rot(u). Rappelons maintenant la formule suivante (Landau et Lifshitz,
1970) :
rot(a A b) = (b.V).a — (a.V).b + a.divb — b.diva (28)

Dans notre étude, on a a = v = diva = divu = Oyu1 + Oyus + O,uz = 0 et
b= Q = rot(u) donc divb = divQ) = div(rotu) = 0. Par suite :

Q

(QV)u—(u.V)Q= %t — vAQ (29)

Soit sous forme matricielle :
Our duy 0w dor - dr - dr D
ox Oy 0z or Oy 0z Aw, ot
8U2 8u2 811,2 Zl 8w2 8(4.)2 a(A)Q Zl | Aw 8w2
= A A 2 | — fu2 ] = 2 | — | =
or Oy 0z s or Oy Oz us ot
Dus  Ous Dus Oy Oy Oy Aus/ | s
oxr Oy 0z ox Ody 0z ot
(30)




Posons :

Oup - duy - Ou

or Oy 0z

_ aUQ 8u2 8u2
AW=1%% 3 & (31)

Oug  Oug Juy

Jdr 0Oy Oz

8w1 0w1 80.}1

or Jdy 0Oz
A(Q) _ c%)g 8w2 8(,02 (32)

Jor Oy 0z

8&)3 80.}3 8&13
Jdr Oy 0z
Dans ce cas, I’équation devient :

A(u).Q — A(Q).u =vAQ — % (33)

Les équations (33| constituent les équations fondamentales de cette étude. Ce
sont des équations aux dérivées partielles non linéaires du troiseme ordre. Leurs
résolutions représentent les solutions des équations de Navier-Stokes.

3 Etude des Equations Fondamentales (33))

3.1 Préliminaires

Appelons respectivement :

Flu,9) = A(u) 9 — AQ).u (34)
c@) =vao -2 (35)

Si on change u, {2 en —u, —{2, on obtient :

F(—u,—Q) = F(u,Q) (36)
G(—) = -G(Q) (37)

En vertu de ’équation , on obtient :
{ F(u,Q) = G()

F(—u,—Q) = G(-Q) = ~G(Q) = F(u,Q)

=GN =0= F(u,Q)=0

(38)



On a donc le systeme différentiel :

o0
— —vAQ =
BT v 0

A(u).Q —AQ)u=0 (39)
avec ) = rot(u)

o0
et rot(u A\ Q) = B vAQ = rot(u ANQ) =0
\

en vertu de 'équation ([27).

3.2 CasQ2=0
Dans ce cas, on a évidemment :

o0
EUAQ =
at " 0

A(u).Q —AQ)u=0
Alors :

u=0 cequi est contradictoire,
Q=rot(u) =0= ¢ u=vecteur constant ce qui est contradictoire, (40)
3 une fonction scalaire ® /u = grad®

Dans ce dernier cas, comme = rot(u) = rot(u) = 0 d’ou :

Our _ duy
oy  Ox
Ouy _ Oug (41)
0z oy
Oug _ dw
dr Oz

et comme div(u) = 0, on obtient facilement :

82u1 82U1 02u1

0z * y? * 922 Au =0 (42)
De méme, on a aussi :
{ans =
En utilisant div(u) = 0, on a aussi :
AP =0 (44)



Donc & = &(x,y, z,t) est une fonction harmonique en (z,y, z).

L’équation devient :

2o geote v e 9w o'
0xot  Ox 0x2 Oy 0xdy 0z 0xdz

o [0%°® 0’0 0%® dp
— - — 4
Y ox [83:2 + Oy? * 822} Ox (45)
Or A® =0 d’ou:
8 (200 [(9®\® [(0®\® [0®\> Ap
i = il i N 4
20z | ot +<8x> +<8y> +<82>] D (46)
Et en intégrant par rapport a x, soit :
o 1,
. 4
De la méme maniere, on obtient aussi :
o 1,
p—*a*iu +¢2($,Z,t) (48)
o> 1,
P=="p 35U +3(z,y,t) (49)

Par suite :

1 1 1
p+ 5”2 - 1/)1(?;,2,75) = p+ 5“2 - ¢2($7Z7t) = p+ 5”2 - ¢3($7yat) (50)

Ce qui donne :

P1(t) = ¥a(t) = hs(t) = ¥(t) (51)
une fonction que 'on integre dans la fonction ®, d’out le résultat :
AP =0 (52)
00(z,y,2,t) 0 00(z,y,z,t) 0

=ui(x,y, 2); = Us(x, Yy, 2 53
| =y TR <) 69)

0®(z,y,2,t)
= u3(z,y, 2) (54)

0z =0
0P 1 0P 1

p(z:,y,z,t) :_7_7u2:_7_7”97“@(1(1)”2 (55)

o 2 ot 2



3.3 Cas (2 n’est pas la fonction nulle
On récrit le systeme différentiel :

(002
E—VAQ—O

A(u). Q2 —AQ)u=0
avec Q) = rot(u)

Q
et rot(u A Q) = %t —VvAQ = rot(uNQ) =0

De rot(u A 2) =0, on déduit que :
1. II existe une fonction scalaire ¢(x,y, 2) telle que u A Q = gradep.

2. uANQ = C ou C = (c1,cg,c3) est un vecteur constant non nul ou une fonction
vectorielle de ¢ de R — R3.

3. u A =0= comme u et w ne sont pas nuls, on a u et w colinéaires.
3.3.1 Cas 2:
Comme C = u A (), on peut écrire :
c1.u1 + coug +c3uzg =0 (56)

vu que C est orthogonal a w. Différentions ’équation précédente respectivement
par rapport a x,¥y et z, on obtient :

8u1 8u2 8u3

Cl.@ + CQ.% + 03.87 = O
aul au2 au;g
—_— —_— — =0 57
oy T oy Ty (57)
ouq Ousy Oug
— — — =0
‘g, T, Tey,
ou sous forme matricielle :
AT (w).C =0 (58)

ot A(u) la matrice donnée par (31)). Or, la matrice A(u) est la matrice jacobienne
de fonction (z,y,z) — u(x,y, z,t) donc son déterminant est non nul. Par suite,
on déduit de que le vecteur C est nécessairement nul, soit C = 0. On se
retrouve dans le cas 3.

3.3.2 Etude du cas u//Q

On suppose maintenant que u et w sont colinéaires. Soit u/ /(.

Cas u = A\ avec A € R* Donc il existe un coefficient A # 0 tel que :

u=AQ (59)



Utilisons ’équation :
A(u). Q2 —AQ)u=0

elle est vérifiée. On a alors le systeme :

o)
— —vAQ =0
ot
Or I’équation précédente est & une constante pres ’équation de chaleur. Faisons

le changement de variables :

r=vX (60)
y=vY (61)
z2=vZ (62)
t=uT (63)
u(z,y,2,t) =U(X,Y,Z,T) (64)
p(z,y,2,t) = P(X,Y,Z,T) (65)
Qx,y,2,t) = QUX,Y, Z,T) (66)

On a alors :

Oypudzx + Oyudy + O udz + Oyudt = OxUdX + OxUdX + OxUdX + OxUdX
v(0zudX + OyudY + 0,udZ + OyudT’) = OxUdX + OxUdX + OxUdX + 0xUdX

1 1 1 1
Oyu = —0xU, Oyu = =0y U, 0,u = —0zU, Opu = —0rU (67)
v v v v
Par suite ’équation :
o0
— —vAQ =
5 v 0
devient :
o0 —
— —AQ =
a7 0 (68)

C’est I’équation de la chaleur!

4 Résolution de I’Equation

Notons U%(X,Y,Z) = U%(X) = U(X,Y,Z,0 = u(z,y,2,0) = u’(z,y,2) et
Q' = rotU%(X). Alors la solution de l@b définie pour 7' > 0 vérifiant :

Qe R3 et de classe C(R? x [0, +00)) (69)

Q(x,0) = 9°(x) (70)

est donnée par (S. Godounov, 1973) :

(X —a)? + (Y - B)*+(Z —)?

re) _ 1 ﬁo(ajﬁ’y) B
Q(X,T)_Qﬁ My AT v (11)
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ou dV = dadpdr.

4.1 Expression de U

On a:
U1 ﬁ1
U= U2) =A0=\ (Qg) (72)
Us Qs
Soit :
—0 (X —a)* + (Y = B)* + (Z —v)*
Uy =\ = 2\% . Ql(%”)e_ AT dv (73)
0 (X =)’ + (Y = B)* + (Z =)
Up = A0 = 5 \A/E N 92(0\;;’”)6_ AT av  (74)
=0 (X =)’ + (Y = B)* + (Z =)
Us = Q3 = 2\% 5 93(‘:/’;’7)6_ AT av (75)

4.2 Vérification de div(U) =0

Calculons dx Uy, on obtient :

(X —a)?+ (Y = B)? + (Z —v)?
AT dv (76)

8U1:—>\ (X_a) ( 67)_
0X 4ﬁ R3 T\/>

On peut écrire 'expression ci-dessus comme suit :

(X —a)?+ (Y — )2+ (Z —7)?

3U1 ~\ /a +oo o —
—_— dBd e 4T do
X ~ 20T R25’7 . @B, 5
(77)
Faisons maintenant une intégration par parties, on obtient :
oU, - {4} (X4 (v h(z-? | X
— = dBdy | (a, B,7).e aT +
IX = 20T Jee By |4 (a, B,7) o
=400 —o)2 ;2 a2 ToLs
dﬂd*y/ _ (X0 (Y—p)? 4 (Z=) 8(21((1,6,7)'6[06 (78)
2\ T R2 ——00 8@
En tenant compte de I’hypothese que :
10%,U°(X)|| < vCsk (1 +v[| X)) sur R® V6, K (79)

11



ou X, désigne I'une des coordonnées X, Y, Z, et en choisissant K > 1 le premier
terme du membre a droite est nul. On a alors :

oUy A 0=t (x_api(v_p2rz-m? O (v, B, 7)
— dBd — 7 d
OX /et Ju P ¢ v B a  (80)
ou encore :
—0
oU; A _ Xt v-p)24z-9?% 0 (o, B, )
— —— 17 d 1
OX  o/nT Jus N da v (81)
Par suite :
—0
oU; A (X -2+ (Y =524 (Z-72 — O (a, B,7)
div(U) = J:/ e aT — L PP AV =0
( ) ; an 2v/ 7T JRr3 azj (oo
J
(82)
—0
=/ 89 » M
car ﬁo(a,ﬁ,'y) vérifie div(QO) = Z M =0.

o 8aj

4.3 Estimation de / |U(X,T)|[2dV
R3

On a:

_(X—a)?+(v-p)2+(Z2-)?
.e aT

_ A2 0
0T = 5,07 = VIR DI = | [ 95

)\2
<

40
Q
~ 4nT R3

_(X—a)?4+(v-p2+(z-)?
2T

(ajﬁ,v)Hz-e dv

Comme : Y .
192° (. B, = @) + (@i)? + (wi)?

et en tenant compte de ’hypothese que :
|8£jug(‘1’)’ < Csx(1+||2])) 7K sur R® V6, K avec ||z|| = /22 + 42 + 22

et en passant aux coordonnées (X,Y, Z), on a les inégalités :

6770
o (X) <vCs(1+v||X|)7K sur R® V5, K € R
0X;
avec || X || = VX2 +Y?2+ 22 (84)
Or:
2 2
©Oy2 _ (Ouk  Oui\" _ (|Ouk|  |0u;|\" ) oo 2K
W08 = (G- 5 ) < ([52]+|5]) < wrckamixn e o)

12
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D’ou :

19° (e, B, < 1202C% (1 + ||1X|)"2K = 12020 (1 + v||V/a? + B2 + 12||) 2K
(86)

Par suite :

_(X—a) 2 (v-p)2+(z-1)?
2T

3u2)\2012(

dadBd 87
'l /R3 (1+VH 042—{—524—72”)2]( 2 ( )

1U(X,T)|]” <

Majorons maintenant/ l|u(z, t)|[Pdedydz
R3

/ |u(m,t)|]2d1:dydz:/ ||U(X,T)||2da:dydz:y3/ U(X,T)|2dXdY dZ
R3 R3 R3

_(X—a)? 4+ (v -p)2%+(2-)?
2

_ 3N

dadfdy| dXdYdZ (88
'l /Rs /Rs (1+v|[\/a? + B2 +~2||)2K (88)

Alors vu que l'intégrale e XY -2 X aydz < 400, on peut permuter les

R3
deux intégrales triples de 1’équation précédente. Posons :

3U°N2C2
= (89)
on obtient donc :
o2 a2 2
/ llu(z, )| Pdedydz < % [ / e S axavaz|
R3 R3 [JR3
dadfBdy
(90)
(L+v||Va?+ B2 +~2|])F
Posons : ) ) )
X—a Y-8 Z—
I= / o T i ay az (91)
R3
et soit le changement de variables suivant :
X =222 — ax =V2TdX et X' =20
_ - _ —9 Y _3)2
V=222 —ay = V2Tdy ety =1 27?2) (92)
= Z— T4 2 Z—
Z=%20—dZ=\2TdZ et7 =23
I s’écrit :
+oo o5 3 +o00 ) 3
I=(V2T)? [ / e X dX} = 2TV2T [2 / et d{] = 2TVT.ny/m = 28TV7T
oo 0
(93)

13



+00
en utilisant la formule 2 / e ¢ d¢ = +/m. Par suite, I’équation devient :
0

dadfd
/ \|u(z, t)|2dzdydz < 2rom V7T adfdy (94)
R3 r3 (14 v a2+52+,y2”)21{
Posons maintenant :
dadfd
B / adpdy (95)
R3 (1+VH 042+B2—|—’72H)2K
et utilisons les coordonnées sphériques :
a = rsinfcosp
B = rsinfsing (96)

v = rcost

la forme du volume dadfdy = r?sinfdrdfdy, B devient :

b=r p=2m T r2dr T 224
B= inddo do [ Tdr T rdr
/60 o /po S0/0 (1+wvr)2K 7T/O (1+ vr)2K (97)

Prenons K = 2, l'intégrale B est convergente quand r — +oo. Posons :

F— lim /T r2dr _/+°° r2dr _/1 r2dr +/+°° r2dr
a reo o (L+vr)t 1+vr)d  Jy (1+wvr)t 1 (1+4wvr)t

(98)
Or: , ) .
r2dr 9 r3 1
— dr=|—=| =2 99
[ o< re=15], -3 )
. o teo 2y : :
Calculons maintenant 'intégrale ——— - Soit le changement de variables :
1 (1 + VT')
-1 d
§:1+1/r:>r:§ :>dr:£ (100)
v v
d’out :
oo 2y 1 [t 2641 32+ 9 +5
/1 Ao 3 /1+l/ e d¢ =1l(v) avec I(v) = SAE)p
(101)
Par suite : 1
B < 47T(§ +1(v)) (102)
D’otu le résultat important :
1
/ u(z, )| Pdzdyds < 8rom?V/aT (3 + 1(u)> (103)
R3

14



Soit :

/ l[u(z, t)|Pdedydz < +oo Vi (104)
R3
ou encore :
/ |[U(X,T)||?dXdYdZ < +oo VT (105)
R3
car 1
/ |U(X,T)||?dXdYdZ = 3/ |[u(z, t)||>drdydz
R3 Ve JRrs
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