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Abstract - A solution to the 6th millenium problem, respect to breakdown of
Navier-Stokes solutions and the bounded energy. We have proved that there are
initial velocities u°(x) and forces f(x, t) such that there is no physically reasonable
solution to the Navier-Stokes equations for t > 0, which corresponds to the case
(C) of the problem relating to Navier-Stokes equations available on the website of
the Clay Institute.
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§ 1 - Introduction

The second way I see to prove the breakdown solutions of Navier-Stokes
equations, following the described in [1], refers to the condition of bounded
energy, the finiteness of the integral of the squared velocity of the fluid in the
whole space.

We can certainly construct solutions for
aul _ 2 dp .
(D +Z] 1uJa vVul-—a—xi+fi,1sl33,
that obey the condition of divergence-free to the velocity (continuity equation to

the constant mass density),

3 Oy
=1 axi

(2) divu=V-u= =0, (incompressible fluids)

and the initial condition
(3) u(x,0) = u’(x),

where u;, p, f; are functions of the position x € R3 and the time t > 0,t € R. The
constant v> 0 is the viscosity coefficient, p represents the pressure and
u = (uy, Uy, ug) is the fluid velocity, measured in the position x and time t, with
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Vi=V-V= Ziilaa?' The function f = (f}, f>, f3) has the dimension as acceleration

or force per mass unit, but we will keep on naming this vector and its components
by its generic name of force, such as used in [1]. It's the externally applied force to
the fluid, for example, gravity.

The functions u°(x) and f (x, t) must obey, respectively,

(4) |0%u°(x)| < Co (1 + |x]) X on R3, forany @ € N} and K € R,
and
(5) 1020 f (x, )| < Coumpr (1 + |x| + )% on R3 x [0, ), for any

a €N},meNyandK € R,

with Ny = {0,1,2,3, ...} (derivatives of order zero does not change the value of
function), and a solution (p,u) from (1) to be considered physically reasonable
must be continuous and have all the derivatives, of infinite orders, also continuous
(smooth), i.e,

(6) p,u € C®(R> x [0, )).

Given an initial velocity u® of C* class, divergence-free (V- u° = 0) on R3
and an external forces field f also C* class on R3 x [0, ), we want, for that a
solution to be physically reasonable, beyond the validity of (6), that u(x,t) does
not diverge to |x| = oo and satisfy the bounded energy condition, i.e.,

(7 Jgs [u(x, ©)]?dx < C, forall ¢ > 0.

We see that every condition above, from (1) to (7), need to be obeyed to get
a solution (p,u) considered physically reasonable, however, to get the breakdown
solutions, (1), (2), (3), (6) or (7) could not be satisfied to some t > 0, in some
position x € R3, still maintaining (4) and (5) validity.

A way to make this situation (breakdown) happens is when (1) have no
possible solution to the pressure p(x,t), when the vector field ¢: R3 x [0, 0) —» R3
in

(8) szvVZu—%—(u-V)u+f=¢

is not gradient, not conservative, in at least one (x,t) € R3 x [0, ). In this case, to
¢ = (¢4, P, , P3) not to be gradient, it must be

-
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to some pair (i,j),1 <i,j <3, x € R® and time t not negative (for details check,
for example, Apostoll2], chapter 10).

If we admit, however, that (1) has a possible (p,u) solution and this also
obey (2), (3) and (6), the initial condition u°(x) verifies (2) and (4), the external
force f(x,t) verifies (5) and both u°(x) and f(x, t) are C* class, we can try get a
breakdown solutions in t > 0 violating the condition (7) (bounded energy), i.e.,
choosing u°(x) or u(x, t) that also obey to

(10) fR3 |lu(x, t)|*dx — oo, for some t > 0.

The official description of the problem to this (C) case of breakdown
solutions is given below:

(C) Breakdown solutions of Navier-Stokes on R3. Take v > 0 and n = 3. Then there
exist a smooth and divergence-free vector field u°(x) on R® and a smooth external
force f(x,t) on R3 X [0, ) satisfying

(4) 105u’ ()| < Coe(1 + |x) on R3, Vo, K,
and
(5) 020 f (x, t)| < Comx (1 + x| + £) ¥ on R3 X [0, ), Va, m, K,

for which there exist no solutions (p, ) of (1), (2), (3), (6), (7) on R3 x [0, o).

It’s clear to see that we can solve this problem searching valid velocities
which the integral of its square in all space R3 is infinite, or also, as shown in (8),
searching functions ¢ non gradients, where the pressure p won'’t be considered a
potential function to some instant t > 0. We understand that the @, m shown in (4)
and (5) just make sense to |a|,m € {0,1, 2, 3,4, ...} and the negatives K podem ser
desprezados, pois ndo limitam o valor das func¢des u°, f e suas derivadas when
|x] = o or t = oo, with Cpx, Comr > 0.

§ 2 - The Schwartz Space S

The inequation (4) brings implicitly that u°(x) must belong to the vectorial
space of rapidly decreasing functions, which tend to zero for |x| = oo, known as
Schwartz space, S (]R%3), named after the French mathematician Laurent Schwartz
(1915-2002) which studied it [3]. These functions and its derivatives of all orders
are continuous (C*) and decrease faster than the inverse of any polynomial, such
that

(11) limy 50 x1*D%(x) = 0



for all « = (ay, ..., @,), @; non negative integer, and all integer k > 0. « is a multi-
index, with the convention

glal
Pt la| = a; + -+ a,a; €{0,1,2,...}.

x1 " 9xn

(12) D* =

DY is the operator identity, D¢ is a differential operator. An example of function of
this space is u(x) = P(x)e_|x|2, where P(x) is a polynomial function.
The following properties are valid [4]:

1) S(R™) is a vector space; it is closed under linear combinations.

2) S(R™) is an algebra; the product of functions in S(R™) also belongs to S(R™)
(this follows from Leibniz’ formula for derivatives of products).

3) S(R™) is closed under multiplication by polinomials, althrough polynomials are
notinS.

4) S(R™) is closed under differentiation.

5) S(R™) is closed under translations and multiplication by complex exponentials
(eix-f).

6) S(R™) functions are integrable: fRn |f(x)]dx < oo for f € S(R™). This follows
from the fact that |f(x)|<M(1+ |x|)"™V and, using polar coordinates,
Jon (4 1)~ Vdx = C fooo(l +7r) " 1" ldr <, e, the function |f]
decreases like 72 (and (1 + r)~2) at infinity and a finite integral is produced.

By S(R3) definition and previous properties we see that, as u°(x) € S(R?),
then [, [u®(0)|dx < [ M(1 + |x])7*dx < Cfooo(l +71)72dr <o and squared
[u®(x)| and M(1+ |x])™* we come to the inequality [, |u®(x)|*dx < oo, that
contradicts (10).

Another way to check this is that the set S(R") it is contained in L? (R") for
all p, 1 <p<oo ([5]-[9]), and in particular for p =2 and n = 3 follows the
finiteness of [, [u®(x)|*dx.

Therefore, if the condition (7) is disobeyed, as we propose in this article,
will be for t > 0, for example, finding some function u(x,t) like u®(x)v(x,t),

v(x,0) =1, or u’(x)+wv(xt), v(x,00=0, with [,[v(x,t)|]?dx > o and

Ji I, O 2dx > 0.



§ 3 - Example 1

Really, choosing u°(x) € S(R®) and f(x,t) € S(R3 X [0,)), obeying this
way (4) and (5), remembering that we do not need have u,p € S(R3 x [0,)) as a
solution, but only u,p € C*(R3 X [0, 2)), then it is possible to build a solution to
the speed like u(x,t) =u’(x)e t*+wv(t), with v(0)=0, such that
fm@ |lu(x, t)|?dx — o, because when fR3[|u°(x)|2e_t + 2u°(x) - v(t)]dx = 0, for
example, when each component of u°(x) has the same sign of the respective
component of v(t) or the product between them is zero or ng u%(x) - v(t)dx = 0,
we will have [ [u(x, £)|?dx > [.|v(0)|?dx = [v(t)]? [ps dx — oo, with v(t) # 0,
t > 0. We must also choose u,u® suchthat V-u=V-u° = 0.

In particular, we choose, for1 < i < 3,

(13.1) u0(x) = e~ CTHXE+X3) (3 5 3, X3, — 22, %,),
(13.2) v;(t) =w() =e (1 —e™),
(13.3) w(x,t) = ud(x)e™t + v;(t),
_ 0 —ty3 004 3 ouf 0\ -
(13.4) filx,t) = (—ul- +e t Yy o + XY o vV2u; ) e !,

which results to p(x,t), as the only unknown dependent variable yet to be
determined,

ov
(14) Vp + ET 0,
and then
(15) p(x,t) = —i—v:(xl + x, + x3) + 6(0).

The resulting pressure has a general time dependence 6(t), should be class
C*(]0,)) and we can assume limited, and diverges at infinity (|x| = o), but
tends to zero at all space with the increased time (unless possibly 8(t)), due to the
factor et that appears in the derivative of w(t),

dw

(16) — =e t(2et-1).

dt
In this example [, u®(x) - v(t)dx = 0,and so [, [u(x,t)|*dx — oo fort >0,
as we wanted. Simpler it would be to choose u°(x) = 0.

Interesting to note that there is no discontinuity in velocity, no singularity
(divergence: |u| = o0), however diverges the total kinetic energy in the whole



space, [ps|u|?dx — o, t > 0. We had as input data u® € L*(R?), f € L*(R® x
[0, 0)), but the solution u & L?(R3 X [0,)),as p & L?(R? x [0, ).

§ 4 - Example 2 - General Idea

Outro exemplo interessante, utilizando a mesma velocidade inicial anterior,
mas fazendo v depender explicitamente das coordenadas de posicdo x;,x, nas
direcdes ey, e,, além do tempo t, e ser igual a zero na dire¢do e;, com v(x,0) = 0,
V-v=0, v #0 (v ndo identicamente nula), e que também obedece a todas as
condi¢cdes de (1) a(6),é,paral <i < 3,

(17.1) u0(x) = e~ CTHXEHX3) (3 x 3, X3, — 22, %,),
(17.2) v(x, t) = e tw(x, t),
(173) W(x! t) = (Wl (xlﬂxZ' t)'WZ (xlﬂxZ' t), 0)!
w(x,0) =0, V-w=0, wg=v3=0, w#0,
(17.4) w;(x,t) =ud (et + v;(x, t) = [u)(x) + wi(x, t)]e”
(17.5) filx,t) = (—uQ +ety? [uoﬁ +ud My W-a—u?] - vV2u9> et
' L t J=1L7T ax T ox; J ox; ¢
_ 0 3 ty ouf 0 9v; u) 2,,0 t
_(—ui + Xj=ale"u + U ox, -+ v ax,-] vV ul-)e ,

o que resulta para p(x, t) e v(x, t), como incognitas ainda a determinar,

6vl

(18) + L+ ¥y g L= yV2y,,

as equacoes de Navier-Stokes sem forga externa.

Nés sabemos que para n = 2 a equacgao (18) tem solucdo cuja existéncia e
unicidade ja estd provada ([10]-[13]), sendo assim, transformemos nosso sistema
tridimensional (18) em um sistema bidimensional em v, o que fornecera como
solug¢do uma pressao p e uma velocidade v, a priori, com dominio espacialmente
bidimensional, i.e., nas variaveis (x4, x,, t). Resolvida, por hipdtese, a equacao (18)
acima, com v(x,0) = 0, V-v = 0, mas v ndo identicamente nula, acrescentemos a
terceira coordenada espacial v; =0 na solucdo definitiva para u(x,t),
espacialmente tridimensional, em (17.4), e calculemos a for¢a externa em (17.5).
Escolhendo v € .S‘([[&2 % [0,0)) ou v polinomial, seno ou cosseno para ser usada
em (18), garantiremos que f € S(R3 X [0,)), obedecendo-se (5), com u° €
S(R3), conforme (4). Fazendo que v seja limitada em médulo (norma) faremos
com que u nao divirja em |x| = oo, que é uma condi¢do fisicamente razoavel e
desejavel em [1]. Construamos entdo uma velocidade v nao identicamente nula,
com v(x,0) =0, V-v =0, tal que seja relativamente simples resolver (18), que



seja limitada em mo6dulo (norma), possa tender a zero no infinito em ao menos
determinadas situacdes, seja integravel em R?, de classe C* e satisfaca (5).

A equacgdo (18) admitira ainda uma dependéncia temporal genérica para a
pressdo da forma

(19) p(x,t) = p;(xy, x5, t) + 6(t), x € R3,

i.e, além da solucdo convencional p; para a pressao do problema bidimensional
das equagdes de Navier-Stokes (18) nas varidveis independentes (x,x,,t),
acrescente-se a p uma parcela genérica 6(t) dependente apenas do tempo e/ou
uma constante como a solucdo definitiva da pressao no problema tridimensional
original, conforme ja vimos em (15).

A infinitude da energia cinética total, neste segundo exemplo, ocorre devido
a integracio de uma funcio bidimensional (|v]|? ou |w|?) ndo identicamente nula
no espaco tridimensional infinito (R3).

A energia cinética total do problema é, parav = e~ ‘w,

(20) Jos lul?dx = [pa(e7? [ul|? + 2e U - v + |v]*)dx

= e [(Jul|® + 2u’ - w + [w|?)dx.

Embora [,(|u®|* +2u’ - w)dx seja finito, das propriedades das fungées

pertencentes ao espaco de Schwartz e integraveis (o caso u® = 0 é elementar), a
terceira parcela em (20) divergird em R® para v,w % 0, ainda que possa convergir
e ser finita em R?, ou seja, se |v| nio for identicamente nulo e t > 0,

+ oo

21) Jys I02dx = [77 (fi Iv12dx) doxs = C, [ dacy > oo,

donde, para t estritamente positivo e finito,
(22) fm@ |lul?dx - oo,t > 0,v £ 0,

a violacdo da condicao (7).

§ 5 - Example 2 - Exact Solution

Vamos agora resolver (18) de maneira explicita, primeiramente no dominio
R? x [0, ). Mostraremos que uma solugéo do tipo

(23) v(x1, x5, t) = (X (21 — x)T (), X(x1 — x3)T (1)),

com uma pressao dada tal que



o _ _9p _ _
(24) = — 22 = aQ(xr, — %)R(®) + b,
a, b constantes, a # 0, Q funcdo da diferencga das coordenadas espaciais, R funcao
do tempo, @, R fungdes nao identicamente nulas, resolve (18) e elimina seu termo
nio linear, e nesse caso se T(0) = 0 resolve-se (17) e o sistema (1), (2), (3)

original. X e T ndo identicamente nulas, evidentemente.

Se v; = v; =V em (18), teremos para os seus termos ndo lineares
3 —py3_ v
(25) j=1 ]ax Z] 1V VZj:laxj'

Fazendo Z] 16——0 em (25) elimina-se entdo o termo ndo linear,

igualdade que é verdadeira quando a condicdo necessaria de fluidos
incompressiveis imposta por nés, V- v = 0, é satisfeita, i.e.,

ov; av
(26) 13=1a_xi = ?=1a_xj =
Definindo V(x, t) = X(&(x))T(t), com x € R™, entdo
(27)
aX 9¢ (x) 9¢(x)
Ferze = TOTL T2 = TO DL X O 5 = TOX @ T 5>
Fungbes &(x) tais que ?ﬂagix) = 0 resultardo entdo em X7_ 1;: =0,

conforme (27), a exemplo de ¢ = x; — x, em dimensado espacial n = 2, tal qual
utilizado em (23).

Substituindo (24) em (18), ja sem os termos nao lineares Z] 17j aa e por
simplicidade fazendoa = 1,b = 0, vem

(28) Qs — x)R(E) + 55 = vv?V,

com V = X(x; —x,)T(t). Transformamos assim um sistema de n equagdes
diferenciais parciais ndo lineares em uma unica equacgao diferencial parcial linear.

Definindo ¢ = x; — x,, a equacgao (28) fica
(29) QR + X (&) S- = vTV2X(§).

Queremos obter uma fung¢ido T(t) tal que T(0) =0, para que em t =0
tenhamos v(x,0) = 0, conforme (23). Escolhamos, por exemplo, dentre infinitas
outras possibilidades,

(30) T =1—-e e,



fungdo limitada no intervalo 0 < T(t) < 1, t = 0, que vai a zero para t — oo.

Assim, de (29), com

(31) S =e(2et - 1),
vem
(32) QOR() +X(§e™*2e™ = 1) =v(1 —e e 'V2X(E).

Definindo Q(¢) = X(§) em (32), a fim de separar nossa equagdo com o
tradicional método de separacdo de variaveis usado na teoria de E.D.P.,

(33) [R(t) + et (e = D]X(E) =v(1 — e H)e tVEX ().

A equacao diferencial parcial linear (33) pode ser resolvida por algumas
alternativas de combinacgdes:

Rit)+etRet—1) =+v(1l—-eHet
G { X() = +V2X()
ou

Rit)+etRet—1)=+(1—-eHet
(35) { X(E) = +V92X(9)

ou de forma mais geral, com vy *v, =v >0, vq,v, >0,

(36) {R(t) +etRet—1)=4v,;(1—e et

X(©) = £v,V2X(§)

A equacao diferencial de segunda ordem em X nos sistemas acima,
dependendo de qual dos sinais usemos em %, remete-nos a Equa¢do de Helmholtz
(sinal negativo) ou a algum movimento em estado estacionario regido pela
Equacao de Schrédinger independente do tempo (sinal positivo ou negativo).

Nao pretendendo usar nenhuma condicdo de contorno especifica para X(¢)
e que nos faca recorrer as séries e integrais de Fourier, escolhemos aqui o sinal
negativo em + (a opc¢do deve ser a mesma nas duas equagOes do sistema), e

facamos X ser uma funcdo trigonométrica, soma de seno e cosseno em ¢, i.e.,
(37) X(&) = Acos(Bé) + C sen(Dé).

Com ¢ = x; — x, temos

(38) ViX = (aa_; + %) [A cos(Bé) + C sen(D¢§)]

= aa_; [A cos(BE) + C sen(D§)] + % [A cos(BE) + C sen(D$)]
= —2[AB? cos(B¢) + CD? sen(D¢§)).

9



De X(&) = —v,V2X (&) em (36) vem

1 1
(39 V2 = o7 = gpm V1 = 2B%v = 2D%, |B| = D]
quaisquer que sejam os valores de A e C (se A=C=0o0uB =D =0 teremos a

solucgdo trivial e indesejada v(x, t) = 0).

A solugdo para R(t) que se obtém é entdo, usando v; = 2B%v dado em (39)
e o sinal negativo em (36),

(40) R(t) = —e ' [2B*v(1 —e %) + 27t — 1],
valendo R(0) = —1.

De (23), (30) e (37) chega-se, como um caso possivel de solucdo, para
x € R3 e introduzindo implicitamente a terceira coordenada espacial v; = 0 em v,
a

(41) v(x, t) = X(x, — x,)T(£)(1,1,0)
= [A cos(BE) + C sen(£B&)](1 — e He™4(1,1,0),

que como podemos perceber nao é de fato uma solugdo Unica para a velocidade,
devido as infinitas possibilidades que tivemos para definir a dependéncia temporal
T(t), bem como a dependéncia espacial X(§), ¢ = x; — x,, além das constantes
arbitrarias A,B,C em (41). Mesmo sem unicidade de solucdo, ela satisfaz aos
requisitos que esperavamos: é limitada, continua de classe C®, igual a zero no
instante inicial, tende a zero com o aumento do tempo, e tem divergente nulo
(V-v = 0). Além disso, quando utilizada na expressao (17.5) obtida para a forca
externa, nao retira da for¢a f a condicdo de pertencer ao espaco de Schwartz em
relacdo ao espaco R3® e ao tempo, ie, f € S(R3 X [0,)), conforme é possivel
provar das propriedades de S que vimos na se¢do § 2 anterior.

A pressdo é obtida integrando-se (24) em relagdo a diferenca & = x; — x,,
coma=1b=0,Q() = X(&) e R(t) dado em (40),

(42) p(x,t) = po(t) = R(®) [} Q(€)d§ + 6(2)
—e 2B?v(1 —e t) + 2e t — 1] 5(&) + 6(b),
[sen(BE) — sen(B&y)] — % [cos(£BE) + cos(£B&,)],

1> |

S =

B

onde &, é a superficie £ =&, e onde a pressao é p, no instante t, e novamente
vemos que esta solucdo ndo é unica, ndo apenas devido unicamente a funcio 6(t),
mas também devido a constante arbitraria B, além da maneira como R(t) e Q(¢)
foram obtidas, com certa liberdade de possibilidades. 8(t) é nossa fungido genérica
do tempo, ou uma constante, que deve ser de classe C*([0,)) e podemos supor
limitada.

10



Completando a solugdo principal (p,u) que buscamos para a equagdo (1),
temos finalmente

(43) u(x, t) =u’(x)e t + v(x,t),
com u°(x) dado em (17.1), v(x,t) em (41) e f(x,t) em (17.5).

A velocidade (secundaria) v que escolhemos torna a velocidade (principal)
u uma fung¢ao com algumas propriedades semelhantes a ela: u é limitada oscilante,
contém uma soma de seno e cosseno em relacdo a diferenca das coordenadas
espaciais, e decai exponencialmente em relacdo ao tempo, ou seja, ndo pertence a
um espaco de Schwartz em relacdo a posicdo, nem é de quadrado integravel
(violando assim a inequagdo (7) em t > 0), mas é continua de classe C® e ndo
diverge quando |x| — oo. Seu comportamento em relagcdo a x; — x, e a divergéncia
da energia cinética total, obviamente, ndo retiram de f(x,t) a condicdo de ser
pertencente a S(IR3 x [0, 00)), equivalente a inequacdo (5), ja que esta s6 depende
de u°(x) e v(x, t). Também temos v(x,0) =0, V- v =0, v € C°°(]R3 x [0, 00)), ea
validade de (1), (2), (3), (4) e (6), u(x,0) = u’(x), u® € S(R®), com V-u=0e
ue C°°(R3 x [0, 00)), conforme queriamos.

§ 6 - The non uniqueness in n = 2 spatial dimention

O que ha com as provas de unicidade das solu¢cdes das equacdes de Navier-
Stokes em dimensao espacial n = 27

Nao sendo possivel analisar todas as provas existentes, € possivel ao menos
entender que tais provas ndo devem levar em consideracdo a auséncia do termo

~ 1s ~ . du; , .
ndo linear nas Equagdes de Navier-Stokes, }.7_; u; B—Z‘_ =((u-V)u);,1<i<n,efoi
J

a esta auséncia que recorremos em nosso segundo exemplo.

Semelhantemente a esta causa, também se percebe que diferentes equagdes
do tipo de Navier-Stokes, com auséncia de um ou mais termos da respectiva
equacao completa, e que ndo obstante tenham a mesma condi¢do inicial
u(x,0) = u®(x), terdo provavelmente, no caso geral, diferentes solu¢des u(x, t)
entre elas, e assim nao podera haver unicidade de solucao em relagdo a equagdo de
Navier-Stokes completa, com todos os termos. Se todas apresentassem sempre a
mesma e Unica solucdo, bastaria para nés resolver somente a mais simples delas,

por exemplo, Vp = —2—1; ou Vp = vV?u (Equacdo de Poisson se Vp £ 0 ou de

Laplace se Vp =0) ou 2—1; = vV?u (Equac¢do do Calor com Vp = 0), todas com

u(x,0) = u®(x), e conferir se a soma dos demais termos faltantes é igual a zero ao
aplicar a solucdo u obtida na equagdo reduzida. Se sim, a solucdo da equacao
reduzida é também solu¢do da equagdo completa. Importante exemplo desta
auséncia sao as Equacdes de Euler, que diferem das Equacdes de Navier-Stokes
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pela auséncia do operador diferencial nabla aplicado a u, V?u = Au, devido ao
coeficiente de viscosidade ser nulo, v = 0.

E facil provar que as trés equagdes acima, assim como a equacido
Vp +Z—Ltl = vV?u, ndo podem realmente ter uma unica solucdo, dada apenas a
condi¢do inicial para a velocidade u(x,0) =u°(x). Pelo contrario, a forma
completa das equagdes de Navier-Stokes, onde supomos que 27=1u'_j =
((u-Vu); #0, 1 <i <n, tem unicidade de solucao para n = 2 e em ao menos
um pequeno intervalo de tempo ndo nulo [0,T] para n = 3, onde T é conhecido

como blowup time. Acrescentemos em todas estas equagdes a condicdo de
incompressibilidade, V- u = 0.

Trata-se assim de um interessante problema de Analise Combinatéria
aplicada a Analise Matematica e Fisica-Matematica.

§ 7 - Uniqueness in n = 2 spatial dimention

Verificamos na se¢do § 5 que o sistema

( o _ o2
|Vp+at—vVv

(44) 4 w-Vv=0
V-v=0
L v(x,0) =0

tem infinitas solugdes para a velocidade da forma

(45) v(x,t) = X(T(6)(1,1),§ = x1 — Xy,

com T(0) = 0, ndo obstante existem as provas conhecidas da unicidade de

Vp+%+(v-V)v=vV2v
(46) V-v=0
v(x,0) =0

contradizendo o que obtivemos.

Sem ser necessario nos demorarmos nas provas conhecidas, expondo todos
os seus detalhes, repetindo suas passagens, é possivel constatar em Leray [10],
Ladyzhenskaya [11], Kreiss and Lorenz [14], dentre outros, que as provas de
existéncia e unicidade baseiam-se na forma completa das equagdes de Navier-
Stokes, por exemplo (46), e ndo em uma forma desmembrada das equacgdes de
Navier-Stokes, como (44).

As equacgbes de Navier-Stokes sem for¢a externa com n = 2 sao (usando
X=Xy =Xy)
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ap Juq Juq Jouq 2
— T U —+u,— =vVv:u
T Tthg, T dy 1

ox

(47)
dp . Ou, du, ou, 2
6y+ 5 +uq P + u, 3y =vVu,

Podemos dispor o sistema acima de forma parecida com um sistema de
equagoes lineares,

ou ou a u

Uy =2+ upy =t = vy, — 2 -2

ox ay ax at

(48) u Ju, +u ou, szu dp du,
1 ox 29y 2 8y ot

e a seguir em forma de uma equagdo matricial,

Ouy  Ous\ oy, szul—g—p—%
49 ox dy _ x
(49) Juz  Oup T\ yyzy,_ 0w
ox 0y u; 279y ot
Chamando
aul 6u1
_ | ox oy
(>0 A= 0w ou
dx dy
U
(51) U=
U,
2, _9p _dug
LAl T
(52) B=N e op_ow
VW U2— 5, T o

a solucao para U da equacdo (49), AU = B, é
(53) U=A1B,

que para existir e ter solugdo Unica deve-se ter

_ Oui du; _ 0u; 0up
(54) detd = o 0y 3y ox * 0,
ou seja,
(55) Ouy 0up _, Ouq 0uy

ox dy oy ox’

regra que também deve ser obedecida para t = 0 (de novo pode nos levar aos
casos (C) e (D) de [1] aplicando-se 0 método em matriz 3 X 3,i.e., n = 3).

Se usarmos a condicdo de incompressibilidade V-u = 0,
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aul auz _
(56) el

i.e.,

duy _ _dup
(57) Friniaie

transforma-se a condig¢do (55) em

_ %)2 du; Juy
(58) (631 * oy ox’

ou equivalentemente,

6u1 2 6u1 6u2
(59) - (g) o

Como esta condicdo deve ser valida para todo t, em t = 0 deve-se obedecer

a

(60) _ (ﬁ)z L oupoud
ax dy 0x

e

61) _ (@)2 L 2w 0u
oy oy ox’

usando u(x,y,0) = u’(x,y) = (ui(x,y),ul(x,y)).

Se a velocidade inicial u° for tal que sejam desobedecidas (60) ou (61)
entdo ou ndo havera solucdo para o sistema (47) (sistema inexistente) ou nao
havera uma tnica solugdo (sistema indeterminado), tal como na teoria de sistemas

lineares.
Definindo
(7] ou u
Wiy — 221 2L
(62) U. = dx at ady
Y py2y, O _Ouz Oup
2 9y at oy
e
ou a ou
e A VA VO g
63 U, = ox ox at
( ) 2 7| ou, 2 op Oduy |
— Wru, ————=
ox ay at

a solucdo para uq, u, sera
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det U1

64 u, =
( ) 1 det A
e
_ det U2
(65) Uy = ——~.
Sendo
dp Ouq)\du, 2 ap duy\ duq
66 detU =(vV2u ————)——(vVu —_—— )=
(66) 1 17 9x ot ) ay 2 9y ot/ oy
e
dp Ou ) ou ( ap 6u1) ou,
— 2, _ Op _Ouz\ou; 2,, _ Op _ 0uj)\oduz
(67) detU, = (VV Uy 3y at) ox vVeu, 5 20 ) ax
e det A dado em (54) temos entao
_@_M)%_( 2 _f’_v_%)fm
68 __detU; _ (vV Y179 " 5t ) By vV, oy ot/ dy
(68) 17 deta — dug Jup _ Juq duy
dx 0y dy 0x
e
_aj_aﬂ)%_( 2 _@_%)aﬂ
69 _ detU; _ (vwus ay "ot ) ax ~ WV 5~ T ) ox
(69) Y2 = Geta — duy Jup _ duy Juy
dx dy dy 0x
Usando a equagao de incompressibilidade no determinante de 4,
(70) U, = — dx at ) oy dy at ) oy
1 (6u2)2 duq duy
ay dy 0x
e
2 _a_p_auz)aul_( 2 _a_p_aul)auz
71) U = — (vwuo- 58 -T2) B~ (W= 52 - T) 5
2 (aul)z duq duy
ax dy 0x

E verdade que as solu¢des (equacgdes) acima sdo tdo ou mais complicadas
quanto as equagdes originais (47), e parece nao haver utilidade em resolvé-las.

Mas desta forma complicada se pode chegar com mais certeza a seguinte
constatacdo: as equacdes de Navier-Stokes (e Euler) tém uma simetria entre as
variaveis, tanto as dependentes quanto as independentes.

A simetria neste casoden = 2 é
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(72.1) Uy © Uy
(72.2) xXey
ficando p e t inalterados:
(73.1) pep
(73.2) t et

Isso sugere, sendo resolve completamente, a questdao da solugdo destas
equacoes. Se as equacdes em si sdo simétricas em relagdo a determinadas
transformacgoes, entdo esperamos que suas solu¢des também o sejam sob estas
transformacdes. O mesmo método pode ser aplicado também para n > 3, com a
regra (por exemplo)

(74.1) Ui P Uiy, Upgq = Uy,
(74.2) Xi P Xit1, Xn41 = Xq,
(74.3) pep,
(74.4) tot.

E de se esperar que a condi¢do inicial u(x,0) = u°(x) deva obedecer
também a estas simetrias, mas permanece inalterada a condicio de

n 0y —yn ouy

incompressibilidade: - ; % =15,

Se fornecemos u,(x,y,t) como dado de entrada no nosso sistema entao
devemos esperar que a solucdo para u,, supostamente simétrica a u, pela regra
(72) anterior, seja

(75) ul (X, y; t) = uZ (y' X, t);

i.e, trocamos x por y, e vice-versa, na solu¢do dada previamente para u, e
igualamos a u; o resultado desta transformacdo. Restara obter a pressdo p ou
entdo, caso ela também tenha sido dada, verificar se as variaveis u;, u,, p
realmente satisfazem o sistema original.

A forma geral da solugdo para a pressao p, que deve satisfazer

(76) Vp + Z—I: + (u-V)u = vy,
é
) a
(77) p—po(t) = (E; fvy)o) VWP -2~ (u-V)u| - dl + 6(t),
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onde supomos que na posi¢do (x,y) = (xg,Y,) € no instante t a pressdo é igual a
po(t). A integragdo se da em qualquer caminho entre (x,,y,) e (x,y), pois a
pressao deve ser uma func¢do potencial do integrando de (77) para que (47) tenha
solucdo.

E de se esperar também que p seja simétrica em relagdo as variaveis x e y,
ou seja,

(78) p(x,y,t) =p(y,x,t),

assim como em 3 dimensoes, usando x = x1,y = x;,Z = x3,

(79) p(x,y,z,t) =p(,zx,t) =p(z,x,y,t).

Finalmente entdo, desenvolvidas as consideracdes anteriores, nosso
exemplo 3, que busca uma solugdo Unica para o sistema de Navier-Stokes em n =
3, com todos os termos da equacdo, forca externa ndo nula, e que fornece energia
cinética total infinita para o sistema (1) a (6) em t > 0, serd baseado no exemplo 2,
mas precisaremos novamente recorrer a auséncia do termo nao linear na equagao
auxiliar com n = 3. Uma vez que (18), a Equacdao de Navier-Stokes sem forca
externa, tem como condicdo inicial a velocidade inicial nula, a Unica velocidade
possivel para sua solucao é também a velocidade nula, devido a unicidade das
solucdes na forma completa desta equacdo (abstraindo-se de pressdes genéricas
constantes e/ou fungdes do tempo), solucdo que ndo nos interessa. Sendo assim,
precisaremos novamente que (18) ndo tenha o termo nao linear. A unicidade da
solucdo da equagdo principal em trés dimensdes, entretanto, ao menos em
pequeno intervalo de tempo, é garantida por esta conter todos os termos
(novamente, excecdo feita a pressdo nao unica), inclusive a for¢a externa aplicada
(que por si depende da solucao nao unica da equagao auxiliar com n = 3).

§ 8 - Example 3

O terceiro exemplo é uma generalizacdo do exemplo 2, com as componentes
de velocidade v, e v; proporcionais a componente v,

(80.1) v = XOT(), € =2 +-x; — 2%x3, a#0, B+0,
(80.2) vy = avy,
(803) v3 = ,8171.

Também poderiamos usar outras combinag¢des de coeficientes nas variaveis x; em
¢, desdeque V- (éI) = 0,com] = (1,1,1). No exemplo 2 usamos a = 1, f = 0.
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Vamos escolher as componentes da velocidade inicial u® com alguma
propriedade de simetria. Ndo é facil pensar em velocidades ndo constantes com
componentes simétricas u? e a0 mesmo tempo cujo divergente V - u° seja nulo. As
velocidades com simetria cuja i-ésima componente ndo contém a i-ésima
coordenada espacial, para todo i (natural) em 1 < i < n, cumprem este requisito:
oud
dx;
V- (Vx A) = 0, ou seja, escolher um vetor u® que tenha um potencial vetor 4, i.e.,

=V X A. Entdo escolhamos primeiramente um vetor A que tenha as
propriedades de simetria que esperamos.

= 0. Alternativamente podemos utilizar a conhecida igualdade vetorial

Seja A = (A1, A,, A3) o potencial vetor que queremos. Fazendo 4; = 4, =
As = e, com 12 = x% 4+ x2 + xZ, o valor que atribuimos para a velocidade inicial
u®(x) sera

(81) UO(x) =rot A = 2" (—=xp + X3, —X3 + X1, —X1 + X3).

Seguindo as equacgdes 17 do exemplo 2, facamos agora para x € R3,

(82.1) v(x,t) = e tw(x,t),
(82.2) w(x,t) = (Wl(xl,xz,x3, t), wy(xq1, x5, x3,t), w3 (x4, X5, X3, t)),
w(x,0)=0,V-w=0, w%0,
(82.3) u(x,t) =uf (et +v;(x,t) = [ up (x) + wi(x,t)]e ™",
_ ou) aw; ) _
(82.4) filx,t) = (—u? +e t Y[y 0 w + u} aW, +w; au]] - VVZu?> et
_ 0 3 -ty oau 0 9v; ouf 2.0\ -t
_(_ui+2j=1[ + ]aJ+v]a]] VV ui>e )

o que resulta para p(x, t) e v(x, t), como incognitas ainda a determinar,

6vl

(83) RN v 2 o, L= vV2y,,

as equacdes de Navier-Stokes sem forca externa.

As equacgdes (80) aplicadas em (83) resultam em

4T (S +at 4 pTE) = vy,
1

dox dax
(84) 5 + a% +a (% +a a’“ +B 6”1) =vaViy,
2
a@: ﬁ 6v1 n ﬁ (61;1 61;1 n ﬁ 6171) _ VBV2U1
Como
i v pOn X (08 08 | 98 _ax o
(85) dx1 +aax2 +ﬁax3 T (6x1 t aaxz +'Bax3) T (1+1-2)=0
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pela definicdo de ¢ que usamos em (80.1), entdo (84) fica

( aa—:l + % = vV,
(86) {;—i + a2 = v Vn,
:—i + B % = BvV2y,
ou equivalentemente,
If ;—i = vV?y, — %
(87) gj—iza[vvzvl—%] :a;—:l
6672: B[vvzvl —%] = B;—)Z

Semelhantemente ao que vimos na secao § 5, equacdo (24), paraa=1¢e
b = 0, vamos fazer a pressao ser definida como

(88) = Q®RO,

e a velocidade

(89) v = X(E@)T®), c1=1Lc; =a,c3=p,
com ¢ definido em (80.1),

(90) 5=x1+§x2—2%x3,a¢0,ﬁ¢0.

Sera suficiente entdo, além da equacgao (88) para a pressao, resolvermos
uma Unica equagdo diferencial parcial linear, envolvendo v;, ao invés de um
sistema de trés equacgdes diferenciais parciais nao lineares, para v;, v,, vs.

O desenvolvimento da solucdo aqui segue os mesmos passos ja vistos na
secdo § 5, equacgdes (29) a (43), sendo a principal mudancga a expressao para &
dada em (90), com o aumento de dimensdes e a proporcionalidade entre v,, v; e
V1.

§ 9 - Conclusion

All examples obey the necessary conditions of divergence-free (V- u° = 0),
smoothness (C*) and partial derivatives of u° and f of Cur(1+ |x|)™% and
Comx(1 + |x| + )% order, respectively. We conclude that we must have
u® € S(R?) and f € S(R3 X [0, )). To each possible u(x, t) so that (3) is true, the
external force f(x,t) and the pressure p(x,t) can be fittingly constructed, in C®
class, verifying (8), and in a way to satisfy all the necessary conditions, finding, this
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way, a possible solution to (1), (2), (3), (4), (5) and (6), and only (7) wouldn’t be
satisfied, for t > 0, according to (10). We then show examples of breakdown
solutions to case (C) of this millennium problem. These examples, however, won’t
take to case (A) from [1], of existence and smoothness of solutions, because they
violate (7) (case (A) also impose a null external force, f = 0).

An overview of the problem’s conditions is listed below.

v>0,n=3
Jul(x):R3 smooth (C®), divergence-free (V- u° = 0)
3f(x,t):R3 X [0, ) smooth (C*)

4 107u ()] < Cu(1 + [xDTHR®, Vo, K

(5) 1020 f(x,t)| < Comx (1 + |x| + ) K:R3 x [0,0), Va,m, K
A(p,u): R® x [0, ) /

) 43l 1u]a = Vzui—:—i+ﬂ(x,t),1 <i<3 (x€R3t>0)
2) V.u=0

(3) u(x,0)=u(x) (x € R®)

(6) pu€C”(R®X[0,0))

(7)) Jpelu@x, O)|?dx < C,vt 20 (bounded energy)

It's important that we also analyse the solution’s uniqueness question. As
u®(x) and f(x, t) are given of C* class, chosen by us, and satisfying (4) and (5), i.e.,
belonging to the Schwartz space, with V-u° = 0, claim that there is no solution
(p, w) to the system (1), (2), (3), (6) and (7) might assume that we explored, or
proved to, the infinite possible combinations of p and u, i.e., of (p,u). So we need
that exists uniqueness of solution for the speed that we build, eliminating other
possible speeds for the same data used, u°(x) and f(x,t), and involving in finite
total kinetic energy.

The uniqueness of the solution (except due the pressure p(x,t) with
constant additional term or time-dependent) comes from classical results already
known, for example described in the mentioned article of Fefferman [1]: the
system of Navier-Stokes equations (1), (2), (3) it has unique solution for allt = 0
or only for a finite time interval [0,T) depending on the initial data, where T is
called “blowup time’. When there is a solution with finite T then the velocity u
becomes unbounded near the “blowup time”.
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We see that the existence of our solution in the given example is guaranteed
by construction and direct substitution. Our velocity has no irregular behavior, any
regularity loss, at no time t, in none position, that becomes unlimited, infinite, even
for t - o or |x| = oo, therefore, there can be no “blowup time"in the example we
gave, therefore the solution found in the previous case is unique at all times
(unless pressure). But even if there were a finite T (in [10], [11] we see that T >
0), the uniqueness would exist in at least a small interval of time, which is enough
to show that in this time range occurs the breakdown of Navier-Stokes solutions
because it was disobeyed limited kinetic energy condition (7), making the case (C)
true.

§ 10 - Final Comments

Nao é dificil estender o resultado obtido anteriormente na se¢do § 6 com a
velocidade bidimensional para uma velocidade v com trés componentes espaciais
nao nulas, conforme vimos na se¢ao § 8.

Se

91) v(xq, x5, %3, t) = X(x1 + x, — 2x3)T(t) (1,1,1) = X(ET ()],
E(x) =x1 +x, —2x3, I = (1,1,1),

valendo V- (éI) = 0, teremos também V-v =0 e a eliminacdo dos termos nio

lineares (v-V)v = (Z?zl vj%,) = 0 das Equagdes de Navier-Stokes sem
J 71<i<3

forca externa. Assim a solucao de (18) sera reduzida a solu¢do de uma equagao

diferencial parcial linear, a Equacao do Calor ndao homogénea tridimensional,

a .
(92) 2L = yV2y, —

o = ¢u1<i<3,

devendo valer

(93) a—xj—O—Xi,l¢].

’p _ 9?%p

axjaxl- - 6xiaxj

Como v; =v;,Vi,j, a igualdade (30) é verdadeira, vale

temos a seguinte solu¢do para a pressao:
(9%) pCe ) —po(t) = [i7 (vIVEX - X 57) dE + 6(0),

com
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(95) 9 _0 _ _,0p

dx,  Oxy 0x3

Consideremos p,(t) como a pressdo no instante t e na superficie & = &,.

Outras combinagdes dos x;,x,,x3 em & também sdo possiveis, desde que
seus coeficientes somem zero, ou seja, V- ((I) = 0.

Observemos que a fungdo T(t) em (27) nao deve ter singularidades no caso
de se desejar que as velocidades u,v sejam regulares, limitadas em moddulo
(norma), nao obstante, T'(t) singular, infinita para um ou mais valores do tempo t,
pode ser considerada como um “marcador” de blowups, e assim podemos
construir solucdes com instantes de blowup t, bem determinados, a nossa
vontade, tais que T(t,) — oo.

Na auséncia de singularidades de T(t) e X(&(x)), entretanto, desejando
apenas velocidades regulares, conclui-se que é possivel a uma equacgdo de Navier-
Stokes tridimensional (em geral, n-dimensional) “bem comportada” ter mais de
uma solugdo para a mesma velocidade inicial. Da especial forma dada a solugdo
v(x,t) em (27), com T(0) =0, para uma mesma velocidade inicial v(x,0) =
X(E(x))T(O)I =0, com I =(1,1,1), é possivel gerar, em principio, infinitas
velocidades diferentes v(x,t) = X(é(x))T(t)I, para diferentes fun¢ées da posigio
X(&(x)) e do tempo T(t), que resolvem a equacdo de Navier-Stokes (18) sem forga
externa. Isso remete a resposta negativa ao 152 problema de Smale [12], como ja
haviamos visto anteriormente pensando apenas na ndo unicidade da pressao
devido ao termo adicional 6(t) + g, onde g # 0 é uma constante e 6(t) uma
funcdo explicita do tempo (no problema original de Smale a pressdo ndo varia no
tempo).

Em proximo artigo o correspondente a se¢do § 7 em trés dimensdoes.

Grato, amigo Deus. Pela paz entre as religioes, e entre as pessoas.
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Three Examples of Unbounded Energy fort > 0
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Abstract - A solution to the 6th millenium problem, respect to breakdown of
Navier-Stokes solutions and the bounded energy. We have proved that there are
initial velocities u°(x) and forces f (x, t) such that there is no physically reasonable
solution to the Navier-Stokes equations for t > 0, which corresponds to the case
(C) of the problem relating to Navier-Stokes equations available on the website of
the Clay Institute.

Keywords - Navier-Stokes equations, continuity equation, breakdown, existence,
smoothness, physically reasonable solutions, gradient field, conservative field,
velocity, pressure, external force, unbounded energy, millenium problem,
uniqueness, non uniqueness, 15t Problem of Smale.

§ 1 - Introdugao

A segunda maneira que vejo para se provar a quebra de solucdes
(breakdown solutions) das equagdes de Navier-Stokes, seguindo o descrito em [1],
refere-se a condicao de energia limitada (bounded energy), a finitude da integral
do quadrado da velocidade do fluido em todo o espago.

Podemos certamente construir solugdes de
aul _ 2 dp .
(1) +Z] 1u]a Vui—a—xi-l-fi,lﬁlS&

que obedecam a condicao de divergente nulo para a velocidade (equacdo da
continuidade para densidade de massa constante),

3 0y

(2) divu=V-u= i=15,

=0, (fluidos incompressiveis)

e a condicdo inicial
(3) u(x, 0) = u’(x),

onde u;, p, f; sdo funcdes da posicdo x € R® e do tempo t > 0,t € R. A constante
v = 0 é o coeficiente de viscosidade, p representa a pressdo e u = (uy,u,, uz) € a
62
ox?
funcao f = (f1, f2, f3) tem dimensao de aceleracdo ou forca por unidade de massa,

velocidade do fluido, medidas na posi¢do x e tempo t, com V2=V V= Zl 1 A

mas seguiremos denominando este vetor e suas componentes pelo nome genérico
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de forca, tal como adotado em [1]. E a forca externa aplicada ao fluido, por
exemplo, gravidade.

As fungdes u®(x) e f(x, t) devem obedecer, respectivamente,

(4) 0%ul(x)| < Cyrxe (1 + |x]) ¥ sobre R3, para quaisquer a € N3 e
X aK

K € R,

e

(5) 10207 f (x,t)| < Comi (1 + |x| + t)™¥ sobre R3 x [0, ), para

quaisquera € N3, m e Ny eK € R,

com N, = {0,1,2,3, ...} (derivadas de ordem zero néo alteram o valor da fungio), e
uma solucao (p,u) de (1) para que seja considerada fisicamente razoavel deve ser
continua e ter todas as derivadas, de infinitas ordens, também continuas (smooth),
i.e.,

(6) p,u€C”® (R3 X [0, ©0)).

Dada uma velocidade inicial u® de classe C® com divergente nulo
(divergence-free, V - u® = 0) sobre R3 e um campo de forcas externo f também de
classe C® sobre R3 X [0,), quer-se, para que uma solucdo seja fisicamente
razoavel, além da validade de (6), que u(x,t) ndo divirja para |x| = o e seja
satisfeita a condicdo de energia limitada (bounded energy), i.e.,

(7 fIR{3 |lu(x, t)|*dx < C, paratodo t > 0.

Vemos que todas as condi¢des acima, de (1) a (7), precisam ser obedecidas
para se obter uma solucdo (p,u) considerada fisicamente razoavel, contudo, para
se obter uma quebra de solugdes, (1), (2), (3), (6) ou (7) poderiam ndo ser
satisfeitas para algum t > 0, em alguma posicdo x € R3, mantendo-se ainda a
validade de (4) e (5).

Uma maneira de fazer com que esta situacao (breakdown) ocorra é quando
(1) ndo tem solucao possivel para a pressao p(x,t), quando o campo vetorial
¢:R3 x [0,0) - R3 em
2 ou
(8) Vp=vVu—E—(u-V)u+f=¢

é ndo gradiente, ndo conservativo, em ao menos um (x,t) € R3 X [0,0). Nesse
caso, para ¢ = (¢, P, , P3) ser ndo gradiente deve valer

0 0¢
9) i i,
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para algum par (i,j),1<i,j <3, x € R?® e tempo t ndo negativo (para mais
detalhes veja, por exemplo, Apostoll?], cap. 10).

Se admitirmos, entretanto, que (1) tem solucdo (p,u) possivel e esta
também obedece (2), (3) e (6), a condicio inicial u°(x) verifica (2) e (4), a forca
externa f (x, t) verifica (5) e u®(x) e f(x, t) sdo de classe C*, podemos tentar obter
a condicdo de quebra de solugdes em t > 0 violando-se a condi¢cdo (7) de energia
limitada (bounded energy), i.e., escolhendo-se u°(x) ou u(x,t) que também
obedecam a

(10) ng |lu(x, t)|?dx — oo, para algum t > 0.

A descricao oficial do problema para este caso (C) de quebra de solugdes é
dada a seguir:

(C) Quebra das solugdes da Equagio de Navier-Stokes sobre R3. Para v>0 e
dimensdo espacial n = 3 existem um campo vetorial suave e com divergéncia nula
u%(x) sobre R3 e uma forg¢a externa suave f(x, t) sobre R X [0, o) satisfazendo

(4) |02u°(x)| < Cox (1 + |x]) ¥ sobre R3, Va, K,
e
(5) 020 f (x, t)| < Comx (1 + |x| + t) K sobre R3 x [0, ®), Va, m, K,

tais que ndo existe solu¢do (p,u) sobre R3 x [0, ) satisfazendo (1), (2), (3), (6) e

(7).

Vé-se claramente que podemos resolver este problema buscando
velocidades validas cuja integral do seu quadrado em todo o espaco R3 é infinito,
ou também, conforme indicamos em (8), buscando fung¢des ¢ nao gradientes, onde
a pressdo p ndo podera ser considerada uma fungao potencial, para algum instante
t > 0. Entendemos que os a,m indicados em (4) e (5) s6 fazem sentido para
la|,m € {0,1,2,3,4, ...} e os K negativos podem ser desprezados, pois ndo limitam
o valor das func¢des u®, f e suas derivadas quando |x] = o ou t — o, com
CaK: CamK > 0.

§ 2 - O espago de Schwartz S

A inequacdo (4) traz implicitamente que u°(x) deve pertencer ao espaco
vetorial das fun¢des de rapido decrescimento, que tendem a zero em |x| — oo,
conhecido como espaco de Schwartz, S(R3), em homenagem ao matematico
francés Laurent Schwartz (1915-2002) que o estudou [3]. Estas fung¢des e suas
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infinitas derivadas sdo continuas (C™) e decaem mais rapido que o inverso de
qualquer polinémio, tais que

(11) lim .0 |X|* D% (x) = 0

para todo a = (a4, ..., @,), @; inteiro nao negativo, e todo inteiro k > 0. @ é um
multi-indice, com a convengdo

glal

aq an |
Oyt . 0"

(12) D% = al=a; ++ay,a; €{0,1,2,...}.

D° é o operador identidade, D* um operador diferencial. Um exemplo de funcio
deste espaco é u(x) = P(x)e *I, onde P(x) é uma funciio polinomial.
Valem as seguintes propriedades [4]:

1) S(R™) é um espaco vetorial; ele é fechado sobre combinagdes lineares.

2) S(R™) é uma algebra; o produto de fungées em S(R"™) também pertence a
S(R™).

3) S(R™) é fechado sobre multiplicacdo por polindmios.
4) S(R™) é fechado sobre diferenciagao.

5) S(R™) é fechado sobre translagcdes e multiplicagdo por exponenciais complexos
(eix-g‘)_

6) funcdes de S(R™) sdo integraveis: fRn |f(x)]dx < oo para f € S(R"). Isto segue
do fato de que |f(x)|<M(1+|x|)~™Y e, usando coordenadas polares,
Jen@ + |x)™Vdx = € fooo(l +7r) " 1" 1dr < o, i.e, o integrando decresce

como 2 (e (1 + r)~2) no infinito e produz uma integral finita.

Da definicio de S(R3) e propriedades anteriores vemos que, como
u®(x) € S(R*), entdo [, [u’()|dx < [, M(1+ |x)"*dx < C fooo(l +7r)2dr<o

e quadrando [u®(x)| e M(1 + |x[)™* chegamos a desigualdade [, [u(x)|*dx < oo,
que contradiz (10).

Outra forma de verificar isso é que o conjunto S(R") estd contido em
LP(R™) paratodop, 1 <p < oo ([5]-[9]), e em particular parap = 2 e n = 3 segue
a finitude de [, [u®(x)|*dx.

Portanto, se a condi¢do (7) for desobedecida, conforme propomos neste
artigo, sera para t > 0, por exemplo, encontrando alguma func¢ao u(x,t) da forma
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u’()v(x,t), v(x,0) =1, 0uu’(x) + v(x,t), v(x,0) =0, com [, |v(x,t)[*dx — oo

e Jps [u(x, t)|?dx — oo,

§ 3-Exemplo 1

De fato, escolhendo u°(x) € S(R3) e f(x,t) € S(R3 X [0, ®)), obedecendo-
se assim (4) e (5), lembrando-se que ndo precisamos ter u,p € S(R3 X [0, ))
como solucdo, apenas u,p € C®(R3 x [0,»)), entdo é possivel construir uma
solu¢io para a velocidade da forma u(x,t) = u®(x)e~* + v(t), com v(0) = 0, tal
que [o; [u(x, t)|?dx — oo, pois, quando [p,[[u(x)|’e™" + 2u’(x) - v(t)]dx = 0, por
exemplo, quando cada componente de u°(x) tem o mesmo sinal da respectiva
componente de v(t) ou o produto entre elas é zero ou ng u%(x) - v(t)dx = 0,
teremos [, [u(x, t)[*dx > fR3|v(t)|2dx = |v(t)|? fRS dx - o, com v(t) = 0,t > 0.
Também devemos escolher u, u° taisque V-u = V-u® = 0.

Em especial, escolhamos, paral <i < 3,

(13.1) u0(x) = e~ CIHXE+X3) (3 x 3, X5, —22,%,),
(13.2) v;(t) =w() =e (1 —e™),
(13.3) u(x, t) = ud(x)e t + v;(t),
— 0 —ty3 008 3 ouf 2,0\ -
(13.4) filx, t) = (—ui +e 'Yy a—xj+2j=1vja—xj— vV ui>e t

o que resulta para p(x, t), como a Unica incégnita ainda a determinar,

ov
(14) Vp + Pl 0,
e entdo
(15) p(x,t) = —i—v:(xl + x, + x3) + 6(0).

A pressdo obtida tem uma dependéncia temporal genérica 8(t), que deve ser de
classe C*([0, o)) e podemos supor limitada, e diverge no infinito (x| = o), mas
tendera a zero em todo o espago com o aumento do tempo (a menos
eventualmente de 0(t)), devido ao fator e ¢ que aparece na derivada de w(t),

d —tyoy -
d—v:=e t(2e7t —=1).

(16)

Neste exemplo [, u’(x)-v(t)dx =0, e assim [, |u(x,t)|[*dx — oo para

t > 0, como queriamos. Mais simples ainda seria escolher u°(x) = 0.
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Interessante observarmos que ndo ocorre nenhuma descontinuidade na
velocidade, nem singularidade (divergéncia: |u| — o), entretanto a energia

cinética total em todo o espaco diverge, ng |u|? dx - oo. Tivemos como dados de
entrada u® € L?(R®), f € L?(R® x [0,0)), mas por solugdo u & L?(R3 x [0,)),
assim como p & L? (]R3 x [0, 00)).

§ 4 - Exemplo 2 - Ideia Geral

Outro exemplo interessante, utilizando a mesma velocidade inicial anterior,
mas fazendo v depender explicitamente das coordenadas de posicio x;,x, nas
diregdes ey, e,, além do tempo t, e ser igual a zero na dire¢do e;, com v(x,0) = 0,
V-v=0, v # 0 (v ndo identicamente nulo), e que também obedece a todas as
condi¢des de (1) a (6),é,paral <i < 3,

(17.1) u0(x) = e~ CT+XE4X3) (3 x 3, X3, — 22, %,),

(17.2) v(x, t) = e tw(x, t),

(173) W(x! t) = (Wl (xlﬂxZ' t)'WZ (xlﬂxZ' t), 0)!
w(x,0)=0,V-w=0,wyg=v3=0, w#0,

(17.4) w(x,t) = ul (et +v;(x,t) = [u) (x) + w;(x, t)]e,

(17.5) filx,6) = (—u? ret 3l 2 o o t+w g” 2 szu?> et

- au9 av; oul
= (—u? + X3 ,[e tuQTZ+u9—f+vj L —vW2u 0) -,

o que resulta para p(x, t), como a Unica incognita ainda a determinar,

6vl

(18)

2
+Z, 117]6 L= yV3y,,

as equacoes de Navier-Stokes sem forga externa.

Nés sabemos que para n = 2 a equagdo (18) tem solucao cuja existéncia e
unicidade ja estd provada ([10]-[13]), sendo assim, transformemos nosso sistema
tridimensional (18) em um sistema bidimensional em v, o que fornecera como
solucdo uma pressao p e uma velocidade v, a priori, com dominio espacialmente
bidimensional, i.e., nas variaveis (x4, x,, t). Resolvida, por hipotese, a equagao (18)
acima, com v(x,0) = 0, V-v = 0, mas v ndo identicamente nula, acrescentemos a
terceira coordenada espacial v; =0 na solucdo definitiva para u(x,t),
espacialmente tridimensional, em (17.4), e calculemos a for¢a externa em (17.5).
Escolhendo v € S(R? X [0,9)) ou v polinomial, seno ou cosseno para ser usada
em (18), garantiremos que f € S(R3 X [0,)), obedecendo-se (5), com u® €
S(R3?), conforme (4). Fazendo que v seja limitada em médulo (norma) faremos
com que u ndo divirja em |x| = oo, que é uma condi¢do fisicamente razoavel e
desejavel em [1]. Construamos entdo uma velocidade v nao identicamente nula,
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com v(x,0) =0, V-v =0, tal que seja relativamente simples resolver (18), que
seja limitada em modulo, possa tender a zero no infinito em ao menos
determinadas situacdes, seja integravel em R?, de classe C* e satisfaca (5).

A equacgdo (18) admitira ainda uma dependéncia temporal genérica para a
pressdo da forma

(19) p(x' t) = pl(xllXZrt) + H(t)r X € R3'

i.e, além da solucdo convencional p; para a pressao do problema bidimensional
das equagbes de Navier-Stokes (18) nas varidveis independentes (xq,x,,t),
acrescente-se a p uma parcela genérica 6(t) dependente apenas do tempo e/ou
uma constante como a solucdo definitiva da pressdao no problema tridimensional
original, conforme ja vimos em (15).

A infinitude da energia cinética total, neste segundo exemplo, ocorre devido
a integracdo de uma funcio bidimensional (|v]|? ou |w|?) ndo identicamente nula
no espaco tridimensional infinito (R3).

A energia cinética total do problema é, parav = e~ ‘w,

(20) Js lul?dx = [o(e7? u|? + 27U’ - v + |v|*)dx

= e [(Jull® + 2u’ - w + [w|?)dx.

Embora [,(|u®|* + 2u’ - w)dx seja finito, das propriedades das fungées

pertencentes ao espac¢o de Schwartz e integraveis (o caso u® = 0 é elementar), a
terceira parcela em (20) divergird em R® para v,w Z 0, ainda que possa convergir
e ser finita em R?, ou seja, se |v| ndo for identicamente nulo e t > 0,

(21) Jgs [V17dx = fj;o (fRZ |v|2dx) dx; = C, fjozo dx; - oo,
donde, para t estritamente positivo e finito,

(22) fm@ |lul?dx - oo,t > 0,v £ 0,

a violacdo da condicao (7).

Vamos agora resolver (18) de maneira explicita, primeiramente no dominio
R? X [0, o). Mostraremos que uma solugdo do tipo

(23) v(x1, %2, 8) = (X (21 — )T (@), X(xq — x2)T(2)),

com uma pressao dada tal que

0 d
(24) ox = e, = @Q(x — x)R(t) + b,

30



a, b constantes, a # 0, Q funcdo da diferenc¢a das coordenadas espaciais, R funcao
do tempo, @, R fun¢des ndo identicamente nulas, resolve (18) e elimina seu termo
nio linear, e nesse caso se T(0) = 0 resolve-se (17) e o sistema (1), (2), (3)
original. X e T ndo identicamente nulas, evidentemente.

Se v; = v; =V em (18), teremos para os seus termos ndo lineares
3 —py3 v
(25) j=1 ]ax Z] 1V VZj:laxj'

Fazendo Y3 =0 em (25) elimina-se entdo o termo ndo linear,

j= 1a
igualdade que ¢é Verdadeira quando a condicdo necessaria de fluidos
incompressiveis imposta por nés, V- v = 0, é satisfeita, i.e.,

(26) P h=yy

=1y, = j=1a_x,- =0.

Definindo V(x, t) = X(&(x))T(t), com x € R™, entdo

(27)
aX 0¢(x) 9¢(x)
Ferze = TOTL T2 = TO DX O 5 = TOX @ T 5>
Fungdes &(x) tais que ?ﬂa;f:) = 0 resultardo entdo em Z’]Ll%: 0,
] J

conforme (27), a exemplo de ¢ = x; — x, em dimensado espacial n = 2, tal qual
utilizado em (23).

Substituindo (24) em (18), ja sem os termos nao lineares Z] 17j aa e por
simplicidade fazendoa = 1,b = 0, vem

(28) Q(x, — x)R(D) + 2 = vV?V,

com V = X(x; —x,)T(t). Transformamos assim um sistema de n equagdes
diferenciais parciais ndo lineares em uma unica equacao diferencial parcial linear.

Definindo ¢ = x; — x,, a equacgao (28) fica
(29) QEOR®) + X(§) S- = vTV2X(§)

Queremos obter uma func¢ido T(t) tal que T(0) =0, para que em t =0
tenhamos v(x,0) = 0, conforme (23). Escolhamos, por exemplo, dentre infinitas
outras possibilidades,

(30) T =1—-eNe™,

funcdo limitada no intervalo 0 < T(t) < 1, t = 0, que vai a zero para t — oo.
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Assim, de (29), com

(31) T =e(2et - 1),
vem
(32) QOR() +X(§e " 2e™ = 1) =v(1 —e e 'V2X(E).

Definindo Q(¢) = X(§) em (32), a fim de separar nossa equag¢do com o
tradicional método de separacdo de variaveis usado na teoria de E.D.P.,

(33) [R(t) + e t(2e™ = D]X(E) =v(1 — e He tVEX ().

A equacao diferencial parcial linear (33) pode ser resolvida por algumas
alternativas de combinacgdes:

R(t)+etRet—1)=+v(1—eHe*

(34) { X(&) = £V2X ()

ou

(35) {R(t) e t(2et—1) = +(1 — e et

X(§) = +vV2X(§)
ou de forma mais geral, com vy *v, =v >0, vq,v, >0,

{R(t) +etRet—1)=4v,;(1—e et

(36) X(©) = +v,V2X ()

A equacao diferencial de segunda ordem em X nos sistemas acima,
dependendo de qual dos sinais usemos em =, remete-nos a Equacdo de Helmholtz
(sinal negativo) ou a algum movimento em estado estacionario regido pela
Equacao de Schrédinger independente do tempo (sinal positivo ou negativo).

Nao pretendendo usar nenhuma condicdo de contorno especifica para X(¢)
e que nos faca recorrer as séries e integrais de Fourier, escolhemos aqui o sinal
negativo em + (a opc¢do deve ser a mesma nas duas equagOes do sistema), e

facamos X ser uma funcdo trigonométrica, soma de seno e cosseno em ¢, i.e.,
(37) X(&) = Acos(Bé) + C sen(Dé).

Com ¢ = x; — x, temos

(38) VX = (;’7 + %) [A cos(BE) + C sen(D€)]
= % [A cos(BE) + C sen(DE)] + % [A cos(BE) + C sen(D€)]
= —2[AB? cos(BE) + CD? sen(D¢)].
De X(£) = —v,V2X(€) em (36) vem
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1 1
(39) Vy = s = Vi = 2B%v = 2D?%v, |B| = |D|,

quaisquer que sejam os valores de Ae C (se A=C=0o0uB =D =0 teremos a
solucdo trivial e indesejada v(x,t) = 0).

A solugdo para R(t) que se obtém é entdo, usando v; = 2B%v dado em (39)
e o sinal negativo em (36),

(40) R(t) = —e '[2B*v(1 —e ") + 27t — 1],
valendo R(0) = —1.

De (23), (30) e (37) chega-se, como um caso possivel de solucao, para
x € R3 e introduzindo implicitamente a terceira coordenada espacial v; = 0 em v,
a

(41) v(x,t) = X(x; — x,)T(t)(1,1,0)
= [A cos(B¢) + C sen(+B&)](1 — e YHe™t(1,1,0),

que como podemos perceber nao é de fato uma solu¢do Unica para a velocidade,
devido as infinitas possibilidades que tivemos para definir a dependéncia temporal
T(t), bem como a dependéncia espacial X(¢), & = x; — x,, além das constantes
arbitrarias A,B,C em (41). Mesmo sem unicidade de solugdo, ela satisfaz aos
requisitos que esperavamos: é limitada, continua de classe C®, igual a zero no
instante inicial, tende a zero com o aumento do tempo, e tem divergente nulo
(V-v = 0). Além disso, quando utilizada na expressdo (17.5) obtida para a forga
externa, ndo retira da for¢a f a condigdo de pertencer ao espa¢o de Schwartz em
relacdo ao espaco R3® e ao tempo, ie, f € S(R3 X [0,)), conforme é possivel
provar das propriedades de S que vimos na se¢do § 2 anterior.

A pressdo é obtida integrando-se (24) em relacdo a diferenca & = x; — x,,
coma=1b=0,Q() = X(&) e R(t) dado em (40),

(42) p(x,t) = po(t) = R(2) J; Q()dE +6(t)
= —e ' [2B2v(1 —e7t) + 2e7t = 1] S(&) + 6(b),
S(@) = £sen(BE) — sen(B&)] — £ [cos(£BE) + cos(£BE)]

onde &, é a superficie £ =&, e onde a pressao é p, no instante t, e novamente
vemos que esta solucdo nido € tnica, ndo apenas devido unicamente a funcdo 6(t),
mas também devido a constante arbitraria B, além da maneira como R(t) e Q(¢)
foram obtidas, com certa liberdade de possibilidades. 8(t) é nossa fungdo genérica
do tempo, ou uma constante, que deve ser de classe C*([0,)) e podemos supor
limitada.

Completando a solugdo principal (p,u) que buscamos para a equacdo (1),
temos finalmente
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(43) u(x, t) = u’(x)e t + v(x,t),
com u°(x) dado em (17.1), v(x,t) em (41) e f(x,t) em (17.5).

A velocidade (secundaria) v que escolhemos torna a velocidade (principal)
u uma fung¢do com algumas propriedades semelhantes a ela: u é limitada oscilante,
contém uma soma de seno e cosseno em relacdo a diferenca das coordenadas
espaciais, e decai exponencialmente em relacao ao tempo, ou seja, nao pertence a
um espaco de Schwartz em relacdo a posicdo, nem é de quadrado integravel
(violando assim a inequagdo (7) em t > 0), mas é continua de classe C” e ndo
diverge quando |x| — oo. Seu comportamento em relacdo a x; — x, e a divergéncia
da energia cinética total, obviamente, ndo retiram de f(x,t) a condi¢do de ser
pertencente a S(]R3 x [0, 00)), equivalente a inequacdo (5), ja que esta s6 depende
de u°(x) e v(x, t). Também temos v(x,0) =0, V- v =0, v € C°°(R3 x [0, 00)), ea
validade de (1), (2), (3), (4) e (6), u(x,0) = u(x), u® € S(R3®), com V-u=0e
u € C°°(]R§3 x [0, 00)), conforme queriamos.

§ 6 - Ando unicidade em dimensao espacial n = 2

0 que ha com as provas de unicidade das solucdes das equacdes de Navier-
Stokes em dimensdo espacial n = 2?

Nao sendo possivel analisar todas as provas existentes, é possivel ao menos
entender que tais provas nao devem levar em consideracao a auséncia do termo

(u-Vyu);,1 <i<n,efoi

- . . o
ndo linear nas Equagdes de Navier-Stokes, Y7, u; a_xl =
j

a esta auséncia que recorremos em nosso segundo exemplo.

Semelhantemente a esta causa, também se percebe que diferentes equagoes
do tipo de Navier-Stokes, com auséncia de um ou mais termos da respectiva
equacdo completa, e que ndo obstante tenham a mesma condi¢cdo inicial
u(x,0) = uo(x), terdo provavelmente, no caso geral, diferentes solucdes u(x,t)
entre elas, e assim ndo podera haver unicidade de solucao em relagdo a equacao de
Navier-Stokes completa, com todos os termos. Se todas apresentassem sempre a
mesma e Unica solucdo, bastaria para nds resolver somente a mais simples delas,

por exemplo, Vp = —Z—I; ou Vp = vV?u (Equacdo de Poisson se Vp 0 ou de

Laplace se Vp = 0) ou Z—I: = vV?u (Equacdo do Calor com Vp = 0), todas com

u(x,0) = u®(x), e conferir se a soma dos demais termos faltantes é igual a zero ao
aplicar a solugdo u obtida na equacao reduzida. Se sim, a solucdo da equagdo
reduzida é também solucdo da equacdao completa. Importante exemplo desta
auséncia sao as Equacgoes de Euler, que diferem das Equag¢des de Navier-Stokes
pela auséncia do operador diferencial nabla aplicado a u, V?u = Au, devido ao
coeficiente de viscosidade ser nulo, v = 0.
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E facil provar que as trés equagdes acima, assim como a equagio
ou ~ i ~
Vp to= vV?u, ndo podem realmente ter uma tunica solucdo, dada apenas a

condi¢do inicial para a velocidade u(x,0) =u°(x). Pelo contrario, a forma
~ : du;
completa das equagdes de Navier-Stokes, onde supomos que Z}‘zluja—z =
((u-Vu); #0, 1 <i <n, tem unicidade de solucao para n = 2 e em ao menos
um pequeno intervalo de tempo ndo nulo [0,T] para n = 3, onde T é conhecido
como blowup time. Acrescentemos em todas estas equagdes a condicdao de

incompressibilidade, V- u = 0.

Trata-se assim de um interessante problema de Analise Combinatéria
aplicada a Andalise Matematica e Fisica-Matematica.

§ 7 - Unicidade em dimensao espacial n = 2

Verificamos na se¢do § 5 que o sistema

( o _ o2
|Vp+at—vVv

(44) 4 w-Vv=0
V-v=0
L v(x,0) =0

tem infinitas solugdes para a velocidade da forma

(45) v(x, t) = X(OT®)(1,1),¢ = x; — xz,

com T(0) = 0, ndo obstante existem as provas conhecidas da unicidade de

Vp+%+(v-V)v=vV2v
(46) Vew=0
v(x,0) =0

contradizendo o que obtivemos.

Sem ser necessario nos demorarmos nas provas conhecidas, expondo todos
os seus detalhes, repetindo suas passagens, é possivel constatar em Leray [10],
Ladyzhenskaya [11], Kreiss and Lorenz [14], dentre outros, que as provas de
existéncia e unicidade baseiam-se na forma completa das equagdes de Navier-
Stokes, por exemplo (46), e ndo em uma forma desmembrada das equacgdes de
Navier-Stokes, como (44).

As equacgdes de Navier-Stokes sem forga externa com n = 2 sao (usando
X=Xy =Xy)
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ap Juq Juq Jouq 2
— T U —+u,— =vVv:u
T Tthg, T dy 1

ox

(47)
dp . Ou, du, ou, 2
6y+ 5 +uq P + u, 3y =vVu,

Podemos dispor o sistema acima de forma parecida com um sistema de
equagoes lineares,

ou ou a u

Uy =2+ upy =t = vy, — 2 -2

ox ay ax at

(48) u Ju, +u ou, szu dp du,
1 ox 29y 2 8y ot

e a seguir em forma de uma equagdo matricial,

Ouy  Ous\ oy, szul—g—p—%
49 ox dy _ x
(49) Juz  Oup T\ yyzy,_ 0w
ox 0y u; 279y ot
Chamando
aul 6u1
_ | ox oy
(>0 A= 0w ou
dx dy
U
(51) U=
U,
2, _9p _dug
LAl T
(52) B=N e op_ow
VW U2— 5, T o

a solucao para U da equacdo (49), AU = B, é
(53) U=A1B,

que para existir e ter solugdo Unica deve-se ter

_ Oui du; _ 0u; 0up
(54) detd = o 0y 3y ox * 0,
ou seja,
(55) Ouy 0up _, Ouq 0uy

ox dy oy ox’

regra que também deve ser obedecida para t = 0 (de novo pode nos levar aos
casos (C) e (D) de [1] aplicando-se 0 método em matriz 3 X 3,i.e., n = 3).

Se usarmos a condicdo de incompressibilidade V-u = 0,
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aul auz _
(56) el

i.e.,

duy _ _dup
(57) Friniaie

transforma-se a condig¢do (55) em

_ %)2 du; Juy
(58) (631 * oy ox’

ou equivalentemente,

6u1 2 6u1 6u2
(59) - (g) o

Como esta condicdo deve ser valida para todo t, em t = 0 deve-se obedecer

a

(60) _ (ﬁ)z L oupoud
ax dy 0x

e

61) _ (@)2 L 2w 0u
oy oy ox’

usando u(x,y,0) = u’(x,y) = (ui(x,y),ud(x,y)).

Se a velocidade inicial u° for tal que sejam desobedecidas (60) ou (61)
entdo ou ndo havera solucdo para o sistema (47) (sistema inexistente) ou nao
havera uma tUnica solugdo (sistema indeterminado), tal como na teoria de sistemas

lineares.
Definindo
(7] ou u
Wiy — 221 2L
(62) U. = dx at ady
Y py2y, O _Ouz Oup
2 9y at oy
e
ou a ou
e A VA VO g
63 U, = ox ox at
( ) 2 7| ou, 2 op Oduy |
— Wru, ————=
ox ay at

a solucdo para uq, u, sera
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det U1

64 u, =
( ) 1 det A
e
_ det U2
(65) Uy = ——~.
Sendo
dp Ouq)\du, 2 ap duy\ duq
66 detU =(vV2u ————)——(vVu —_—— )=
(66) 1 17 9x ot ) ay 2 9y ot/ oy
e
dp Ou ) ou ( ap 6u1) ou,
— 2, _ Op _Ouz\ou; 2,, _ Op _ 0uj)\oduz
(67) detU, = (VV Uy 3y at) ox vVeu, 5 20 ) ax
e det A dado em (54) temos entao
_@_M)%_( 2 _f’_v_%)fm
68 __detU; _ (vV Y179 " 5t ) By vV, oy ot/ dy
(68) 17 deta — dug Jup _ Juq duy
dx 0y dy 0x
e
_aj_aﬂ)%_( 2 _@_%)aﬂ
69 _ detU; _ (vwus ay "ot ) ax ~ WV 5~ T ) ox
(69) Y2 = Geta — duy Jup _ duy Juy
dx dy dy 0x
Usando a equagao de incompressibilidade no determinante de 4,
(70) U, = — dx at ) oy dy at ) oy
1 (6u2)2 duq duy
ay dy 0x
e
2 _a_p_auz)aul_( 2 _a_p_aul)auz
71) U = — (vwuo- 58 -T2) B~ (W= 52 - T) 5
2 (aul)z duq duy
ax dy 0x

E verdade que as solu¢des (equacgdes) acima sdo tdo ou mais complicadas
quanto as equacgdes originais (47), e parece ndo haver utilidade em resolvé-las.

Mas desta forma complicada se pode chegar com mais certeza a seguinte
constatacdo: as equacdes de Navier-Stokes (e Euler) tém uma simetria entre as
variaveis, tanto as dependentes quanto as independentes.

A simetria neste casoden = 2 é
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(72.1) Uy © Uy
(72.2) xXey
ficando p e t inalterados:
(73.1) pep
(73.2) t et

Isso sugere, sendo resolve completamente, a questdao da solugdo destas
equacoes. Se as equacdes em si sdo simétricas em relacgdo a determinadas
transformacgoes, entdo esperamos que suas solugdes também o sejam sob estas
transformacdes. O mesmo método pode ser aplicado também para n > 3, com a
regra (por exemplo)

(74.1) Ui P Uiy, Upgq = Uy,
(74.2) Xi P Xit1, Xn41 = Xq,
(74.3) pep,
(74.4) tot.

E de se esperar que a condi¢do inicial u(x,0) = u°(x) deva obedecer
também a estas simetrias, mas permanece inalterada a condicdo de

n 0y —yn ouy

incompressibilidade: - ; % =15,

Se fornecemos u,(x,y,t) como dado de entrada no nosso sistema entao
devemos esperar que a solucdo para u,, supostamente simétrica a u, pela regra
(72) anterior, seja

(75) ul (X, y; t) = uZ (y' X, t);

i.e, trocamos x por y, e vice-versa, na solu¢do dada previamente para u, e
igualamos a u; o resultado desta transformacdo. Restara obter a pressdao p ou
entdo, caso ela também tenha sido dada, verificar se as variaveis u;, u,, p
realmente satisfazem o sistema original.

A forma geral da solugdo para a pressao p, que deve satisfazer

(76) Vp + Z—I: + (u-V)u = vy,
é
) a
(77) p—po(t) = (E; fvy)o) VWP -2~ (u-V)u| - dl + 6(t),
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onde supomos que na posi¢do (x,y) = (xg,Y,) € no instante t a pressdo é igual a
po(t). A integragdo se da em qualquer caminho entre (x,,y,) e (x,y), pois a
pressao deve ser uma func¢do potencial do integrando de (77) para que (47) tenha
solucdo.

E de se esperar também que p seja simétrica em relagdo as variaveis x e y,
ou seja,

(78) p(x,y,t) =p(y,x,t),

assim como em 3 dimensoes, usando x = x1,y = x;,Z = x3,

(79) p(x,y,z,t) =p(,zx,t) =p(z,x,y,t).

Finalmente entdo, desenvolvidas as consideracdes anteriores, nosso
exemplo 3, que busca uma solugdo Unica para o sistema de Navier-Stokes em n =
3, com todos os termos da equacgdo, forca externa ndo nula, e que fornece energia
cinética total infinita para o sistema (1) a (6) em t > 0, serd baseado no exemplo 2,
mas precisaremos novamente recorrer a auséncia do termo nao linear na equagao
auxiliar com n = 3. Uma vez que (18), a Equacdao de Navier-Stokes sem forca
externa, tem como condicdo inicial a velocidade inicial nula, a Unica velocidade
possivel para sua solucao é também a velocidade nula, devido a unicidade das
solucdes na forma completa desta equacgdo (abstraindo-se de pressdes genéricas
constantes e/ou fungdes do tempo), solucdo que ndo nos interessa. Sendo assim,
precisaremos novamente que (18) ndo tenha o termo nao linear. A unicidade da
solucdo da equagdo principal em trés dimensdes, entretanto, ao menos em
pequeno intervalo de tempo, é garantida por esta conter todos os termos
(novamente, excecdo feita a pressdo nao unica), inclusive a forga externa aplicada
(que por si depende da solucao nao unica da equagao auxiliar com n = 3).

§ 8 - Exemplo 3

O terceiro exemplo é uma generalizacdo do exemplo 2, com as componentes
de velocidade v, e v; proporcionais a componente v,

(80.1) v = XOT(), € =2 +-x; — 2%x3, a#0, B+0,
(80.2) vy = avy,
(803) v3 = ,8171.

Também poderiamos usar outras combinag¢des de coeficientes nas variaveis x; em
¢, desdeque V- (éI) = 0,com] = (1,1,1). No exemplo 2 usamos a = 1, f = 0.
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Vamos escolher as componentes da velocidade inicial u® com alguma
propriedade de simetria. Ndo é facil pensar em velocidades ndo constantes com
componentes simétricas u? e a0 mesmo tempo cujo divergente V - u° seja nulo. As
velocidades com simetria cuja i-ésima componente ndo contém a i-ésima
coordenada espacial, para todo i (natural) em 1 < i < n, cumprem este requisito:
oud
dx;
V- (Vx A) = 0, ou seja, escolher um vetor u® que tenha um potencial vetor 4, i.e.,

=V X A. Entdo escolhamos primeiramente um vetor A que tenha as
propriedades de simetria que esperamos.

= 0. Alternativamente podemos utilizar a conhecida igualdade vetorial

Seja A = (A1, A,, A3) o potencial vetor que queremos. Fazendo 4; = 4, =
As = e, com 12 = x% + x2 + x2, o valor que atribuimos para a velocidade inicial
u®(x) sera

(81) UO(x) =rot A = 2" (—=xp + X3, —X3 + X1, —X1 + X3).

Seguindo as equacgdes 17 do exemplo 2, facamos agora para x € R3,

(82.1) v(x,t) = e tw(x,t),
(82.2) w(x,t) = (Wl(xl,xz,x3, t), wy(xq1, x5, x3,t), w3 (x4, X5, X3, t)),
w(x,0)=0,V-w=0, w%0,
(82.3) u(x,t) =uf (et +v;(x,t) = [ up (x) + wi(x,t)]e ™",
_ ou) aw; ) _
(82.4) filx,t) = (—u? +e t Y[y 0 w + u} aW, +w; au]] - VVZu?> et
_ 0 3 -ty oau 0 9v; ouf 2.0\ -t
_(_ui+2j=1[ + ]aJ+v]a]] VV ui>e )

o que resulta para p(x, t) e v(x, t), como incognitas ainda a determinar,

6vl

(83) RN v 2 o, L= vV2y,,

as equacdes de Navier-Stokes sem forca externa.

As equacgdes (80) aplicadas em (83) resultam em

4T (S +at 4 pTE) = vy,
1

dox dax
(84) 5 + a% +a (% +a a’“ +B 6”1) =vaViy,
2
a@: ﬁ 6v1 n ﬁ (61;1 61;1 n ﬁ 6171) _ VBV2U1
Como
i v pOn X (08 08 | 98 _ax o
(85) dx1 +aax2 +ﬁax3 T (6x1 t aaxz +'Bax3) T (1+1-2)=0
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pela defini¢cdo de ¢ que usamos em (80.1), entdo (84) fica

( aa—:l + % = vV,
(86) {;—i + a2 = v Vn,
:—i + B % = BvV2y,
ou equivalentemente,
If ;—i = vV?y, — %
(87) 4%=a[vvzvl—%] :a;—:l
6672: B[vvzvl —%] = B;—:l

Semelhantemente ao que vimos na secao § 5, equacdo (24), paraa=1c¢e
b = 0, vamos fazer a pressao ser definida como

(88) = Q®RO,

e a velocidade

(89) v = X(E@)T®), c1=1Lc; =a,c3=p,
com ¢ definido em (80.1),

(90) 5=x1+§x2—2%x3,a¢0,ﬁ¢0.

Sera suficiente entdo, além da equacdo (88) para a pressao, resolvermos
uma Unica equagdo diferencial parcial linear, envolvendo v;, ao invés de um
sistema de trés equacgdes diferenciais parciais nao lineares, para v;, v,, vs.

O desenvolvimento da solucdo aqui segue os mesmos passos ja vistos na
secdo § 5, equacgdes (29) a (43), sendo a principal mudan¢a a expressao para &
dada em (90), com o aumento de dimensdes e a proporcionalidade entre v,, v; e
V1.

§ 9 - Conclusao

Todos os exemplos obedecem as condicdes de divergéncia nula
(divergence-free, V - u® = 0), suavidade (smoothness, C®) e derivadas parciais de
u® e f da ordem de C,x(1+ |x])7¥ e Chomx(1+ |x| +t)7%, respectivamente.
Concluimos que deve ser u® € S(R3®) e f € S(R3 x [0,)). Para cada u(x,t)
possivel tal que (3) seja verdadeira, a forca externa f(x,t) e a pressao p(x,t)
podem ser convenientemente construidas, na classe C*, verificando (8), e de modo
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a satisfazerem todas as condi¢des necessarias, encontrando-se assim uma solucao
possivel para (1), (2), (3), (4), (5) e (6), e apenas (7) nado seria satisfeita, para
t > 0, conforme (10). Mostramos entdo exemplos de quebra de solu¢cdes para o
caso (C) deste problema do milénio. Estes exemplos, entretanto, ndo levam ao caso
(A) de [1], de existéncia e suavidade das solugdes, justamente por violarem (7) (O
caso (A) também impoe que seja nula a forga externa, f = 0).

Um resumo das condi¢coes do problema esta listado abaixo.

v>0n=3
Juo(x):R3 smooth (C®), divergence-free (V- u° = 0)
3f(x,t):R3 x [0, ) smooth (C*)

(4)  10Fu’ ()] < Cur(1 + [x)7X:R3?, Va,K
(5) 0207 f (x,t)| < Comx (1 + x| + ) K:R3 X [0,0), Va,m, K
A(p,u): R3 x [0, 0) /

du; 3 ou; 2 op : 3
(1) a—t‘+2j=1uja—xj—vVul-—a—xi+fi(x,t),1SlS3(xE]R,tZO)

(2) V-u=0
(3)  u(x,0)=u>x) (x € R®)

(6)  pu€C?(R®x[0,00)

(7)) fpslu(x, O)|?dx < C, vt =20 (bounded energy)

E importante analisarmos também a questdo da unicidade das solucdes.
Como u°(x) e f(x, t) sdo dados, escolhidos por nos, de classe C* e satisfazendo (4)
e (5), i.e, pertencentes ao espaco de Schwartz, com V- u°® = 0, afirmar que nio
existe solucdo (p,u) para o sistema (1), (2), (3), (6) e (7) pode pressupor que
exploramos, ou provamos para, as infinitas combinag¢des possiveis de p e de u, i.e.,
de (p,u). Sendo assim, precisamos que haja unicidade de solu¢do para cada
velocidade que construimos, o que elimina outras velocidades possiveis para os
mesmos dados utilizados, u°(x) e f(x,t), e que implicassem em energia cinética
total finita.

A unicidade da solucao (a menos da pressao p(x,t) com o termo adicional
constante ou dependente do tempo) vem dos resultados classicos ja conhecidos,
descritos por exemplo no mencionado artigo de Fefferman [1]: o sistema das
equacoes de Navier-Stokes (1), (2), (3) tem solu¢do unica para todo t = 0 ou
apenas para um intervalo de tempo [0,T) finito dependente dos dados iniciais,
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onde T é chamado de “blowup time’. Quando ha uma solugdo com T finito entdo a
velocidade u torna-se ilimitada préxima do “blowup time”.

Vemos que a existéncia de cada solugdo nossa, nos exemplos dados, esta
garantida por construcdo e substituicio direta. Nossas velocidades nao
apresentam nenhum comportamento irregular, em instante t algum, em posicdo
alguma, que as tornem ilimitadas, infinitas, nem mesmo para t = o ou |x| = oo,
sendo assim, ndo pode haver o “blowup time’ nos exemplos que demos, portanto
cada solugao encontrada nos casos anteriores é Unica em todo tempo (a menos da
pressdo). Mas ainda que houvesse um T finito (em [14], [15] vemos que T > 0), a
unicidade existiria em pelo menos um pequeno intervalo de tempo, o que ja é
suficiente para mostrar que neste intervalo ocorre a quebra das solucdes de
Navier-Stokes por ser desobedecida a condi¢do de energia cinética limitada (7),
tornando o caso (C) verdadeiro.

§ 10 - Comentarios Finais

Nao é dificil estender o resultado obtido anteriormente na se¢do § 6 com a
velocidade bidimensional para uma velocidade v com trés componentes espaciais
ndo nulas, conforme vimos na secao § 8.

Se

91) v(xq, X9, x5, t) = X(xq + x, — 2x3)T(t) (1,1,1) = X(ET(t)I,
EX)=x1+x, —2x3, 1 = (1,1,1),

valendo V- (éI) = 0, teremos também V-v =0 e a eliminacdo dos termos nio

lineares (v-V)v = (Z?zl vj%,) = 0 das Equagdes de Navier-Stokes sem
T 71=i<3

forca externa. Assim a solucao de (18) sera reduzida a solucao de uma equacgdo

diferencial parcial linear, a Equagao do Calor ndo homogénea tridimensional,

dp 2 ov; .
_— P —— = . <1 <
(92) o, vV, 5 Qi 1<i<3,

devendo valer

6¢i_a¢j . .
(93) a—xj—a—xi,l#—'].

’p _ 9%p
axjaxi - 6xi6xj

Como v; = v;,Vi,j, a igualdade (30) é verdadeira, vale

temos a seguinte solucdo para a pressao:
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(94) p(x,6) = po(t) = [{ 7 (vIV2X - X 50) dg + 6(0),
com

(95) 9 _ _ _,0p

axl 6x2 6x3

Consideremos p,(t) como a pressao no instante t e na superficie £ = &,,.

Outras combinagdes dos x4,x,,x; em ¢ também sdo possiveis, desde que
seus coeficientes somem zero, ou seja, V- (¢I) = 0.

Observemos que a fungdo T(t) em (27) nao deve ter singularidades no caso
de se desejar que as velocidades u,v sejam regulares, limitadas em mddulo
(norma), nao obstante, T'(t) singular, infinita para um ou mais valores do tempo t,
pode ser considerada como um “marcador” de blowups, e assim podemos
construir solu¢des com instantes de blowup t, bem determinados, a nossa
vontade, tais que T(t,) — oo.

Na auséncia de singularidades de T'(t) e X(¢(x)), entretanto, desejando
apenas velocidades regulares, conclui-se que é possivel a uma equacdo de Navier-
Stokes tridimensional (em geral, n-dimensional) “bem comportada” ter mais de
uma solucdo para a mesma velocidade inicial. Da especial forma dada a solucdo
v(x,t) em (27), com T(0) =0, para uma mesma velocidade inicial v(x,0) =
X(E(x))T(O)I =0, com [ =(1,1,1), é possivel gerar, em principio, infinitas
velocidades diferentes v(x,t) = X(é(x))T(t)I, para diferentes fun¢des da posigio
X(&(x)) e do tempo T(t), que resolvem a equacgdo de Navier-Stokes (18) sem forca
externa. Isso remete a resposta negativa ao 152 problema de Smale [12], como ja
haviamos visto anteriormente pensando apenas na ndo unicidade da pressao
devido ao termo adicional 6(t) + g, onde g # 0 é uma constante e 6(t) uma
funcdo explicita do tempo (no problema original de Smale a pressao ndo varia no
tempo).

Em préximo artigo o correspondente a secao § 7 em trés dimensoes.

Grato, amigo Deus. Pela paz entre as religioes, e entre as pessoas.
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