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Abstract - A solution to the 6th millenium problem, respect to breakdown of
Navier-Stokes solutions and the bounded energy. We have proved that there are
initial velocities u°(x) and forces f (x, t) such that there is no physically reasonable
solution to the Navier-Stokes equations for t > 0, which corresponds to the case
(C) of the problem relating to Navier-Stokes equations available on the website of
the Clay Institute.
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§1

The simplest way I see to prove the breakdown solutions of Navier-Stokes
equations, following the described in [1], refers to the condition of bounded
energy, the finiteness of the integral of the squared velocity of the fluid in the
whole space.

We can certainly construct solutions for
du; 3 ou; 2 ap ;
1 — Ui — = vVeu — — ,1<1<3,

that obey the condition of divergence-free to the velocity (continuity equation to
the constant mass density),

. ou;
2) divu=sV-u= ?:16—1; =0, (incompressible fluids)
2

and the initial condition
3)  ulx,0) =u’(x),

where u;, p, f; are functions of the position x € R3 and the time t > 0,t € R. The
constant v>0 is the viscosity coefficient, p represents the pressure and
u = (uq,uy,uz) is the fluid velocity, measured in the position x and time t, with

2
Vi=V-V= 213216%. The function f = (f}, f,, f3) has the dimension as acceleration

or force per mass unit, but we will keep on naming this vector and its components
by its generic name of force, such as used in [1]. It's the externally applied force to
the fluid, for example, gravity.
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The functions u°(x) and f (x, t) must obey, respectively,
4)  10%u’(x)| € Cpre(1 + |x|) ¥ onR3, forany @ € N3 and K € R,
and

(5) 020" f(x,t)| < Coumr (1 + |x] + £)7% on R3 x [0,0), for any a € N3,
m € Nyand K € R,

with Ny = {0,1,2,3, ...} (derivatives of order zero does not change the value of
function), and a solution (p,u) from (1) to be considered physically reasonable
must be continuous and have all the derivatives, of infinite orders, also continuous
(smooth), i.e,,

(6) p,u€ C®(R®x [0,)).

Given an initial velocity u® of C* class, divergence-free (V- u° = 0) on R3
and an external forces field f also C* class on R3 x [0, ), we want, for that a
solution to be physically reasonable, beyond the validity of (6), that u(x,t) does
not diverge to |x| = oo and satisfy the bounded energy condition, i.e.,

() Jgs lu(x, )]?dx < C, forallt > 0.

We see that every condition above, from (1) to (7), need to be obeyed to get
a solution (p,u) considered physically reasonable, however, to get the breakdown
solutions, (1), (2), (3), (6) or (7) could not be satisfied to some t > 0, in some
position x € R3, still maintaining (4) and (5) validity.

A way to make this situation (breakdown) happens is when (1) have no
possible solution to the pressure p(x,t), when the vector field ¢: R3 x [0, 0) - R3
in

(8) szvVZu—g—ltL—(u-V)u+f=¢

is not gradient, not conservative, in at least one (x,t) € R3 x [0, ®). In this case, to
¢ = (¢4, P2, P3) not to be gradient, it must be
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to some pair (i,j),1<1i,j<3,x€ R3 and time t not negative (for details check,
for example, ApostollZ], chapter 10).

If we admit, however, that (1) has a possible (p,u) solution and this also
obey (2), (3) and (6), the initial condition u°(x) verifies (2) and (4), the external
force f(x,t) verifies (5) and both u°(x) and f(x, t) are C* class, we can try get a



breakdown solutions in t > 0 violating the condition (7) (bounded energy), i.e.,
choosing u°(x) or u(x, t) that also obey to

(10) fR3 lu(x, t)|?dx — oo, for some t > 0.

The official description of the problem to this (C) case of breakdown
solutions is given below:

(C) Breakdown solutions of Navier-Stokes on R3. Take v > 0 and n = 3. Then there
exist a smooth and divergence-free vector field u°(x) on R® and a smooth external
force f(x,t) on R3 x [0, ) satisfying

(4)  |0fu’(x)| < Co(1 + )" on R3, Ve, K,
and
(5) 020 f (x,t)| < Coumx (1 + |x] + £) ¥ on R3 X [0, ), Va, m, K,

for which there exist no solutions (p, ) of (1), (2), (3), (6), (7) on R3 x [0, o).

It’s clear to see that we can solve this problem searching valid velocities
which the integral of its square in all space R3 is infinite, or also, as shown in (8),
searching functions ¢ non gradients, where the pressure p won'’t be considered a
potential function to some instant t > 0. We understand that the a, m shown in (4)
and (5) just make sense to |a|,m € {0, 1, 2, 3,4, ...} and the negatives K podem ser
desprezados, pois ndo limitam o valor das func¢des u°, f e suas derivadas when
|x|] = o or t = oo, with Cpx, Comr > 0.

§2

A inequacdo (4) traz implicitamente que u°(x) deve pertencer ao espaco
vetorial das fun¢des de rapido decrescimento, que tendem a zero em |x| = oo,
conhecido como espaco de Schwartz, S(R3), em homenagem ao matematico
francés Laurent Schwartz (1915-2002) que o estudou [3]. Estas fungdes e suas
infinitas derivadas sdo continuas (C™) e decaem mais rapido que o inverso de
qualquer polinoémio, tais que

(11) lim o [X]¥ D% (x) = 0

para todo a = (a4, ..., ¢,), @; inteiro ndo negativo, e todo inteiro k = 0. @ é um
multi-indice, com a convengdo

alal
s gmlal=ai+ -+ an,a; €{0,1,2,..}

X1 " Xxn

(12) D* =



D é o operador identidade, D® um operador diferencial. Um exemplo de fung¢io
deste espaco é u(x) = P(x)e_|x|2, onde P(x) é uma fung¢do polinomial.
Valem as seguintes propriedades [4]:

1) S(R™) é um espaco vetorial; ele é fechado sobre combinagdes lineares.

2) S(R™) é uma algebra; o produto de fungdes em S(R™) também pertence a
S(R™).

3) S(R™) é fechado sobre multiplicacdo por polindmios.
4) S(R™) é fechado sobre diferenciagdo.

5) S(R™) é fechado sobre translacdes e multiplicacdo por exponenciais complexos
(eix-f).

6) funcdes de S(R™) sdo integraveis: fRn |f(x)]dx < oo para f € S(R"). Isto segue
do fato de que |[f(x)|<M(1+|x])~™D e, usando coordenadas polares,
Jon (4 1x)~*Vdx = € fooo(l + 1)1 r"ldr < o, i, o integrando decresce

como 2 (e (1 + r)™2) no infinito e produz uma integral finita.

Da definicio de S(R3) e propriedades anteriores vemos que, como
u®(x) € S(R?), entdo [, [u®(x)|dx < [, M(1+ |x|)"*dx < C fooo(l +7)72dr <o

e quadrando [u®(x)| e M(1 + |x[)™* chegamos a desigualdade [, [u®(x)|*dx < oo,
que contradiz (10).

Outra forma de verificar isso é que o conjunto S(R") esta contido em
LP(R™) paratodop, 1 <p < oo ([5]-[9]), e em particular parap = 2 en = 3 segue
a finitude de [, [u®(x)|*dx.

Portanto, se a condicdo (7) for desobedecida, conforme propomos neste
artigo, sera para t > 0, por exemplo, encontrando alguma funcao u(x,t) da forma

u()v(x,t), v(x,0) =1, ouu®(x) + v(x,t), v(x,0) =0, com fR3 |[v(x, t)|?dx - o

e Jps [u(x, t)|?dx — oo,

§3

De fato, escolhendo u°(x) € S(R3) e f(x,t) € S(R3 x [0, »)), obedecendo-
se assim (4) e (5), lembrando-se que ndo precisamos ter u,p € S(R3 X [0, o))
como solucdo, apenas u,p € C*(R3 x [0,)), entdo é possivel construir uma
solucdo para a velocidade da forma u(x,t) = u®(x)e™* + v(t), com v(0) = 0, tal
que [ [u(x, t)|?dx — oo, pois, quando [.[|u’(x)[*e" + 2u’(x) - v(t)]dx > 0, por

exemplo, quando cada componente de u°(x) tem o mesmo sinal da respectiva
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componente de v(t) ou o produto entre elas é zero ou Jg; u%(x) - v(t)dx = 0,

teremos [, [u(x, t)[*dx > fR3|v(t)|2dx = |v(t)|? fRS dx - o, com v(t) = 0,t > 0.
Também devemos escolher u, u° taisque V-u = V-u® = 0.
Em especial, escolhamos, paral <i < 3,

(13.1) ul(x) = e‘(x%+x§+x§)(x2x3,x1x3, —2X1X3),
(13.2) vi(t) =w() =et(1—eb),
(13.3) w;(x,t) = u) (x)e~t + v;(¢),
_ 6u? 6u? _
(13.4) filx,t) = (—u? +e t Y uf o +X3, v Fr vVZu?> e t,

o que resulta para p(x, t), como a Unica incoégnita ainda a determinar,

v
(14) Vp + E = 0,
e entdo
(15) p(x,t) = == (xy +x; +x3) + 0(2).

A pressdo obtida tem uma dependéncia temporal genérica 6(t), que deve ser de
classe C*([0, o)) e podemos supor limitada, e diverge no infinito (x| = o), mas
tenderd a zero em todo o espaco com o aumento do tempo (a menos
eventualmente de 6(t)), devido ao fator e~ que aparece na derivada de w(t),

d Ctyn—
d_"t":e t2e7t - 1).

(16)

Neste exemplo [,

t > 0, como queriamos. Mais simples ainda seria escolher u°(x) = 0.
Interessante observarmos que ndo ocorre nenhuma descontinuidade na
velocidade, nem singularidade (divergéncia: |u| — o), entretanto a energia

;u’(x) - v(t)dx =0, e assim [, |u(x,t)|*dx —» oo para

cinética total em todo o espaco diverge, fm |u|? dx - oo. Tivemos como dados de
entrada u® € L?(R®), f € L?(R® x [0,0)), mas por solugdo u & L?(R3 x [0,)),
assim como p & L?(R3 x [0, )).

§4

Outro exemplo interessante, utilizando a mesma velocidade inicial anterior,
mas fazendo v depender explicitamente das coordenadas de posicao x;,x, nas
direcdes ey, e,, além do tempo t, e ser igual a zero na dire¢do e;, com v(x,0) = 0,



V:-v =0, v # 0 (v ndo identicamente nulo), e que também obedece a todas as
condi¢des de (1) a (6),é,paral <i < 3,

(17.1) ul(x) = e‘(x%”x%*x%)(xzx&xlxg, —2%1%3),
(17.2) v(x,t) = e tw(x,t),
(173) W(x! t) = (Wl (xll x21 t)l WZ (xll xZ; t)l 0);
w(x,0)=0, V-w=0, wZ0,
(17.4) u;(x,t) = ud(x)e t + v(x,t) = [ul(x) + w;(x, t)]et
0
75 fint) = (—uf + et T S Sk ) — Rl ) e

0
—(_,0 3 —t,, 090U 0 9vi Ouiy 2.0\ -t
= ( w; + Xj=1le” 2%, + u; o, +v ] = vV e,

o que resulta para p(x, t), como a Unica incégnita ainda a determinar,
18 +20 453 L= V2
( ) j =1 U] a =V vl’

as equacoes de Navier-Stokes sem forga externa.

Nés sabemos que para n = 2 a equacgao (18) tem solucdo cuja existéncia e
unicidade ja estd provada ([10]-[13]), sendo assim, transformemos nosso sistema
tridimensional (18) em um sistema bidimensional em v, o que fornecera como
solucao uma pressao p e uma velocidade v, a priori, com dominio espacialmente
bidimensional, i.e., nas variaveis (x4, x,, t). Resolvida, por hipotese, a equagao (18)
acima, com v(x,0) = 0, V-v = 0, mas v ndo identicamente nulo, acrescentemos a
terceira coordenada espacial v; =0 na solucdo definitiva para u(x,t),
espacialmente tridimensional, em (17.4), e calculemos a for¢a externa em (17.5).
Escolhendo v € S(R? X [0,0)) ou v polinomial para ser usada em (18),
garantiremos que f € S(R3 x [0,)), obedecendo-se (5), com u° € S(R?),
conforme (4). Fazendo que v seja limitada em valor absoluto faremos com que u
nao divirja em |x| = oo, que é uma condicdo fisicamente razoavel e desejavel em
[1]. Construamos entdo uma velocidade v ndo identicamente nula, com
v(x,0) =0, V-v =0, tal que seja relativamente simples resolver (18), que seja
limitada em moédulo, possa tender a zero no infinito em ao menos determinadas
situagdes, seja integravel em R?, de classe C* e satisfaca (5).

A equacdo (18) admitira ainda uma dependéncia temporal genérica para a
pressao da forma

(19) p(x,t) = py(x1,x,,t) + 0(t), x € RS,

i.e, além da solucdo convencional p; para a pressao do problema bidimensional
das equagbes de Navier-Stokes (18) nas variaveis independentes (xq,x,,t),
acrescente-se a p uma parcela genérica 6(t) dependente apenas do tempo e/ou



uma constante como a solucdo definitiva da pressdao no problema tridimensional
original, conforme ja vimos em (15).

A infinitude da energia cinética total, neste segundo exemplo, ocorre devido
a integracdo de uma funcio bidimensional (|v|? ou |w|?) ndo identicamente nula
no espaco tridimensional infinito (R3).

A energia cinética total do problema é, parav = e tw,
(20) Ja IulPdx = [o(e7? [u)? + 27U’ - v + |v|*)dx
= et [(Ju°)? + 2u® - w + |w|?)dx.
Embora [ ,(|u®|* +2u® - w)dx seja finito, das propriedades das fungdes
pertencentes ao espago de Schwartz e integraveis (o caso u° = 0 é elementar), a

terceira parcela em (20) divergird em R® para v,w % 0, ainda que possa convergir
e ser finita em R?, ou seja, se |v| ndo for identicamente nulo e t > 0,

+

(21) Jys I012dx = [77 (fi 1) doxs = C, [ daty > oo,

donde, para t estritamente positivo e finito,
(22) Jgs lul?dx = o0, t > 0,v £ 0,

a violacdo da condigao (7).
§5

Vamos agora resolver (18) de maneira explicita, primeiramente no dominio
R? X [0, o). Mostraremos que uma solugdo do tipo

(23) v(x1, %2, 8) = (X (21 — 2)T(0), X (x1 — x2)T (1))

resolve (18) e elimina seu termo ndo linear, e se T(0) = 0 resolve-se (17) e o
sistema (1), (2), (3) original. X e T ndo identicamente nulos, evidentemente.

Chega-se, como um caso possivel de solucio, para x € R® e introduzindo
implicitamente a terceira coordenada espacial v; = 0 em v, a

(24) v(x, t) = e~ @1m¥)* (1 — eY)e~t(1,1,0),
X1—X ar
(25) p(xt) = 772 (vIvix — x ) de + 6(0),
X=e¥, §=x;—x, T=e (et - 1),

(26) u(x, t) =ul(x)e t + v(x, t),



com u°(x) dado em (17.1) e f(x,t) em (17.5). 6(t) é nossa fun¢io genérica do
tempo, ou uma constante, que deve ser de classe C*(][0,)) e podemos supor
limitada.

A velocidade v que escolhemos é uma funcdo limitada que decai
exponencialmente com relacdo ao quadrado da diferenca das coordenadas x, x, e
decai exponencialmente a zero em relacao ao tempo, ou seja, ndo pertence a um
espaco de Schwartz em relacdo a posi¢do, mas ndo diverge quando |x| — o. Seu
comportamento em relagdo a x; — x,, entretanto, nio retira de f(x,t) a condigdo
de ser pertencente a S(]R3 x [0, 00)), conforme é possivel provar das propriedades
de S que vimos na secido 2 anterior. Também temos v(x,0) =0, V-v =0, v € C*,
v €L? e u(x,0) = u), u® € S(R3), conforme queriamos.

§6

Both examples obey the necessary conditions of divergence-free (V- u° =
0), smoothness (C®) and partial derivatives of u° e f da ordem de Cx(1 + |x]) ¥
e Comix(1+ |x| + t)7X, respectivamente. Concluimos que deve ser u° € S(R?) e
f € S(R3 x [0,0)). To each possible u(x,t) so that (3) is true, the external force
f(x,t) and the pressure p(x,t) can be fittingly constructed, in C* class, verifying
(8), and in a way to satisfy all the necessary conditions, finding, this way, a possible
solution to (1), (2), (3), (4), (5) and (6), and only (7) wouldn’t be satisfied, for
t > 0, according to (10). We then show examples of breakdown solutions to case
(C) of this millennium problem. These examples, however, won'’t take to case (A)
from [1], of existing and smoothness of solutions, because they violate (7) (case
(A) also impose a null external force, f = 0).

An overview of the problem’s conditions is listed below.

v>0n=3
Ju°(x): R3 smooth (C®), divergence-free (V- u° = 0)
3f(x,t):R3 X [0, ) smooth (C®)

(4)  [0fu’ ()| < Cox (1 + XD R?, Va, K

(5) 1020 f(x,t)| < Comx(1 + |x| + ) "K:R3 x [0,0), Va,m, K
A(p,u): R® x [0,00) /

1) 43 1u,a— = yV2y, —g—i+ﬁ(x,t),1 <i<3 (x€R3t>0)
() V-u=0

(3)  u(x0)=u’(x) (x€R3)

(6)  pu€C”(R®X[0,))

(7)  Jpslu(x,O)]?dx < C, vt =0 (bounded energy)




It's important that we also analyse the solution’s uniqueness question. As
u%(x) and f(x, t) are given of C* class, chosen by us, and satisfying (4) and (5), i.e.,
pertencentes ao espaco de Schwartz, with V- u® = 0, claim that there is no solution
(p,u) to the system (1), (2), (3), (6) and (7) might assume that we explored, or
proved to, the infinite possible combinations of p and v, i.e., of (p, ). Sendo assim,
precisamos que haja unicidade de solucdo para cada velocidade que construimos, o
que elimina outras velocidades possiveis para os mesmos dados utilizados, u°(x)
and f(x,t), e que implicassem em energia cinética total finita.

A unicidade da solu¢ao (a menos da pressao p(x,t) com o termo adicional
constante ou dependente do tempo) vem dos resultados cldssicos ja conhecidos,
descritos por exemplo no mencionado artigo de Fefferman [1]: o sistema das
equacdes de Navier-Stokes (1), (2), (3) tem solugdo Unica para todo t =0 ou
apenas para um intervalo de tempo [0,T) finito dependente dos dados iniciais,
onde T é chamado de “blowup timée’. Quando hd uma solugdo com T finito entdo a
velocidade u torna-se ilimitada préxima do “blowup time’.

Vemos que a existéncia de cada solugdo nossa, nos exemplos dados, esta
garantida por construcdo e substituicio direta. Nossas velocidades nao
apresentam nenhum comportamento irregular, em instante t algum, em posicdo
alguma, que a tornem ilimitadas, infinitas, nem mesmo para t — o ou |x| — oo,
sendo assim, ndao pode haver o “blowup time’ nos exemplos que demos, portanto
cada solucao encontrada nos casos anteriores é Unica em todo tempo (a menos da
pressdo). Mas ainda que houvesse um T finito (em [14], [15] vemos que T > 0), a
unicidade existiria em pelo menos um pequeno intervalo de tempo, o que ja é
suficiente para mostrar que neste intervalo ocorre a quebra das solugdes de
Navier-Stokes por ser desobedecida a condicdao de energia cinética limitada (7),
tornando o caso (C) verdadeiro.

Grato ao professor Ricardo Rosa da UFR], matematico especialista nas
equacdes de Navier-Stokes, que me explicou sobre o caso ¢ = 0 e sua natureza de
multi-indice.

l
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§1

A maneira mais simples que vejo para se provar a quebra de solucdes
(breakdown solutions) das equacgdes de Navier-Stokes, seguindo o descrito em [1],
refere-se a condicao de energia limitada (bounded energy), a finitude da integral
do quadrado da velocidade do fluido em todo o espaco.

Podemos certamente construir solucdes de

ou; 3 ou; 2 dp .
1 — i Ui— = vVeu; — — b, 1<i<3,
M et Ljmlg, = vVl — g T il st
que obedecam a condicao de divergente nulo para a velocidade (equagdo da
continuidade para densidade de massa constante),

3 0y
t=1 axi

2) divu=sV-u= =0, (fluidos incompressiveis)

e a condigdo inicial
(3)  ulx,0) =u’(x),

onde u;, p, f; sdo funcdes da posicdo x € R® e do tempo t > 0,t € R. A constante
v = 0 é o coeficiente de viscosidade, p representa a pressdo e u = (uy,uy, uz) € a

3 &
i=1 axl-z'

velocidade do fluido, medidas na posicdo x e tempo t, com V2=V V=) A

funcao f = (f1, f2, f3) tem dimensao de aceleracdo ou forg¢a por unidade de massa,
mas seguiremos denominando este vetor e suas componentes pelo nome genérico
de forca, tal como adotado em [1]. E a forca externa aplicada ao fluido, por
exemplo, gravidade.

As fungdes u®(x) e f(x, t) devem obedecer, respectivamente,
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4)  10%u’(x)| < Cyre(1 + |x|) ¥ sobre R3, para quaisquer @ € N3 e K € R,
e

(5) 0% f(x,t)| < Comu (L + |x| + )™  sobre R3x[0,00), para
quaisquer a € N3, m € Ny e K € R,

com N, = {0,1,2,3, ...} (derivadas de ordem zero ndo alteram o valor da fungido), e
uma solucao (p,u) de (1) para que seja considerada fisicamente razoavel deve ser
continua e ter todas as derivadas, de infinitas ordens, também continuas (smooth),
i.e.,

(6) pu€ecC”® (R3 x [0, ).

Dada uma velocidade inicial u° de classe C* com divergente nulo
(divergence-free, V - u® = 0) sobre R3 e um campo de forcas externo f também de
classe C® sobre R3 X [0,), quer-se, para que uma solucdo seja fisicamente
razoavel, além da validade de (6), que u(x,t) ndo divirja para |x| = oo e seja
satisfeita a condi¢ao de energia limitada (bounded energy), i.e.,

(7) fR3 lu(x, t)|?dx < C, paratodo t = 0.

Vemos que todas as condi¢des acima, de (1) a (7), precisam ser obedecidas
para se obter uma solugdo (p,u) considerada fisicamente razoavel, contudo, para
se obter uma quebra de solugdes, (1), (2), (3), (6) ou (7) poderiam ndo ser
satisfeitas para algum t > 0, em alguma posicio x € R3, mantendo-se ainda a
validade de (4) e (5).

Uma maneira de fazer com que esta situagdo (breakdown) ocorra é quando
(1) ndo tem solucao possivel para a pressao p(x,t), quando o campo vetorial
¢:R3 x [0,0) - R3 em

(8) Vp=vV2u—Z—1:—(u-V)u+f=qb

é ndo gradiente, nido conservativo, em ao menos um (x,t) € R3 x [0, ). Nesse
caso, para ¢ = (¢4, ¢, , ¢p3) ser ndo gradiente deve valer

29,
ax]'

ad’j.;&.
i %],

Xi

€)

para algum par (i,j),1<i,j <3, x €R? e tempo t ndo negativo (para mais
detalhes veja, por exemplo, Apostoll?], cap. 10).

Se admitirmos, entretanto, que (1) tem solucdo (p,u) possivel e esta
também obedece (2), (3) e (6), a condicio inicial u°(x) verifica (2) e (4), a forca
externa f (x, t) verifica (5) e u®(x) e f(x, t) sdo de classe C*, podemos tentar obter
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a condicdo de quebra de solugdes em t > 0 violando-se a condi¢do (7) de energia
limitada (bounded energy), i.e., escolhendo-se u°(x) ou u(x,t) que também
obedecam a

(10) u(x, t)|?dx - oo, paraalgumt > 0.
]R3

A descricao oficial do problema para este caso (C) de quebra de solugdes é
dada a seguir:

(C) Quebra das solugdes da Equagdo de Navier-Stokes sobre R3. Para v>0 e
dimensado espacial n = 3 existem um campo vetorial suave e com divergéncia nula
u%(x) sobre R3 e uma forc¢a externa suave f(x, t) sobre R3 X [0, o) satisfazendo

(4)  |10%u(x)| < Co (1 + |x|)~¥ sobre R3, Va, K,
e
(5)  |10%0"f(x,t)| < Comr (1 + |x| + t) ™K sobre R3 x [0, ©), Va, m, K,

tais que ndo existe solu¢do (p,u) sobre R3 x [0, ) satisfazendo (1), (2), (3), (6) e

(7).

Vé-se claramente que podemos resolver este problema buscando
velocidades validas cuja integral do seu quadrado em todo o espaco R3 é infinito,
ou também, conforme indicamos em (8), buscando fun¢des ¢ ndo gradientes, onde
a pressao p ndo podera ser considerada uma fungao potencial, para algum instante
t > 0. Entendemos que os a,m indicados em (4) e (5) s6 fazem sentido para
la|,m € {0,1,2,3,4, ...} e os K negativos podem ser desprezados, pois nao limitam
o valor das func¢des u® f e suas derivadas quando |x] - o ou t — o, com
CaK' CamK > 0.

§2

A inequacdo (4) traz implicitamente que u°(x) deve pertencer ao espaco
vetorial das fung¢des de rapido decrescimento, que tendem a zero em |x| — oo,
conhecido como espaco de Schwartz, S(R3®), em homenagem ao matematico
francés Laurent Schwartz (1915-2002) que o estudou [3]. Estas fungdes e suas
infinitas derivadas sdo continuas (C™) e decaem mais rapido que o inverso de
qualquer polinémio, tais que

(11) limy 50 x1*D%(x) = 0

para todo a = (a4, ..., @,), @; inteiro nao negativo, e todo inteiro k > 0. @ é um
multi-indice, com a convencao
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(12) DY = la| = a; + -+ apa; € {0,1,2,...).

aq an
FREC

D é o operador identidade, D% um operador diferencial. Um exemplo de fung¢io
deste espaco é u(x) = P(x)e_|x|2, onde P(x) é uma fun¢do polinomial.
Valem as seguintes propriedades [4]:

1) S(R™) é um espaco vetorial; ele é fechado sobre combinagdes lineares.

2) S(R™) é uma algebra; o produto de fungdes em S(R™) também pertence a
S(R™).

3) S(R™) é fechado sobre multiplicacdao por polindmios.
4) S(R™) é fechado sobre diferenciagao.

5) S(R™) é fechado sobre translagcdes e multiplicagdo por exponenciais complexos
(eix-f).

6) funcdes de S(R™) sdo integraveis: fRn |f(x)]dx < oo para f € S(R"). Isto segue
do fato de que |[f(x)|<M(1+|x])~ ™D e, usando coordenadas polares,
Jon (4 1x)~*Vdx = € fooo(l + 1)1 r"ldr < o, i, o integrando decresce

como 2 (e (1 + r)™2) no infinito e produz uma integral finita.

Da definicio de S(R3) e propriedades anteriores vemos que, como
u®(x) € S(R?), entdo [o, [u®(x)|dx < [, M(1+ |x|)"*dx < C fooo(l +7)72dr < o
e quadrando [u°(x)| e M(1 + |x[)™* chegamos a desigualdade [, [u®(x)|*dx < oo,
que contradiz (10).

Outra forma de verificar isso é que o conjunto S(R") esta contido em
LP(R™) paratodop, 1 <p < oo ([5]-[9]), e em particular parap = 2 e n = 3 segue
a finitude de [, [u®(x)|*dx.

Portanto, se a condicdo (7) for desobedecida, conforme propomos neste
artigo, sera para t > 0, por exemplo, encontrando alguma funcao u(x,t) da forma

u()v(x,t), v(x,0) =1, ouu®(x) + v(x,t), v(x,0) =0, com fR3 |[v(x, t)|>dx - o

e Jps [u(x, t)|?dx — oo,

§3

De fato, escolhendo u°(x) € S(R3) e f(x,t) € S(R3 x [0, »)), obedecendo-
se assim (4) e (5), lembrando-se que ndo precisamos ter u,p € S(R3 X [0, o))
como solucdo, apenas u,p € C*(R3 X [0,»)), entdo é possivel construir uma
solucio para a velocidade da forma u(x,t) = u®(x)e~* + v(t), com v(0) = 0, tal
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que [p; [u(x, t)|?dx — oo, pois, quando [.[|u’(x)[*e™" + 2u’(x) - v(t)]dx > 0, por
exemplo, quando cada componente de u°(x) tem o mesmo sinal da respectiva
componente de v(t) ou o produto entre elas é zero ou [, u(x) - v(t)dx = 0,
teremos [oo [u(x, t)|?dx = [o;|v(t)|?dx = [v(t)|? [z dx — o0, com v(t) # 0,t > 0.

Também devemos escolher u, u° taisque V-u = V- u® = 0.
Em especial, escolhamos, paral < i < 3,

(13.1) u0(x) = e~ I+ D) (o, xo %, x5, —2%1X5),
(13.2) v;(t) =w(t) =e t(1—e™),
(13.3) u(x, t) = ud(x)e t + v;(t),
- a uf
(13.4) filx,t) = (—u? +et ]3 0 i ] 117] o, )e t

o que resulta para p(x, t), como a Unica incégnita ainda a determinar,

ov _
(14) Vp + == 0,
e entao
(15) p(x,t) = —(Z—':/(xl + x, + x3) + 6(0).

A pressdo obtida tem uma dependéncia temporal genérica 6(t), que deve ser de
classe C*([0,)) e podemos supor limitada, e diverge no infinito (|x| = o0), mas
tenderda a zero em todo o espago com o aumento do tempo (a menos
eventualmente de 8(t)), devido ao fator e~¢ que aparece na derivada de w(t),

(16) C;—Vtv =e t(2e ' —1).

Neste exemplo [,

t > 0, como queriamos. Mais simples ainda seria escolher u°(x) = 0.
Interessante observarmos que ndo ocorre nenhuma descontinuidade na
velocidade, nem singularidade (divergéncia: |u| — o), entretanto a energia

;u’(x) - v(t)dx =0, e assim [, |u(x,t)|*dx —» oo para

cinética total em todo o espaco diverge, fR3 |u|? dx — oo, Tivemos como dados de
entrada u® € L?(R®), f € L?(R® x [0,%0)), mas por solugdo u & L?(R3 x [0,)),
assim como p € L?(R3 x [0, ).

§4

Outro exemplo interessante, utilizando a mesma velocidade inicial anterior,
mas fazendo v depender explicitamente das coordenadas de posicao x;,x, nas
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direcdes ey, e,, além do tempo t, e ser igual a zero na dire¢do e;, com v(x,0) = 0
V-v=0, v # 0 (v ndo identicamente nulo), e que também obedece a todas as
condi¢cdes de (1) a(6),é,paral <i < 3,

(17.1) u0(x) = e~ I+ D) (o, xo %, x5, —2%1X5),

(17.2) v(x,t) = e tw(x,t),

(173) W(x! t) = (Wl (xll x21 t)l WZ (xll xZ; t)l 0);

w(x,0)=0, V-w=0, wZ0,

(17.4) w;(x,t) =ul (e~ + v;(x, t) = [u) (x) + wi(x,t)]et,
0

(17.5) filx,t) = ( u) +e ty3 1[uoai+u°%+ w; gx —L] - vVZulp)e‘t
J)

=(—u9+23- [e~tu l+ Oav‘+v-au?] vV?2 9)6 t
L J=1 U o% J 9x; L ’

o que resulta para p(x, t), como a Unica incégnita ainda a determinar,

v

(18) 0x; at

3 v _ vz,
+Zj=1 v ox; vVy,,

as equacdes de Navier-Stokes sem forca externa.

No6s sabemos que para n = 2 a equacgdo (18) tem solugdo cuja existéncia e
unicidade ja esta provada ([10]-[13]), sendo assim, transformemos nosso sistema
tridimensional (18) em um sistema bidimensional em v, o que fornecera como
solucdo uma pressdo p e uma velocidade v, a priori, com dominio espacialmente
bidimensional, i.e., nas variaveis (x4, x,, t). Resolvida, por hipétese, a equacao (18)
acima, com v(x,0) = 0, V-v = 0, mas v ndo identicamente nulo, acrescentemos a
terceira coordenada espacial v3 =0 na solucdo definitiva para u(x,t),
espacialmente tridimensional, em (17.4), e calculemos a for¢a externa em (17.5).
Escolhendo v € S(R? X [0,0)) ou v polinomial para ser usada em (18),
garantiremos que f € S(R3 x [0,)), obedecendo-se (5), com u° € S(R?),
conforme (4). Fazendo que v seja limitada em valor absoluto faremos com que u
ndo divirja em |x| = oo, que é uma condicao fisicamente razoavel e desejavel em
[1]. Construamos entdo uma velocidade v ndo identicamente nula, com
v(x,0) =0, V-v =0, tal que seja relativamente simples resolver (18), que seja
limitada em moédulo, possa tender a zero no infinito em ao menos determinadas
situacdes, seja integravel em R?, de classe C* e satisfaca (5).

A equacgdo (18) admitira ainda uma dependéncia temporal genérica para a
pressao da forma

(19) p(x,t) = py(x1,x,,t) + 0(t), x € RS,

i.e., além da solucdo convencional p; para a pressao do problema bidimensional
das equagbes de Navier-Stokes (18) nas variaveis independentes (xq,x,,t),
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acrescente-se a p uma parcela genérica 6(t) dependente apenas do tempo e/ou
uma constante como a solucdo definitiva da pressdao no problema tridimensional
original, conforme ja vimos em (15).

A infinitude da energia cinética total, neste segundo exemplo, ocorre devido
a integracdo de uma funcio bidimensional (|v]|? ou |w|?) ndo identicamente nula
no espaco tridimensional infinito (R3).

A energia cinética total do problema é, parav = e~ tw,
(20) Jos lulPdx = [pa(e7? |u’|? + 2e7"u - v + |[v]*)dx
= e [o(Jul|® + 2u’ - w + [w|?)dx.

Embora [ ,(|u®|* +2u’ - w)dx seja finito, das propriedades das fungdes

pertencentes ao espaco de Schwartz e integraveis (o caso u® = 0 é elementar), a
terceira parcela em (20) divergird em R® para v,w % 0, ainda que possa convergir
e ser finita em R?, ou seja, se |v| nio for identicamente nulo e t > 0,

+00

+o00
(21) Jys I012dx = [77 (fi 1) doxs = C, [ daty > o0,
donde, para t estritamente positivo e finito,
(22) Jgs ul?dx — o0, t > 0,v £ 0,

a violagdo da condigdo (7).

§5

Vamos agora resolver (18) de maneira explicita, primeiramente no dominio
R? x [0, ). Mostraremos que uma solugdo do tipo

(23) v(x1, X2, t) = (X (31 — x)T(£), X(x1 — x2)T (1))

resolve (18) e elimina seu termo ndo linear, e se T(0) = 0 resolve-se (17) e o
sistema (1), (2), (3) original. X e T ndo identicamente nulos, evidentemente.

Chega-se, como um caso possivel de solucdo, para x € R® e introduzindo
implicitamente a terceira coordenada espacial v; = 0 em v, a

(24) v(x,t) = e~ (12" (1 — e Yet(1, 1,0),

(25) p(x,t) = [ (vIVEX — X ) d + 6(0),
X=e, E=x,—x, T=et(et=1),

(26) u(x, t) =ul(x)e t + v(x,t),
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com u°(x) dado em (17.1) e f(x,t) em (17.5). 6(t) é nossa fun¢io genérica do
tempo, ou uma constante, que deve ser de classe C*(][0,)) e podemos supor
limitada.

A velocidade v que escolhemos é uma funcdo limitada que decai
exponencialmente com relacdo ao quadrado da diferenca das coordenadas x, x, e
decai exponencialmente a zero em relacao ao tempo, ou seja, ndo pertence a um
espaco de Schwartz em relacdo a posicdo, mas ndo diverge quando |x| — o. Seu
comportamento em relagdo a x; — x,, entretanto, nio retira de f(x,t) a condigdo
de ser pertencente a S(]R3 x [0, 00)), conforme é possivel provar das propriedades
de S que vimos na secido 2 anterior. Também temos v(x,0) =0, V-v =0, v € C*,
v €L? e u(x,0) = u), u® € S(R3), conforme queriamos.

§6

Ambos os exemplos obedecem as condi¢des de divergéncia nula
(divergence-free, V - u® = 0), suavidade (smoothness, C®) e derivadas parciais de
u% e f da ordem de Cox(1+ |x])7% e Chpmix(1+ |x| +t)7¥, respectivamente.
Concluimos que deve ser u® € S(R3®) e f € S(R3 x [0,)). Para cada u(x,t)
possivel tal que (3) seja verdadeira, a forca externa f(x,t) e a pressao p(x,t)
podem ser convenientemente construidas, na classe C*, verificando (8), e de modo
a satisfazerem todas as condi¢des necessarias, encontrando-se assim uma solucdo
possivel para (1), (2), (3), (4), (5) e (6), e apenas (7) ndo seria satisfeita, para
t > 0, conforme (10). Mostramos entdao exemplos de quebra de solugcdes para o
caso (C) deste problema do milénio. Estes exemplos, entretanto, nao levam ao caso
(A) de [1], de existéncia e suavidade das solugdes, justamente por violarem (7) (O
caso (A) também impode que seja nula a forga externa, f = 0).

Um resumo das condi¢des do problema esta listado abaixo.

v>0n=3
Ju°(x):R3 smooth (C®), divergence-free (V- u° = 0)
3f(x,t): R3 x [0, ) smooth (C*)

4)  |0%u°(x)| < Cox (1 + |x])TK:R3, Va, K

(5) 080 f(x, )| < Comi (1 + |x| + ). R3 X [0,0) , Va,m, K
A(p,u): R x [0, ) /

1) B4y 1u,a M vVZui—s—Z+fi(x,t),1 <i<3 (x€R%t>0)
2) V-u=0

3) u(x0)=u"(x) (x€R3)

(6)  pu€C”(R®x][0,0))

(7)  Jpslu(x,O)]?dx < C,vt 20 (bounded energy)




E importante analisarmos também a questdo da unicidade das solug@es.
Como u°(x) e f(x, t) sdo dados, escolhidos por nos, de classe C* e satisfazendo (4)
e (5), i.e, pertencentes ao espaco de Schwartz, com V- u°® = 0, afirmar que nio
existe solucdo (p,u) para o sistema (1), (2), (3), (6) e (7) pode pressupor que
exploramos, ou provamos para, as infinitas combinagdes possiveis de p e de u, i.e,,
de (p,u). Sendo assim, precisamos que haja unicidade de solu¢do para cada
velocidade que construimos, o que elimina outras velocidades possiveis para os
mesmos dados utilizados, u°(x) e f(x,t), e que implicassem em energia cinética
total finita.

A unicidade da solucao (a menos da pressao p(x,t) com o termo adicional
constante ou dependente do tempo) vem dos resultados classicos ja conhecidos,
descritos por exemplo no mencionado artigo de Fefferman [1]: o sistema das
equacdes de Navier-Stokes (1), (2), (3) tem solugdo unica para todo t >0 ou
apenas para um intervalo de tempo [0,T) finito dependente dos dados iniciais,
onde T é chamado de “blowup time’. Quando ha uma solugdo com T finito entdo a
velocidade u torna-se ilimitada proxima do “blowup time”.

Vemos que a existéncia de cada solu¢do nossa, nos exemplos dados, esta
garantida por construcao e substituicio direta. Nossas velocidades ndo
apresentam nenhum comportamento irregular, em instante t algum, em posicdo
alguma, que a tornem ilimitadas, infinitas, nem mesmo para t — o ou |x| — oo,
sendo assim, ndo pode haver o “blowup time’ nos exemplos que demos, portanto
cada solugdo encontrada nos casos anteriores é Uinica em todo tempo (a menos da
pressdo). Mas ainda que houvesse um T finito (em [14], [15] vemos que T > 0), a
unicidade existiria em pelo menos um pequeno intervalo de tempo, o que ja é
suficiente para mostrar que neste intervalo ocorre a quebra das solugdes de
Navier-Stokes por ser desobedecida a condicao de energia cinética limitada (7),
tornando o caso (C) verdadeiro.

Grato ao professor Ricardo Rosa da UFR], matematico especialista nas
equacgdes de Navier-Stokes, que me explicou sobre o caso @ = 0 e sua natureza de
multi-indice.
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