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Résumé

Le sujet de cette note est de présenter la représentation stéréographique.
C’est la représentation d’un point P d’une sphère de rayon a en un point P̂ du
plan.

1 Introduction et Rappels Historiques

La représentation stéréographique de la sphère au plan est l’une des repré-
sentations la plus utilisée depuis l’antiquité. Elle était connue par Hipparcos
(185-120 avant J.C) ainsi que Claudius Ptolemaus (80-160 ) [1]. Ptolemaus
connaît que la représentation stréographique transforme les cercles en cercles
ou en droites, mais on ignore s’il savait que l’image de tout cercle de la sphère
est un cercle ou une droite. Cette propriété fût démontrée par l’astronome et
ingénieur Arabe Al-Farghani [2],[3] qui vivait entre le Caire et Baghadad au
milieu du 9ème siècle. Cette représentation était employée dans la confection
des astrolables.

C’était Thomas Harriot (1560-1620) qui avait montré que la représentation
stéréographique est conforme et approuvée par un papier présenté par Edmond
Halley (1656-1742) à la Société Royale de Londres.

Le terme "projection stéréographique " fût donné par le mathémathécien
Belge et d’origine espagnole François d’Aiguillon (1567-1617) en 1613 dans le
sixième chapitre concernant les projections de son livre d’optique "Opticorum
liber extus de proiectionibus".

Rappelons que l’histoire des représentations conformes a été le point de
départ de la géométrie différentielle moderne avec le papier de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) de 1827 sur la théorie générale des surfaces [4]. Un autre
apport considérable était venu du travail du mathématicien Français Gaspard
Monge (1746-1818) spécialement de son livre sur l’application de l’analyse à la
géométrie [6],[7].

2 Présentation

Soit le pôle sud S de la sphère coincide avec l’origine du repère (S, x, y) du
plan. L’axe Sζ représente la ligne des pôles sud-nord. Un point P (ξ, η, ζ) de la
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Fig. 1: La Représentation Stéréographique

sphère a pour image le point P̂ (x, y) du plan. Le point P̂ est l’intersection de
la droite NP avec le plan. N désigne le pôle nord N(0, 0, 2a) ∈ R3. La sphère a
pour centre le point de coordonnées (0, 0, ζ = a). Son équation est :

ξ2 + η2 + (ζ − a)2 = a2 ⇐⇒ ξ2 + η2 + ζ2 − 2aζ = 0 (1)

La droite NP a pour équation :
x = 0 + tξ = tξ
y = 0 + tη = tη
z = 2a+ t(ζ − 2a)

(2)

La droite NP coupe le plan z = ζ = 0 au point P̂ telque :

2a+ t(ζ − 2a) = 0 =⇒ t = 2a
2a− ζ (3)

D’où les coordonnées de P̂ (x, y) avec :
x = tξ = 2aξ

2a− ζ
y = tη = 2aη

2a− ζ
avec ξ2 + η2 + ζ2 − 2aζ = 0

(4)
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2.1 Le calcul inverse
Ayant (x, y), exprimons (ξ, η, ζ) en fonction de x et y. De (4), on tire :

ξ = (2a− ζ) x2a (5)

η = (2a− ζ) y2a (6)

En remplaçant (5) et (6) dans (1), on obtient :

(2a− ζ)2 x
2

4a2 + (2a− ζ)2 y
2

4a2 + ζ2 − 2aζ = 0 (7)

Après calculs, on trouve l’équation suivante du second degré en ζ :

ζ2x
2 + y2 + 4a2

4a2 − ζ x
2 + y2 + 2a2

a
+ x2 + y2 = 0 (8)

Son résolution donne les deux solutions, a étant positif :

ζ1 = 2a (9)

ζ2 = 2a(x2 + y2)
x2 + y2 + 4a2 (10)

ζ1 ça correspond au point N le pôle nord de la sphère, son image le point ({∞}).
On retient donc ζ = ζ2. Calculons 2a− ζ :

2a− ζ = 8a3

x2 + y2 + 4a2 (11)

D’où les expressions de ξ, η, ζ en fonction de x, y :

ξ = 4a2x

x2 + y2 + 4a2 (12)

η = 4a2y

x2 + y2 + 4a2 (13)

ζ = 2a(x2 + y2)
x2 + y2 + 4a2 (14)

3 Application des Coordonnées Géographiques

Le point P a pour coordonnées tridimensionnelles exprimées en fonction de
β, φ :

P =


ξ = acosβcosφ
η = acosβsinφ
ζ = a+ asinβ

(15)

avec :
ξ2 + η2 + ζ2 − 2aζ = 0
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La métrique de la sphère est donnée par :

ds2 = a2dβ2 + a2cos2βdφ2 (16)

Sur l’image le plan, on a :
dS2 = dx2 + dy2 (17)

D’où le module linéaire m :

m2 = dS2

ds2 = dx2 + dy2

a2dβ2 + a2cos2βdφ2 (18)

Calculons alors dS2. Comme :

x = 2aξ
2a− ζ = 2acosβcosφ

1− sinβ (19)

y = 2aη
2a− ζ = 2acosβsinφ

1− sinβ (20)

Ce qui donne :

dS2 = 4a2(dβ2 + cos2βdφ2)
(1− sinβ)2 (21)

Soit :
m2 = dS2

ds2 = 4
(1− sinβ)2 =⇒ m = 2

1− sinβ (22)

−π2 < β <
π

2 =⇒ 1− sinβ > 0. Or l’expression (22) s’écrit aussi :

m = 2
1− sinβ = 2

1− 2sinβ2 cos
β
2

= 2
(cosβ2 − sin

β
2 )2

= 1
cos2(π4 + β

2 )
(23)

La représentation stéréographique est évidemment conforme puisque son mo-
dule linéaire m est indépendant de la direction [8] et ne dépend que du point (
ici dépend seulement de β).

Retrouvons cette propriété de conformité autrement. Posons :

Z = x+ iy (24)

Soit

Z = x+ iy = 2a(ξ + iη)
2a− ζ = 2acosβ(cosφ+ isinφ)

1− sinβ = acosβeiφ

cos2(π4 + β
2 )

(25)

De (16), on peut écrire :

ds2 = a2cos2β

(
dβ2

cos2β
+ dφ2

)
= a2cos2β(dL2

M + dφ2) (26)
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où :

dLM = dβ

cosβ
=⇒ LM =

∫ β

0

dθ

cosθ
= Logtg

(
π

4 + β

2

)
⇒ eLM = tg

(
π

4 + β

2

)
(27)

LM est la latitude de Mercator. Les coordonnées (LM , φ) sont des coordonnées
symétriques et orthogonales, posons :

z = LM + iφ (28)

Alors l’expression (25) s’écrit :

Z = 2aeLM eiφ = 2aeLM +iφ = 2aez (29)

Or l’expression Z donnée par (29) est une fonction holomorphe ou analytique
de z. Donc elle représente une transformation conforme.

4 Propriétés

Propriété 1 : Les cercles de la sphère ont transformés en cercles ou des
droites du plan et vice-versa.

Lemme 1 : Tout plan intersectant une sphère donnée, on obtient un cercle.

Démonstration du Lemme 1 : Soit la sphère S d’équation :

ξ2 + η2 + ζ2 = 1 (30)

et un plan K d’équation :

c1ξ + c2η + c3ζ + c0 = 0 (31)

coupant la sphère S, le vecteur u ci-dessous :

u =


c1
c2
c3

(32)

est perpendiculaire au plan K. Soit la droite ∆ passant le centre de la sphère
S. Elle coupe le plan au point Ω. L’équation de la droite ∆ est :

∆


ξ = tc1
η = tc2
ζ = tc3

(33)

Les coordonnées de Ω sont telles que :

tc2
1 + tc2

2 + tc2
3 + c0 = 0 =⇒ t = − c0

‖u‖2
(34)
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d’où :

Ω =



− c0c1
‖u‖2

− c0c2
‖u‖2

− c0c3
‖u‖2

(35)

Soit un pointM(ξ, η, ζ) de l’intersection de la sphère S et du plan K. Calculons
la distance ΩM . Soit :

ΩM



ξ + c0c1
‖u‖2

η + c0c2
‖u‖2

ζ + c0c3
‖u‖2

(36)

D’où :

ΩM2 =
(
ξ + c0c1
‖u‖2

)2
+
(
η + c0c2
‖u‖2

)2
+
(
ζ + c0c3
‖u‖2

)2
= 1− c2

0
‖u‖2

(37)

Cette distance est constante, c’est-à-dire que l’ensemble des points M = K
⋂
S

est un cercle de centre Ω et de rayon r =
√

1− c2
0

‖u‖2
. �

Revenons à la propriété 1 : Soit un cercle F de la sphère S obtenu comme
intersection d’un plan K d’équation :

c1ξ + c2η + c3ζ + c0 = 0 (38)

et de la sphère d’équation :

ξ2 + η2 + (ζ − a)2 = a2 ⇐⇒ ξ2 + η2 + ζ2 − 2aζ = 0

Les coefficients ci sont telque le plan K coupe ou est tangent à la sphère S.
Remplaçant les formules de (12-13-14) dans (38) en prenant par exemple a = 1

2,
on obtient :

(c0 + c3)(x2 + y2) + c1x+ c2y + c0 = 0 (39)

Si c0 + c3 6= 0, l’équation précédente est l’équation du cercle :(
x+ c1

2(c0 + c3)

)2
+
(
y + c2

2(c0 + c3)

)2
= ρ2 (40)

avec ρ2 = c2
1 + c2

2
4(c0 + c3)2 −

c0
c0 + c3

(41)
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Si c0 + c3 = 0 et c0 6= 0 les équations du plan (38) et du cercle (39) deviennent :

c1
c0
ξ + c2

c0
η − ζ + 1 = 0 (42)

c1
c0
ξ + c2

c0
η + 1 = 0 (43)

Le plan donné par (42) passe par le pôle nord N et l’image du cercle est la
droite donnée par (43).

Si c3 = c0 = 0, l’équation du plan est :

c1ξ + c2η = 0 (44)

coupe la sphère suivant un méridien dont l’image est la droite passant par
l’origine S :

c1x+ c2y = 0 (45)

Inversement, on donne le cercle d’équation :

(x− v)2 + (y − w)2 = ρ2 (46)

En utilisant (4) et en prenant 2a = 1, on obtient :

( ξ

1− ζ − v)2 + ( η

1− ζ − w)2 = ρ2

⇒ ξ2 + η2 − 2ξv(1− ζ)− 2ηw(1− ζ) + (v2 + w2)(1− ζ)2 = ρ2(1− ζ)2 (47)

Comme le point antécédent (ξ, η) appartient à la sphère, on utilise que :

ξ2 + η2 = ζ − ζ2 = ζ(1− ζ)

L’équation (47) devient pour ζ 6= 1 :

2ξv + 2ηw + (v2 + w2 − ρ2 − 1)ζ − v2 − w2 + ρ2 = 0 (48)

C’est l’équation du plan qui coupe la sphère S suivant un cercle.
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