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Résumé

Le sujet de cette note est de présenter la représentation stéréographique.
C’est la représentation d’un point P d’une sphére de rayon a en un point P du
plan.

1 Introduction et Rappels Historiques

La représentation stéréographique de la sphére au plan est I’'une des repré-
sentations la plus utilisée depuis I’antiquité. Elle était connue par Hipparcos
(185-120 avant J.C) ainsi que Claudius Ptolemaus (80-160 ) [I]. Ptolemaus
connait que la représentation stréographique transforme les cercles en cercles
ou en droites, mais on ignore s’il savait que l'image de tout cercle de la sphére
est un cercle ou une droite. Cette propriété fiit démontrée par I'astronome et
ingénieur Arabe Al-Farghani [2],[3] qui vivait entre le Caire et Baghadad au
milieu du 9eme siecle. Cette représentation était employée dans la confection
des astrolables.

C’était Thomas Harriot (1560-1620) qui avait montré que la représentation
stéréographique est conforme et approuvée par un papier présenté par Edmond
Halley (1656-1742) a la Société Royale de Londres.

Le terme "projection stéréographique " fiit donné par le mathémathécien
Belge et d’origine espagnole Francgois d’Aiguillon (1567-1617) en 1613 dans le
sixiéme chapitre concernant les projections de son livre d’optique "Opticorum
liber extus de proiectionibus'".

Rappelons que I'histoire des représentations conformes a été le point de
départ de la géométrie différentielle moderne avec le papier de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) de 1827 sur la théorie générale des surfaces [4]. Un autre
apport considérable était venu du travail du mathématicien Frangais Gaspard
Monge (1746-1818) spécialement de son livre sur I'application de I'analyse a la
géométrie [6],[7].

2 Présentation

Soit le pdle sud S de la sphere coincide avec 'origine du repére (S, z,y) du
plan. L’axe S représente la ligne des poles sud-nord. Un point P(§,n,¢) de la
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Fig. 1: La Représentation Stéréographique

sphere a pour image le point p(x, y) du plan. Le point P est Dintersection de
la droite N P avec le plan. N désigne le pole nord N(0,0,2a) € R3. La sphere a
pour centre le point de coordonnées (0,0,( = a). Son équation est :

ErntrC—a?=a =+ +¢—2a¢=0 (1)
La droite NP a pour équation :
r=041t& =1t

y=0+tn=1tn (2)
z=2a+t(¢— 2a)

La droite NP coupe le plan z = { = 0 au point P telque :

2a
a+t((—2a)=0= Sy (3)
D’ou les coordonnées de P(a:, y) avec :
2a&
= t =
x =t 2% e
ar (4)
= t =
y=m=5 - ¢

avec &2+ 12 +¢*—-2a( =0
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2.1 Le calcul inverse

Ayant (z,y), exprimons (£,7,¢) en fonction de z et y. De (4)), on tire :

£=(2a-0)s (5)
n=(2a-0)s- (6)

En remplagant et @ dans , on obtient :

2952 2y2 2
(2a—()*— +(2a—()*~—=+(¢"—2a¢ =0 (7)

4q? 4q?
Apres calculs, on trouve ’équation suivante du second degré en ( :
ngQ +y° +4a® Ca:Q + 9% + 2a?

2 2
=0 8
a2 - +a°+y (8)

Son résolution donne les deux solutions, a étant positif :

Cl = 2a (9)
2 2 2

(1 ¢a correspond au point N le pole nord de la sphére, son image le point ({oo}).
On retient donc ( = (3. Calculons 2a — ¢ :

8a?

ST

(11)

D’ou les expressions de &, 7, ¢ en fonction de x,y :

4a’x
= — 12
¢ 2 + y? + 4a? (12)
4ay
= = 13
" 22 +y2 + 4a? (13)
¢ = 2a(w2 + y2) (14)
224 y2 + 4a?

3 Application des Coordonnées Géographiques

Le point P a pour coordonnées tridimensionnelles exprimées en fonction de

B
& = acosfcoso
P =< n=acospsing (15)
¢ =a+asinf
avec :

& +n"+¢*—2a¢=0
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La métrique de la sphere est donnée par :

ds? = a*df? + a*cos®Bd¢? (16)
Sur I'image le plan, on a :
dS? = dx* + dy? (17)
D’ot le module linéaire m :
2 2 2
m2 dS _ dz* + dy (18)
ds?  a2df? + a’cos?Bd¢?
Calculons alors dS?. Comme :
2a& 2acosfBcosp
p— p— 1
YT ¢ 1—sinf (19)
2an 2acosBsing
prm— = 2
Y= 59— ¢ 1—sinf (20)
Ce qui donne :
2( 7432 25742
4S? — 4a”(dp +?05 Bdo*) (21)
(1 — sinf)?
Soit : 152
4 2
2
T s (1 — sinf)? T sing (22)
T ™ . . . .
D) <fB< 5 = 1 — sinf > 0. Or 'expression s’écrit aussi :
2 2 2 1
m = = (23)

C1-sinf 11— 23in§cos§ (cosg — sing)2 cos?(% + g)

La représentation stéréographique est évidemment conforme puisque son mo-

dule linéaire m est indépendant de la direction [8] et ne dépend que du point (
ici dépend seulement de f3).

Retrouvons cette propriété de conformité autrement. Posons :

Z=x+1y (24)
Soit
Z—utiy= 2a(§ +in) _ 2acosﬁ(cos<é + ising) _ acosﬁei‘; (25)
2a — ¢ 1 —sinp cos?(Z +4)
De , on peut écrire :
ds* = a*cos*p 45° + d¢? | = a*cos’B(dL%; + do?) (26)
cos?f3 M
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ou :

_ap _5d0_ T f Lar T f
dLM*cos,BjLMi A 0089L09t9(4+2):>e tg(4+2>

(27)
Ly est la latitude de Mercator. Les coordonnées (Lys, ¢) sont des coordonnées
symétriques et orthogonales, posons :
z=Ly +1¢ (28)
Alors Pexpression (25| s’écrit :

Z = 2ae"M e = 2qet Mt = 247 (29)

Or l'expression Z donnée par (29)) est une fonction holomorphe ou analytique
de z. Donc elle représente une transformation conforme.

4 Propriétés

Propriété 1 : Les cercles de la sphére ont transformés en cercles ou des
droites du plan et vice-versa.

Lemme 1 : Tout plan intersectant une sphére donnée, on obtient un cercle.

Démonstration du Lemme 1 : Soit la sphere S d’équation :
e+ =1 (30)
et un plan K d’équation :
c1€E+con+c3C+cg=0 (31)
coupant la sphere S, le vecteur u ci-dessous :
&1
u=14q C2 (32)
c3

est perpendiculaire au plan K. Soit la droite A passant le centre de la spheére
S. Elle coupe le plan au point 2. L’équation de la droite A est :

§=ta
A n=teco (33)
¢ =tcs

Les coordonnées de ) sont telles que :

€o
ul®

te 4+ttt cg=0=1t=— (34)
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d’ou :
CcoC1

lul?

CoC2
=93 "Tup (35)

CoCs3
ul®

Soit un point M (&, n, () de 'intersection de la sphére S et du plan K. Calculons
la distance QM. Soit :

coC1
§+
s
CoC2
QM + ]2 (36)
€0C3
C+122
[l |2
D’ou :
2 2 2 2
CoC1 CoC2 €oC3 s
QM2:<£+ > +<n+ ) +<§+ > =1- (37)
[Jul? [[ul|? [l |2 [Jul[?
Cette distance est constante, c’est-a-dire que I’ensemble des points M = K[\ S
2
est un cercle de centre 2 et de rayon r = /1 — HC#. o
U

Revenons a la propriété 1 : Soit un cercle F de la sphére S obtenu comme
intersection d’un plan K d’équation :

ci€+con+c3C+co=0 (38)
et de la sphere d’équation :

EHnr+((—al=a> =+ +-2a(=0

Les coefficients ¢; sont telque le plan K coupe ou est tangent a la sphere S.

1
Remplagant les formules de 1 D dans 1' en prenant par exemple a = 3
on obtient :

(co+es)(@?+y)+az+cy+ce=0 (39)

Si ¢o + ¢3 # 0, ’équation précédente est ’équation du cercle :

(ot srey) *( gey) = (40

cd + 3 Co

41
4(Co-+’63)2 co + c3 ( )

avec p° =
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Si cg+c3 =0 et ¢g # 0 les équations du plan et du cercle deviennent :
et Ep_c4+1=0 (42)
co co

e+ Zpt1=0 (43)
Co Co

Le plan donné par passe par le pole nord N et 'image du cercle est la
droite donnée par (43).

Si cg = ¢g = 0, ’équation du plan est :
1§+ cn =0 (44)

coupe la spheére suivant un méridien dont l'image est la droite passant par
lorigine S :
car+cy=0 (45)

Inversement, on donne le cercle d’équation :
(z—v)? + (y —w)? = p? (46)
En utilisant et en prenant 2a¢ = 1, on obtient :

(g =0 (g~ =

= &40 —260(1 = ¢) = 2nw(l = ¢) + (V* + w?)(1 = O)* = p*(1 = ¢)* (47)
Comme le point antécédent (£, 7) appartient a la sphere, on utilise que :
E+n’=(-C=¢1-9
L’équation devient pour ( # 1 :
260+ 2nw + (V¥ +w? — p2 = 1) =02 —w? +p* =0 (48)

C’est I’équation du plan qui coupe la sphere S suivant un cercle.
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