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Résumé

L’étude concerne la combinaison des données Doppler et les observations ter-
restres classiques dans la compensation des réseaux géodésiques. Des modeles de
compensation sont présentés. Ils appartiennent a deux groupes : compensation com-
binée ; compensation commune.

Le modele de Bursa-Wolf et les formules générales de Molodensky sont utilisées
pour le calcul des 7 parametres (translation, rotation et facteur d’échelle).

Les erreurs systématiques dans 1’orientation et la mise a 1’échelle des réseaux
géodésiques terrestre sont traitées.

Summary

The investigation concerns the combination of Doppler data and terrestrial clas-
sical observations for the adjustment of geodetic networks and the determination of
the 7 parameters (translation, rotation and scale) between terrestrial geodetic and
Doppler networks.

Models of adjustment are presented. They are part of two groups : 1- a com-
bined adjustment, 2- a commun adjustment. Bursa-Wolf’s model and Molodensky
formulas are used to determine the parameters.

Systematic errors in orientation and scale of geodetic terrestrial networks are stu-
died.

Zusammenfassung

Diese Arbeit bekandelt die Kombination von Doppler daten mit klassischen ter-
restrischen Beobachtungen fur die Ausgleichung de geodatischen Netzen, und die
Bestimmung der sieben Transformationsparameter (Translation, Rotation, Mafstab)
zwischen terrestrischen und Doppler Netzen.

Ausgleichsmodelle werden beschrieben. Sie sind Teile von zwei Gruppen : 1-
eine Kombinierte Ausgleichung, 2- eine gemeinen Ausgleichung. Bursa-Wolf Mo-
delle und die Formelen von Molodensky werdar fur die Bestimmung der sieben
Parameter verwendet.

Systematische fehler in der Orientierung und im Mafstab, von terrestrischen
Netzen Werden undersucht.






Chapitre 1
Introduction

La combinaison des données satellites avec les observations terrestres s’ était po-
sée dés I’établissement des réseaux satellites (D.B Thomson, 1976).

Le développement de la géodésie Doppler dans I’établissement et le controle des
réseaux géodésiques a contribué a faire appel a la combinaison des données spa-
tiales, en particuler, les données Doppler avec les observations terrestres pour la
compensation des réseaux géodésiques.

A T’heure actuelle, les nouvelles techniques (VLBI , GPS , Inertielle) et la nou-
velle approche de la géodésie c’est-a-dire la Géodésie Intégrée ou Opérationnelle
vont permettre de plus en plus la combinaison des observations terrestres avec
d’autres données (spatiales, gravimétriques et inertielles).

Cependant, I’utilisation de la méthode Doppler est encore un moyen dans I’éta-
blissement des réseaux géodésiques, surtout pour les pays en voie de developpe-
ment. Le projet ADOS (Africain Doppler Survey) est un exemple (I. Mueller, 1982).

Il se pose alors le probleme de la combinaison des données Doppler avec les ob-
servations terrestres classiques pour la compensation des réseaux géodésiques et la
détermination des 7 parametres de la transformation entre les systemes Doppler et
géodésiques terrestres.

Le probléme reste a 1’ordre du jour, comme le souligne 1’'une des recomman-
dations du 7éme Symposium International sur les calculs géodésiques (Cracovie,
Pologne,18-21 Juin 1985) : ” Le développement de méthodes efficaces de compen-
sation, en combinant toutes sortes d’observations, mémes celles obtenues par les
techniques modernes de mesures ”. (BG, Vol 60 N°2,1986).

Dans cette étude, on se limite a la combinaison des données Doppler avec les ob-

servations terrestres classiques pour la compensation des réseaux géodésiques ter-
restres et le calcul des parametres (translation, rotation et échelle) entre les réseaux

11



12 1 Introduction

Doppler et géodésiques terrestres ainsi que 1’analyse des erreurs systématiques.

Les modeles choisis pour le calcul des parametres cités ci-dessus sont le modele
de Bursa-Wolf et les formules générales de Molodensky.

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques résultats de la méthode des moindres
carrés. Dans le troisieéme chapitre, on présente les relations entre les divers systemes
de coordonnées.

Le chapitre 4 contient des compensations des données Doppler et des observa-
tions terrestres séparément et le calcul des 7 parametres la transformation entre les
réseaux Doppler et géodésiques terrestres utilisant le modele de Bursa-Wolf.

Dans le chapitre 5, on détaille le probleme de la combinaison des données Dop-
pler avec les observations terrestres en étudiant le lien fonctionnel entre les deux
systemes Doppler et géodésique terrestre ainsi que les modeles de compensation.

On passe en revue les principales méthodes proposées par H. Wolf, R. Kelm, M.
Baumker et T. Vincenty dans le chapitre 6.

La combinaison des observations terrestres avec les données Doppler de plu-
sieurs campagnes est traitée dans le chapitre 7.

Le chapitre 8 est consacré a 1’étude des erreurs systématiques dans la combinai-
son des données Doppler avec les observations terrestres classiques. D’une part on
analyse les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques sans 1’introduction
des données Doppler, d’autre part, en considérant la combinaison de ces dernicres
avec les observations terrestres classiques.

Dans le chapitre 9, on étudie la question du choix d’un modele de combinai-
son des données Doppler avec les observations terrestres classiques. On pose le
probléme de la recherche par une nouvelle approche des transformations entre les
coordonnées géodésiques terrestres et géocentriques.

Dans le chapitre 10, on présente un résumé et les conclusions de cette étude.

Nous terminons par donner la bibliographie et les annexes contenant les pro-
grammes FORTRAN qui ont servi pour les calculs numériques.



Chapitre 2

Rappel des Résultats de la Méthode des
Moindres Carrés

Les équations d’observations s’écrivent sous la forme matricielle :
Ax=L+V

A = A(n,r) : matrice des coefficients de rang r.

@2.1)

x=x(r,1) : le vecteur des inconnues, les corrections aux valeurs approchées.

L=L(n,1) : le vecteur des observations.
V =V (n,1) : le vecteur des résidus.

r : le nombre des inconnues.

n : le nombre des observations.

Soit P la matrice de poids des observations (matrice carrée symétrique et régu-
ligre), la solution de (2.1)) telle que V7 .P.V minimum (” désigne transposée) est :

i=(AT.PA) AT PL=N"T'AT PL
La matrice variance-covariance de X est :
cl=(ATpA)1=N"!

On utilise plutot :

2 21
o; =§N
avec :
5, VIpy
ST =
n—r
facteur de variance unitaire.
Le vecteur résidu est :
V=Ax—-L

ou encore en remplagant ¥ par son expression ([2.2) :

V=(A.ATPA)TATP-I)L=GL

2.2)

2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

13



14 2 Rappel des Résultats de la Méthode des Moindres Carrés

avec
G=A.(AT.PA) AT P—1I (2.8)

On vérifie facilement que G est une matrice idempotente, donc non réguliere. C’est
une matrice de S-transformations (Mierlo, 1980; V. H Strang, 1980). De (2.2) on
obtient la matrice variance du vecteur résidu :

0t =G.0}.G' =GP '.GT =P ' —A.(AT.PA) 1 AT (2.9)

V vérifie :
AT PV =0 (2.10)

Etudions plus en détail les résultats précédents. On suppose que le vecteur x des
inconnues est composé de 2 types d’inconnues qu’on note xj et x ou encore :

_ T_ (X
x=(x1,%2) = (xz) (2.11)
De (2.T1)), 1a matrice A s’écrit :
A=(A1,A)) (2.12)
L équation (2.2)) s’écrit :
Arxi+Arsxy =L+V (2.13)
De (2:2), on peut écrire :
AT PA; AT PAY\ (% AT pPL
T T . =\ 4T 2.14)
A2 .P.A] A2 .P.A2 X2 A2 .PL
En posant :
N ZA{.P.Al
N, =AT PA;, =N}
Ny =AY PA,, pi=ATPL p,=AlPL (2.15)
214) s*écrit :
Nit Niz\ (%1 P1
. = 2.16
<N21 N22> (xz) (Pz (2.16)
En notant :
Ny =AT PA,
Nip =Al.PA;, = NJ|
Ny =AY PAy,, pi=ATPL py=AlPL (2.17)

Z14) s*écrit :



2 Rappel des Résultats de la Méthode des Moindres Carrés
—1
con-1— (NuN2)  _ (CuCi
Ny Ny G Cn
On a (Moritz H., 1980) :

Ci1 = N;' +Nj,' \Ni2.Co Ny Ny
Ca = (Nyo — Nat N .Npp) ™!

Ci2 = =Ny, Ni2Cx

Cu =C,

e= () = (~Cupi+Cip2
) Cip1+Cx.p2
Développons I’équation (2.16) :

Ni1.x1 +Ni2.x2 = py
No1.x1 +Nyp.xo = po

La premiere équation de (2.21)) donne :
%1 =Ny .(p1 —Nip.%o)
en utilisant la deuxiéme équation de (Z.2), on obtient pour x :
(Naz — Noi Ny Ni2).xo = pa — Nog -Nﬁl D1
ou encore :
Né.)fz = plz
avec :

ph=p2—Ny.N1171p;
Ny =G5

15

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
(2.26)

L’équation (2.24) sera utile par la suite, elle représente 1’équation vérifiée par x; en

éliminant x; du systeme (2.21).

On suppose maintenant qu’on ajoute au systéme (2.1) d’autres équations d’ob-

servations sous la forme :
Bx=L -V

et de matrice de poids Q .

(2.27)

Alors la solution de la combinaison de (2.2)) et de (2.27) est donnée par (P. Hottier,

1984) :
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7=i-N'BI(Q '+BN'B") . (Bi-L) (2.28)
ot X est donnée par (2.2).
(2:28) s’écrit aussi :
(AT PA+B".QB).% =AT PL+B".Q.L/ (2.29)

Le coefficient de ¥’ n’est autre que la somme des équations normales des systemes
2.1] et (2.27), de méme AT .P.L + BT .Q.L' est la somme des termes constants des
équations normales (P. Meissl, 1982).

La matrice variance-covariance de ¥ estimée par :
§2=5*(N+B".0.B)"! (2.30)

avece |

2 VvI.PV+V'T QV'

2.31
n+m-—r ( )

ou m est le nombre des relations d’observations ajoutées.

Le vecteur résidu (2.0) s’écrit :

V=A% -L=Ai-L-AN'BT.(Q'+BN'B")"'.(Bi-L) (232

Soit :
V =Vyp+DV (2.33)
avec .
Vo=Ax—L (2.34)
comme
VT.PV =V! .PVy+2DVT PVy+DVT.P.DV (2.35)

en négligeant le terme du second ordre DV’ .P.DV et que DV .P.Vy = 0 et en utili-
sant (2.9) puis (2.5)), on arrive a la relation :

2 1T /
- VT Qv
2 rr)ls+jn_rQ (2.36)

En utilisant les variables x1,x, et en supposant que les relations d’observations ajou-
tées ne concernant que le vecteur x;, alors la matrice B s’écrit :

B=(0,B,) (2.37)
L’équation (2.28)) devient :

% =% —CuBY (O '+ By.Cn.BY) .(By 3y — L) (2.38)
T =% —CpBl.(Q7'+By.Cn.BY) L.(By iy — L) (2.39)
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On montre que X, est solution de :
(N} +BS.Q.By)xh = ph+BY .0.L/ (2.40)

On retrouve la propriété énoncée précédemment (2.29).






Chapitre 3
Relations entre les Coordonnées 3-D
Géodésiques Terrestres et Doppler

A un point géodésique M de coordonnées géodésiques (@, A,h,) o @,A et h,
sont respectivement la latitude géodésique, la longitude géodésique et I’altitude
ellipsoidique, on lui correspond ses coordonnées géodésiques tridimensionnelles
(X,Y,Z) relatives a un datum donné (ellipsoide de référence, point fondamental,...),
par les formules :

X (N + he)cos@cosA
X =Y | =| (N+he)cospsind 3.1)
Z (N(1—e?) +he)sing

avec :
- a le demi grand axe de I’ellipsoide de référence,
- €2 le carré de la premiére excentricité :
2_p2
a —b
62 = 5 (32)
a
avec b le petit demi-axe.
- N la grande normale ou le deuxieme rayon de courbure de I’ellipsoide de réfé-
rence (E) :
a

N=—e—rr— (3.3)

V1 —exsin

On définit le premier rayon de courbure par :

)
p=—allze) (3.4)

(1— ezsinz(p)%

Au point M, on lui associe ses coordonnées 3-D géocentriques (X',Y’,Z’) qu'on
note par X', déterminées par Doppler dans un systéme bien défini.

19



20 3 Relations entre les Coordonnées 3-D Géodésiques Terrestres et Doppler

3.1 Le choix des transformations entre les systemes Doppler et
géodésiques Terrestres

Dans notre étude, nous avons fait le choix de travailler avec le modele de Bursa-
Wolf comme lien entre les 2 systeémes de coordonnées cartésiennes Doppler et géo-
désiques terrestres, et les formules générales de Molodensky.

D.B Thomson (1976) a étudié en détail les divers types de modeles (Bursa-Wollf,
Molodensky-Badekas, Veis,...). Le modele de Bursa-Wolf est le plus adéquat a la
combinaison des observations terrestres d’un réseau géodésique avec plusieurs ré-
seaux Doppler. De plus, ce modele permet de donner une interprétation géométrique
des parametres et c’est le plus simple a étudier et le plus utilisé en pratique. Cepen-
dant, il faut prendre des précautions dans le calcul de ses parametres. En effet, les
parametres du modele de Bursa-Wolf sont tres corrélés si on travaille sur des petits
réseaux (Adam, 1981).

En pratique, on adopte le calcul successivement de :
- la translation,

- la translation et I’échelle,

- la translation, 1’échelle et la rotation rz,

- la translation et les 3 rotations,

- ’ensemble des 7 parametres.

L utilisation des formules générales de Molodensky permet de dissocier les co-
ordonnées horizontales (¢, A ) de Ialtitude A,.

3.2 Les Transformations entre les coordonnées 3-D géodésiques
et Doppler

3.2.1 En Coordonnées cartésiennes

En utilisant le modele de Bursa-Wolf (Thomson et Krakivsky, 1976), la relation
matricielle entre (X',Y’,Z') et (X,Y,Z), est donnée par :

X/ Tx 1 rx —ry X
X=|Y|=|Ty|+0+m)|-x 1 rz |.|Y (3.5)
4 Tz ry —rz 1 V4

8

En négligeant les termes de second d’ordre de petitesse, on a :
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X' Tx X 0 rmx —ry X X
Y'|=Ty|+m|Y] +|-m 0 rz |.[Y] +|Y
d —
Z Tz VA ¢ ry —rz 0 V4 ¢ Z ¢
ou encore :
X' Tx Y -Z 0 rx X X
Y'|=|Ty|+|[-X 0 Z Ary|4+m Y| +|Y (3.6)
4 Tz 0 X -Y rz Z Z
8 8 8
et:
T = (Tx,Ty,Tz)T : le vecteur translation
1+ m : le facteur d’échelle 3.7
rx
ROT = | ry | vecteur des 3 rotations infinitésimales qui ramenent les axes
rz

du triedre géodésique terrestre paralleles aux axes du triedre géocentrique

(3.7) définit les 7 parametres de la transformation (3.6). On peut écrire sous la
forme condensée :
X' =Fxs+X, (3.8)

avec .

100Y -2 0 X

F=|010-x 0 Z Y (3.9)
001 0 X -YZ .
x4 = (Tx, Ty, Tz,rx,ry,rz,m)" (3.10)

En déterminant une valeur approchée 7Ty du vecteur T en prenant par exemple :

k !
(X —=X,)i
To = M (3.11)
k
k : le nombre de couples (X', X,) qu’on connait. (3.8) s’écrit :
X' =Fxs+X,+ Ty (3.12)
avec x4 = (dTx,dTy,dTz,rx,ry,rz,m)" (3.13)
3.2.1.1 Calcul des éléments de la transformation
On pose :
X =xT,..xT . xDT (3.14)

avec |
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X! = (x/,v!,z))" (3.15)
de méme pour X,,
F=(F,. . F' .. EDT (3.16)
ol F; est donnée par (3.9) et :
E=(I1,...1,....I)T I'matrice unité (3,3) (3.17)

Pour I’ensemble des k couples (X', X,);, i = 1,2, ..., k, le vecteur x4 vérifie I’équation
matricielle des relations d’observations :

Fxy=X'—X;—ETy+V' (3.18)
En posant :
L'=X'"-X,—ET (3.19)
L’équation (3.18) s’écrit :
F4=L~+V (3.20)

La matrice de poids Q de (3.20) est définie a partir de la matrice de variance de

(3:20) S par :

o' =¢ (3.21)

et:

S?=E(eel)=E((¢ —eg) (¢ —e)T) (3.22)

avece .

E(.) : valeur moyenne de (.)
e : erreur de mesure = L' — L (3.23)

L = valeur nominale de L’

De (3:19), on a:

e=¢ — eg (3.24)

¢’ = erreur de mesure centrée des coordonées Doppler.
e, = erreur de mesure centrée des coordonnées géodésiques.

Pour notre modele stochastique, on considere que :
E(c'.ef) =E(eg.e") =0 (3.25)

Par suite :
S*=E(e.€T)+E(egef)=07" (3.26)

La solution de (3.20) par la méthode des moindres carrés donne :

i =FT.0F) ' FT.oL (3.27)
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et:
Sz, =(F".Q.F)"! (3.28)
Oou encore :
Sz, =5.(FT.0F)" (3.29)
avec . T ,
vT.ov
2
== 3.30
3k—7 (3.30)

De (3.29), on tire les valeurs des écart-types de :
Tx,Ty, Tz,rx,ry,rzetm (3.31)

Développons 1’équation (3.20), en posant :

U
: Y, -Z; O
v=|ul|, v=-xi 0 z (3.32)
0 X; -V
Uk
dT = (dTx,dTy,dTz)" (3.33)
(B:20) s’écrit :
E.dT +U.ROT +Xgm =L +V' (3.34)

V'T 0.V’ minimum donne le systéme linéaire :

ET.Q.E ET.QU ET.Q.X, dT ET.Q.L
....... urQuurox,|.|RrRoT | =|UT.QL (3.35)
.............. X; .0.X, m x;.o.L
D’ou
dT ET.Q.E ET.QU ET.Q.X, ' VET oL
ROT | = ... Ut QU uUT.0x, JuT.or (3.36)
m ]\ X; .0.X, X;.0.L

3.2.1.2 Propagation des variances

Une fois déterminée les éléments de la formation (3.6). On peut calculer les ma-
trices variances des coordonnées obtenues par (3.6).

En effet on écrit (3.6) sous la forme :

X' =T+(+m)JX (3.37)
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avec la matrice J :

1 rx —ry
J=|-m 1 rz (3.38)
ry —rz 1

On a alors :

S% = (1+2m).J.S%.J"
S% =(1—-2m).J".5%.J (3.39)

3.2.1.3 En Coordonnées Géodésiques

Appelons (¢’ A, H") les coordonnées géodésiques Doppler relatives & un ellip-
soide donné (WGS-72, NWL-9D,...) de parametres @’ et f’ respectivement le demi-
grand axe et 1’aplatissement. Posons :

dp=¢'—¢

dA =21 -2

dH=H'—-H (3.40)
da=d —a

df=f'—f

On a les expressions de d@,dA et dH en fonction de Tx, Ty, Tz, rx,ry,rz,m,da et
d f comme suit (C. Boucher, 1978) :

—sin@.cosA.Tx —sin@.sinA. Ty cos®.Tz

do =

p+H p+H p+H
~(aW+H).sinA.rx  (a.W+H).cosA.ry
p+H p+H
_ [-(2—f).N.sing.cosA.m N (f-(2— f).sin@.cos@.da
p+H W.(p+H)
_ _ _ .2 .
+a.(1 5-2—=f2—1).sin (p).stn(p.cos(p.d(/éAl)
W3.(p+H)
_ —sinA.Tx cosA.Ty f-2—-f).N
dh = (N+H).cos¢ (N+H).cosp (1 - N+H 189 | -cosh.rx+
LNy
<1 NTH tg@.sink.ry —3.42)

dH = cos@.cosA. Tx+ cos@.sinA Ty +sing.Tz+m.(a.W + H)
—f.(2= f).N.sing.cos@.sind.rx+ f(2 — f).N.sing.cos@.cosh.ry — W.da

+a.(1 —fi}.‘;vinzgo.d(jé.“)
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avec :
w2=1 —ez.sinz(p

Au lieu d’utiliser d@,dA , on préfere N.cos@.dA et p.d@. On peut écrire les relations
(B-47) a (3.43) matriciellement sous la forme :

N.cos@.dA da
p.dg = (AF), x4+ (BF),. (d ) (3.44)
dH f

i

avec (AF);, (BF); 2 matrices (3 x7), (3 x2) et x4 le vecteur des parametres
Tx, Ty, Tz, rx,ry,rz et m.

(B:44) s*écrit aussi :
N.cosp.dA d
(AF)ixs = | p.do — (BF). ( d;ﬁ) =1 (3.45)
dH

3.2.1.4 Calcul des éléments de la transformation

Si on écrit (3.45) pour les k triplets (d@,dA,dH) et en faisant intervenir les rési-
dus, on obtiendra la relation :
AFxs=1+V (3.46)

en notant :
AF = ((AF){ ..., (AF)] ..., (AF){)"
1=l ... T (3.47)
V = le vecteur résidu
Soit Q la matrice de poids de (3.46)), la solution des moindres carrés de (3.46) est :
%4 = (AFT.Q.AF) ' AFT Q.1 (3.48)
la matrice de poids Q est telle que :
0=5.5"
avec :
§* =Sy +5%
ou:
S)z(/ : matrice variance des coordonnées Doppler exprimées dans le repere 3D
local (N'.cos@’.dA',p'd¢’ ,dH’).
S2 : matrice variance des coordonnées terrestres exprimées dans le repére 3D

local (N.cos@.dA,p.de,dH).
s"(z) : facteur de variance unitaire.
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3.3 Reperes et Rotations

3.3.1 Matrice de passage du repeére géodésique local au repére
géodésique local au repere géodésique 3D

On a la relation :

dX —sind —cosA.sing cosA.cos® dx
dY | = | cosA —sinA.sing sind.cosp | .| dy (3.49)
dz 0 cosQ sing dH

8

qui s’écrit matriciellement :

dX dx
dYy =R. | dy (3.50)
dz . dH

ot R donnée par (3.49), représente la matrice de passage du repere géodésique local
au repere géodésique 3D (X,Y,Z),, (fig.2). La matrice R vérifie :

R'=R"

Fig. 2
Comme on a aussi :
dx = (N-+H)cosp.dA
dy=(p+H).do (3.51)
dH = dH

ot p est le rayon de courbure de la méridienne, (3.51) s’écrit :

dx (N+H)/NO 0 N.cos@.dA
dy | =10 (p+H)/p0 |.| pdo (3.52)
dH 0 0 1 dH
soit :
dx N.cosp.dA
dy | =K. | pdo (3.53)
dH dH
d’ou:
dX N.cosp.dA
ay | =RK.| p.de (3.54)
az dH

8
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3.3.2 Expression du vecteur rotation dans le repere local

27

Au vecteur rotation ROT = (rx, ry, rz)T, (fig.3) on peut lui faire correspondre un
vecteur rotation ¥ = (px, py, pH)T autour des axes x,y,H du reperes géodésique

local d’un point particulier Mo (o, Ao, Ho) en utilisant (3.50) avec :

dX =ay.rx, dY =ap.ry, dZ=ay.rz

ol a, le rayon moyen de la terre.

Ce qui donne :

dxo
rx am
ry | =Rp. %
rz dz
am
On a alors :
dx d
pr=—"0= (No +H0)C()S(p0.—)'0
am am
dyo dgo
py = ——=(po+Ho).——
am am
dH
pH = =2 = _dA,
Am
avec dAp une variation d’azimut. (3.56) s’écrit aussi :
2 rx
py | = Rg Ay
pH rz
Calculer (rx, ry,rz) revient a trouver (dxo,dyo,dAo)
Fig. 3
L’équation (3.6) devient :
X’ Tx px X
Y | =Ty | +UiRy. | py | +m. | Y
A Tz pH V4

X
+17Y
z

i

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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3.3.3 Expression de (dX,dY,dZ) en fonction de (d¢,dA,dH)

Soient 2 points M(@,A,H) et M'(¢’,A’,H") de coordonées 3-D respectivement
(X,Y,Z)g et (X',Y',Z'),. on s’intéresse a I’expression de :

dX X' —-X
dy | =Y -Y (3.59)
dzZ 7Z'-z

en fonction de :
A -
do | = ¢'—0 (3.60)
dH H —H

En s’arrétant aux termes du 2éme ordre, on a par exemple pour la composante X :

X oX oX
p— / [ — —_— —_
X =Xx'-X 8/,Ld)v-‘r d(p—i—aHdH—&-
’X 2, ’°X 2, ?X ., . 9°X ’X °X
(Mzdﬂt o197t G 125550 dxd<p+2ade/1dH+2a(pa d<p4&§1)
(3:61) s’écrit matriciellement :
X dA 1
dY | =R | do | +Zo(2,0.H) (3.62)
dz dH

avec R la matrice :

—(N+H).cos@.sinh —(p + H).cosA.sing cosA.cos®
R= (N+H) cosh.cos9 —(p+H).sind.sin® sinA.cos® (3.63)
(p+H).cosp sin@

eto(4,p,H) le vecteur de composantes (ox,0y,0z)"

ox =a;.dA*+b;.dQ* +ci.dH? +d,.dA.dQ + e, .dA.dH + f1.dp.dH
0y = ar.dA> 4+ by.d@*> + c3.dH? + dy.dA.dQ + ey.dA .dH + f>.dp.dH (3.64)
0z = a3.dA* +b3.dQ*> + c3.dH? + ds.d)\.dQ + e3.dA .dH + f3.do.dH

avec |
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a1 = —(N+H)cosocosh; ay=—(N+H)cos@sind; az=0

by = (H+kp)cospcosA; by = (H+kp)cos@sind; bz =—(H+Kp)sing
k=4—-3W2 K= (1— 3e? —|—2e2sin2(p)W—2; c1 = ¢ = c3 %£366)

dy =2(p +H)singsind; dy =—2(p+H)sinpcosA; d3=0

e] = —2cos@sink; ey =2cos@cosh; e3=0

f1 = —2sin@cosA; fo = —2sin@sind; f3 =2cosQ

avec :
wWr=1- ezsinz(p






Chapitre 4

Compensation des Observations Terrestres et
Doppler

4.1 Introduction

L’accroissement des données spatiales et surtout le Doppler a amené les spécia-
listes des réseaux géodésiques a faire appel a ces données pour améliorer la qua-
lité des réseaux touchant le positionnement des points, 1’orientation et la mise a
I’échelle.

Le probleme fondamental est comment combiner les données spatiales qui sont
en 3-D avec les compensations en 2-D des observations terrestres classiques (V.
Ashkenazi & Grist, 1981 ; R. Kelm, 1983 ; T. Vincenty, 1982) dans une seule com-
pensation d’une maniere rigoureuse.

Le probleme a été posé aussi pour la phase III du Réseau Européen de Triangula-
tion -Retrig- (C. Boucher, 1984,1985 ; H.M. Dufour, 1980 ; Wolf 1980a,b, 1982b,c)
et pour la redéfinition du Datum de I’Amérique du Nord NADS83 (Hothem et al,
1982).

Avant de voir les solutions proposées, la combinaison des réseaux terrestres clas-
siques avec les données Doppler ou encore les réseaux Doppler posent les problemes
suivants :

- le lien fonctionnel entre 2 réseaux hétérogenes.

- les modeles de compensation.

- la modélisation des erreurs systématiques et accidentelles.

Une autre question qui apparait est celle des poids a donner a chaque groupe
d’observations (Ashkenazi 1987, Ehlert 1981 ; Welsh & Oswald, 1985).

Plusieurs réponses sont apportées a ces questions. Nous les détaillons par la suite.

H. Wolf (1980a,b, 1982a,b,c) a proposé 2 procédures pour la phase III du Retrig.
T. Vincenty (1982) utilise la méthode des altitudes figées. R. Kelm (1983) préfere

31
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la compensation dans les systeémes géocentriques. M. Baumker (1983) présente la
compensation commune des observations terrestres et Doppler en 3-D et expose les
raisons du choix de la géodésie tridimensionnelle pour cette compensation. H. M.
Dufour (1986a,b) développe 1’utilisation des référentiels régionaux inverses.

Z. Zhou (1983) dans un travail de theése de Docteur Ingénieur a étudié des mo-
deles de transformations pour passer d’un réseau géodésique terrestre a un systeéme
géocentrique et la détermination des erreurs systématiques d’échelle et d’orientation
des réseaux terrestres.

D. Ehlert (1981) utilisait une procédure de H. Wolf pour le calcul des coordon-
nées géocentriques du réseau géodésique de premier ordre de 1’ Allemagne Fédérale
etil en a analysé les erreurs systématiques.

I. Gajderowicz (1981) a traité le probleme dans le systeme défini par le réseau
Doppler qu’il a appelé le systeme de référence Doppler. Par la transformation des
7 parametres, il a introduit des observations fictives avec les coordonnées terrestres
pour obtenir les coordonnées finales dans le systeme de référence Doppler. Il a aussi
étudié la possibilité de définir un ellipsoide Doppler de référence pour le réseau géo-
désique terrestre.

W. Welsh (1984) a traité le probleme avec la condition que les relations entre les
systemes de référence des 2 réseaux terrestre et Doppler soient données ou incon-
nues. Il a présenté une variété de modeles (Bursa-Wolf, Molodensky-Badekas,...) de
relations entre les deux réseaux hétérogenes ainsi quelques modeles de compensa-
tion.

K. Swiatek (1984) a présenté un exemple numérique de combinaison de données
Doppler avec les observations terrestres classiques utilisant la procédure de H. Wolf
(1980,1982) en 3D et 2D avec 1’élimination géométrique et algébrique des altitudes.
Les résultats obtenus indiquent une diminution des valeurs maximales des erreurs
moyennes des coordonnées des points du réseau test considéré.

4.2 Les Données

On dispose d’observations terrestres classiques (angles horizontaux, distances,
longitudes, latitudes, azimuts astronomiques et éventuellement des angles verti-
caux). k points M du réseau possedent des observations Doppler appartenant a une
méme campagne.

Soit un réseau géodésique terrestre défini par un ensemble de points M; de co-
ordonnées géodésiques approchées (¢,A,H); et de ses coordonnées 3-D (X,Y,Z),,
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relatives a un datum donné.

Appelons I = {i/le point M; a des observations Doppler ) et soient :

x1 : le vecteur des inconnues des points M; /i ¢ I et des inconnues autres que
celles de position des points M; /i € 1.

x2 : le vecteur des inconnues de position des points M; /i € I.

x3 : le vecteur des inconnues de position déterminées a partir du Doppler des
points M;/i € 1.

4.3 Compensation des Observations Terrestres

L’équation matricielle des relations des observations terrestres s’écrit sous la
forme :

A. (xl) =L+V poids P
X2
en utilisant les notations (??) a (??) on a les équations :
%1 =Ny, .(p1 — Niaa) 4.1)
Nj % = ph (4.2)
de (4.2), on obtient les coordonées géodésiques 3-D compensées des points M; /i € I)
X, = X + f(%2) 4.3)

ou f est une fonction de X, suivant le modele de compensation adopté (en 2-D, en
3-D, en représentation plane, ...).

A I’aide de (@.1) on détermine le vecteur X; qui donne toutes les autres inconnues
relatives aux points M; /i ¢ I et les inconnues des stations Doppler .
Le vecteur résidu V est calculé a partir de :

V=AX1+Ayx,—L

Le facteur de variance unitaire a posteriori 53 est :

T
s_(z) _ Vi.PV @.4)
ny
ou 7 : est le nombre des relations d’observations.
r : est le nombre des inconnues.
Dans cette compensation, on suppose qu’on a analysé les résultats et éliminé les
mauvaises observations.
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On a les matrices variance-covariances des inconnues ¥ et X, comme suit, en
utilisant les notations du chapitre 2 :

S, =Ny (4.5)

et:
3 =Ny (I+Ni2.S3, Nor Ny ) (4.6)

4.4 Compensation des Coordonnées Doppler

Pour le calcul du vecteur x3, on élimine les parametres physiques inconnues
(df,dt...) du systtme linéaire obtenu avec les équations des relations d’observa-
tions Doppler, par la méthode des moindres carrés.

On arrive a I’équation normale de x3 :
D5 = pl 4.7
d’ol1 le vecteur position compensé des points M;/i € I :
X' =X+ f (%) 4.8)

avec X le vecteur de position approchée et f une fonction de 3 suivant le modele
de compensation choisi. On obtient aussi 5> le facteur de variance unitaire.
4.5 Calcul des 7 Parameétres de la Transformation (s3-5)

A laide des k couples (X,,X’), on calcule les 7 parametres de la transformation

(3:6) en utilisant 3.T1)) a (3.36), @.3) et (4.8) on arrive a :

ET.QEET.QU ET.QX, dTr ET.Q.L
....... ur.ou qT.Q.)_?g .| rROT | = l_JT.Q.L' 4.9)
.............. X .0X, m X;.0L

On étudie si les valeurs de m et du vecteur ROT sont significatives. Sinon on refait
les calculs en gardant les parametres ayant des valeurs significatives.

4.6 Etude des Matrices Variance-Covariances

Le calcul Doppler donne pour la matrice de variance de X' :
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s2,=D7! (4.10)
X/ - .

ou
St =52.D7" 4.11)

avec §' le facteur de variance unitaire.
La compensation terrestre seule donne :
Sxe=N>"' ouencore Si,=355.Ny"! (4.12)

En utilisant (3.38), on obtient pour le point M; :

S;? = (1+2m).0.8% J" (4.13)
soit :
g = 55-(14+2m).J.8% J" (4.14)

On peut donc comparer S;?, a Szgi, ou les matrices barS}zf, , S)z(gi sont des sous ma-
i i

trices extraites de S2, et S% .
8






Chapitre 5
La Combinaison des Observations Terrestres et
Doppler

Comme nous ’avons signalé dans I’introduction du chapitre 4 la combinaison
des observations terrestres classiques avec celles du Doppler posent les deux pro-
blemes ci-dessous :

- le lien fonctionnel entre le réseau terrestre et le réseau Doppler.

- les modeles de compensation.

5.1 Le Lien Fonctionnel Entre les Réseaux Doppler et
Géodésique Terrestre

Le lien fonctionnel entre les réseaux Doppler et géodésique terrestre se rapporte
aux relations entre les coordonnées Doppler et géodésiques des points communs.
Ces relations sont étudiées dans les transformations entre les systeémes géodésiques.
Celles-ci sont bien traitées dans la littérature géodésique (C. Boucher, 1979 ; Thom-
son & Krakiwsky, 1976 ; Vanicek & Wells, 1974 ; Leick & Gelder, 1975).

Les relations sont exprimées en coordonnées cartésiennes (modeles de Bursa-
Wolf, Hotine, Molodensky ...) ou en coordonnées géodésiques (formules de Molodensky-
DMA, Boucher, 1978).

Nous avons fait le choix pour le modele de Bursa-Wolf en ce qui concerne les
transformations entre les coordonnées cartésiennes - équations (3.6) - et les formules
plus générales que celles de Molodensky-DMA en coordonnées géodésiques don-

nées par GATEAZ5A3).

37
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5.2 Les Modéeles de Compensation

Les modeles de compensation appartiennent a 2 groupes :

- G1 : combinaison des observations terrestres avec des contraintes Doppler c’est-
a-dire que les coordonnées Doppler sont calculées séparément et sont considérées
fixes.

- G2 : combinaison des observations terrestres avec les données Doppler dans
une seule compensation.

Pour les 2 groupes, on peut considérer que I’ellipsoide du datum du réseau géo-
désique terrestre est invariant ou non.

A G1 ou G2, on associe les modeles de compensation suivants :

a/. compensation en 3-D :

- les inconnues de position sont (dX,dY,dZ) por les stations Doppler et non
Doppler (3D-1),

- les inconnues de position sont (d@,dA) pour les stations non Doppler et
(d@,dA,dH) pour les stations Doppler (3D-2),

- les inconnues de position sont (d¢,dA,dH) avec des observations d’altitudes
(3D-3).

b/. compensation en 2-D :

- les inconnues de position sont (d¢,dA), on élimine les altitudes des stations
Doppler (2D-1),

- les inconnues de position sont (d¢,d2) en utilisant les formules de Molodensky
(2D-2),

- les inconnues de position sont (dX,dY,dZ) avec les altitudes figées (dH = 0)
(2D-3),

- en représentation plane (2D-4).

5.3 Les Coordonnées Doppler sont fixées

Dans cette section, on traite les compensations du groupe G1. On donne les coor-
données Doppler compensées X’ avec leur matrice variance-covariance. On effectue
une compensation des observations terrestres avec des contraintes Doppler (les X’
sont fixées).

Ceci correspond a un modele de compensation appelé Modele d’Estimation n°4
par C. Boucher (1979).
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5.3.1 Modele de compensation 3D-1

L’équation des relations d’observations terrestres est :
A1 x1+Ary.xp =L+V, matrice poids P 5.1
avec :
x = ((dX,dY,dZ) g, ...,(dX,dY,dZ)i, ..., (dX,dY,dZ)is)" (5.2)

L’équation de lien entre les coordonnées Doppler et géodésiques terrestres est :

Xo+Fxs=X —ETy+V 5.3)
ou encore :
xo+Fxy=L+V', matrice poids Q 5.4
Ici la matrice Q est égale a :
Q=D (5.5)

VT PV +V'T.Q.V' minimum donne :

(N5 +D).xy+D.Fxg =D.L + p),
FT .Dxy+ (FT.D.F)xs=FT.D.I' (5.6)

Si on fait intervenir x3 dans L', on aura :

L'=Xg+%5—X,—ETy= (Xyg— X, — E.Tp) + X3

L'=L{+x3 (5.7)
Alors (5.6) devient :
Ny+D D.F 0\ _ (D.Ly+py+ph (5.8)
F'D FTDF ) \ x4 FT.D.L)+FT.p! :
0 3
de (3.6)), on obtient x, d’ol :
X, =X, + 22 (5.9
Si on détaille le vecteur x4, on aura :
N,+DDE DU DX, x D.L'+p)
...... ET.D.EETD.U ET DX, ar | | ET.p.r (5.10)
............. ulpuu'px, | |ror | | UT'.D.L '

.................... X; .D.X, m X, .D.U
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(5.10) permet de calculer ; et avec (4.1)) on calcule ;.

Si on considere que les éléments de la transformation sont connus, soit x4 = 0,
on aura alors :
(N3 +D).x =D.L' + p)

d’ou iy :
% = (D+N)~L.(D.L'+ph) (5.11)

En utilisant la formule :
A+B)'=A"t'-Al0+BA ) IBA!
et la valeur de x; sans les contraintes Doppler on a :
diy =% —xa = (D+N})'.D.(L' —x2) (5.12)

dx, constitue 1’apport des contraintes Doppler pour le vecteur correction x,. Quant
au vecteur x1, on a I’apport dx; :

d%) = —N;;' Nip.di (5.13)

5.3.2 Modéle de compensation en 3D-2

Maintenant, on considere que les relations d’observations terrestres sont expri-
mées dans les plans horizontaux des reperes géodésiques locaux. on a une relation
du type :

Ay.xi+A.p=L+V; P
o p=((dx,dy),...,(dx,dy);,..)" (5.14)

avece .
(dx,dy); = (N.cos@.dA,p.do); (5.15)

le vecteur xp s’écrit alors :

x»=B.p+£dH (5.16)

avec :
B = Matrice diagonale (By,...,B;,..., B) (5.17)
£ = Matrice diagonale (£1,...,£;,...,£) (5.18)

et B;, £; sont extraites de (3.49) :
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—sinA —cosA.sinQ N+H ()
Bi= | cosA —sinA.sin@ <ON p+H>
0 cosQ ; P/
(5.19)
cosA.cosQ
£i= | sinA.cos@
sin@ ;
et:
dH = (dH\,...,dH;, ..,dH;)T (5.20)
L’équation (5.4) devient :
Bp=£dH+Fxs=L+V' (5.21)

La matrice de poids de (5.21)) est toujours égale a Q = D. On note I’équation normale
terrestre du vecteur p par :

Ny.p = ph (5.22)

alors VT .P.V +V'T.Q.V' minimum donne :

BT.D.B+N B".D.£ BT.D.F p BT.D.L' +p),
T Df£L'DF | |dH | = | £'.D.L (5.23)
FT D.F X4 FT.D.L!

Le systeme (5.23)) peut améliorer les altitudes ellipsoidiques des stations Doppler.

Détaillons le systeme (3.23) :

(B".D.B+N;).p+B" .D.£.dH +B" .D.Fxy =B .D.L' +p) (5.24)
£ DB.p+£T.D£fdH+£T D.Fx,=£".D.L (5.25)
F'.DBp+F!' D£dH+F" DFx;=F' D.L (5.26)

De (5.23) on tire dH :
dH = (£".D.£)"".(£".D.L' — £ .D.B.p — £ .D.F.xy) (5.27)
en remplagant (5.27) dans (5.24) et (5.26) et en posant :

M=D-D.£.(£T.D.£)"' £T.D (5.28)

on obtient le systéme :
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(N, +B" .M.B).p+B" M.Fxy=py+B' .M.L (5.29)
FTMBp+F MFx,=F' M.L' (5.30)

En posant :
M=M-MF.(FT MF)"'\ FT.m (5.31)

on trouve p :

5= (N,+BT . M.B) ' .(py+BT.M.L) (5.32)

et pour X4 :
fy=FTMF)" " (FT.M.L' —FT M.B.p) (5.33)

Ayant p, on calcule ¥; par (4.1). On cacule dH avec (5.27) ce qui donne pour un
point M;,i € I une correction de la hauteur du géoide en ce point :

N; = N, +dH; (5.34)

avec N,; 1a hauteur du géoide avant compensation.

5.3.3 Modeéle de compensation 3D-3

On suppose qu’on a des observations d’altitudes telle que :
PH.dH =LH (5.35)
soit I’équation normale des corrections des altitudes des points terrestres et :
Ny.p=p2

soit I’équation normale des inconnues de position terrestres avec p donné par (5.14).

En utilisant I’ensemble des points M; /i € I et en ordonnant le vecteur :

(eeooy (N.cos@.dA,p.de,dH);,...)"

on peut écrire avec (5.44) les 2 équations d’observations suivantes :

p+AF x4 =Ly +V/, matrice poids Q; (5.36)
dH +AF.x4 = L5 +V,, matrice poids Q> (5.37)

Soit Q la matrice de poids de (5.36) et (5.37), ona:
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Q(glgz) (5.38)
avec
o' =5y, et Q' =S (539)

ol p’ et dH' sont les inconnues de position Doppler.

On obtient alors 1’équation normale de (??) :

010 Q1.AFR p 01.L;
0 Q) AR NaH | = | Q.1
~~~~~~ AFIT.Ql AF; +AF2T.Q2.AF2 X4 AFIT.Ql .Lll +AF2T.Q2.LI2
(5.40)
d’ou I’équation normale de la combinaison :
Ny +Q1 0 Q1.AF P Q1.Ly + ph
PH+ Q> 0y.AF, | dH | = Q2.L/2 +LH
AFIT.Ql.AFl +AF2T.Q2.AF2 X4 AFIT.Ql .Lll +AF2T.Q2.L/2
(5.41)
5.3.4 Modéle de compensation 2-D-1
Pour les observations terrestres on a toujours :
Ayrxi+Ary.p=L+V
Pour la station i, on a :
dX
dY | +Fxs=L+V/ (5.42)
dz

gi

On passe de (dX,dY,dZ)s; aux inconnues (N.cos@.dA,p.do,dH); par (3.54) :

N.cos@.dA
R.K:. | p.do +Fpxy =L+ V! (5.43)
dH

i

N

d’ou :



44 5 La Combinaison des Observations Terrestres et Doppler

N.cos@.dA
p.do +K 'Rl Fxy =K 'R .Li+V”; (5.44)
dH

La matrice de poids de lb est Kfl .R,-T.Si’ 2.R,~.Klf1 ou Si2 est la matrice variance-
covariance de X;.

Dans (5.44), on va garder les premi¢res équations en utilisant la matrice de sé-
lection MS; donnée par :

100
MS; = <O 1 0) (5.45)

(2’ "2‘(;“’"“ > i +MS;. K" R Frxs=MS;. K" R L]+ W, (5.46)
En posant :
F=MS; K "RI.F, Li=MS.K"RI'L|, F=(F,. . F' . .E)T
=@, O w=w, . wl .. whH5.47)
on obtient :
p+FExy=L~+W (5.48)

La matrice de poids de (5.48) est :

O0=MS.K " RT S2RK ' .MS" (5.49)
avece .

R.K~! = Matrice diagonale (Rl.K]_I,...,R,-.Ki_l, ...,Rk‘Kk_l)
(5.50)
MS = Matrice diagonale (MSy,...,MS;, ..., MS)

et S2 est la matrice variance-covariance de X7 soit D .

La condition VT .P.V + W' .Q.W minimum donne le systeme :

N;+QOF p\_(OL+/p
(FZT.Q FT.Q,F> : <x4) = (FT.Q.L’2> (5.51)
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Dans ce modele, on a éliminé géométriquement les altitudes. La méthode a été utili-
sée par H. Wolf (1982a,b,c). L’élimination des altitudes va entrainer la détermination
de 4 parametres sur les 7. On peut choisir de calculer la translation (ou la rotation) et
le facteur d’échelle ou de calculer en un point particulier My la rotation pH autour
de la normale de ce point et les composantes (rx,ty) de la translation dans le plan
local géodésique. On obtient les composantes de la translation par :

Tx —sind —cosA.sin@ .
Ty | = | cosA —sinA.sing <t > (5.52)
Tz 0 cosQ My Y

5.3.5 Modeéle de compensation en 2D-2

L’équation des observations terrestres est :
A1 x1+Ay.p=L+V, poidsP
avec p donné par (5.14). Les équations normales terrestre et Doppler sont :
Ny.p=py, D.p'=p;

Les relations entre les coordonnées (@, A,H); et (¢’,A’,H’); pour le point M; sont

données par (3.45) :
N.cosp.(A'— 1) da
arss= (o' =0) | -0 (4))
H —H

En remplagant ¢, A et H par ¢ +d@, A +dA et H+dH avec (¢,A,H) les coordon-
nées géodésiques approchées, on arrive a :

N.cos@.dA N.cos@.(A'— Q) da
p.do +AFxs= | p.(¢' — o) —BF,. <df> (5.53)
dH ; H —H

Posons L; le second membre de (5.53) et utilisons la matrice de sélection MS; (5.45)
en multipliant la relation (5.53)), on obtient alors :

(N.cos(p.dl

p.do )i +MS;.AF;. x4 = MS,.L] (5.54)

En écrivant (5.54) pour I’ensemble des points M;/i € I, ona:

p+AFxy =L +V' (5.55)
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en notant

AF = ((MS1.AFR)T ..., (MS;.AF)T,..)T
(5.56)
L= (Ms,.L)",...,(MS;.L)T,..)T

Soit Q la matrice de poids de (5.55). Elle vaut D. La condition min V7 .PV +
V'T.D.V’' donne le systeme :

Nj+D D.AF p\ _ (DL +p, (5.57)
...... AFT DAF ) '\ x4 )]~ \AFT.D.L/ :

Comme pour le modele 2D-2, on ne peut déterminer que 4 parametres.

5.3.6 Modéle de compensation 2D-3

On compense le réseau géodésique en 3-D en gardant les altitudes des points
fixes et ceci en utilisant la relation entre (dX,dY,dZ), et dH, par :

dH, = cosA.cosQ.dX, + sinA.cos@.dY, + sing.dZ, (5.58)
En considérant dH, =0, on a:
cosA.cos@Q.dX, + sinA.cos@.dY, + sin@.dZy = 0 (5.59)

On décrit la relation matricielle des observations terrestres sous la forme :

Agxo+Ar.x1+Ayxp=L+V, P (5.60)
ol : xg : le vecteur des inconnues autres que de position.
x1 : le vecteur des inconnues de position des points non Doppler.

x> : le vecteur des inconnues de position des stations Doppler.

En utilisant pour I’ensemble des points géodésiques on a :

Gi.x; =0 (5.61)
G2.x2 =0 (5.62)

avec G1,G, des matrices de la forme :
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g 0 e 0
0 g oo 0
G=|....... g 0 (5.63)
-0
0 v eee e g

ou les g; sont des matrices (1,3) du type :
gi = (cosA.cos@,sink.cos®, sin@); (5.64)

Les équations des parametres de transformation et la matrice de poids sont données

par (5.4) et (53).

La condition VI .PV +V'T D.V'+2.u" .G .x; +2.w' .G>.x, min donne (u, w sont
des vecteurs multiplicateurs de Lagrange ) :

Al.PAy Al .PA; Ag.PA; 0 0 0 Xo Al.PL
........... AT.PA AT PA, O GIo x| AT.PL
...................... D+AT.PA,DF 0 GI x| | D.L'+AT.PL
................................... FTDFO 0 | |x | | FT.D.L
.......................................... 0 O u 0
.......................................... 0 0 w 0

(5.65)

La résolution du systeme détermine Xy, x|, %> et 4.

5.3.7 Modeéle de compensation 2D-4

Si le réseau a compenser occupe une petite zone, on peut utiliser 1’artifice de la
représentation plane pour le compenser.

A un point M(¢@,A,H) on lui associe son image le point m(u, w) ol u, w sont ses

coordonnées cartésiennes planes définies par la donnée des fonctions u et w de la
représentation utilisée :

w=w(p,A) (5.66)
Les relations d’observations s’écrivent :
Al x1+Arxp=L+V, P (5.67)

avee |
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T
x2 = ((du,dw)i, ..., (du,dw), ..., (du,dw)y) (5.68)

Entre les coordonnées des images de (¢, A ) Doppler et (¢,A),, on a la relation :

(Z:,)(%)+(l+h).r.<itv>g (5.69)

o : t = (tu,tw)” : le vecteur translation.
1+ A : le facteur d’échelle.
1 —c
r= <c | ) (5.70)

est la matrice de rotation. On pose :

x4 = (tu,tw,c,h)’ (5.71)
De (5.66), on tire la relation :
¢
(j”) = .(j‘f) :J,».(Zf) (5.72)
Wi 9w Jw i i
dp oi ) ;

ot la matrice J; est donnée par (5.72), matrice jacobienne de (5.66). La relation
(5.69) s’écrit aussi :

(Z’>_<3v)g+($)“<;w>g+h~<fv>g (5.73)

soit pour la station Doppler i :

(9)-(2) o0

10u —w
fi= (Olwu )gi (5.75)

en prenant comme vecteur translation approché le vecteur de composantes (¢u,,w, )
défini comme suit :

avec

two = Zf:l (W —wx);

==5 r (5.76)

o (ux,wx) sont des valeurs approchées de (u,w), et

x4 = (dtu,dtw,c,h)” (5.77)
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On arrive en écrivant les résidus a :
du u wx tuo vu'
ﬁ.X4+(dW)i_(W/>i_<w*)i_(two>+<vwl>i 678

d
Sixa+ (dii) =1+ (5.79)
i

soit :

En écrivant pour I’ensemble des points, on a :
Yot fxs=L +V' (5.80)
ou :

=0T (DT

L=r..00 . T (5.81)
V=T VT

La matrice de poids Q de (5.80) est donnée par :
Q' =1Si,m" (5.82)

avec pour la matrice J, la matrice obtenue a partir des matrices J; définies par (5.72),
telle que :

J O e 0
0 Jp oo nn 0

J=|...... .. Ji 0 (5.83)
O ~orverens Ji

et Sfl 0.d2 St obtenue en éliminant le vecteur inconnu dH et les autres parametres
physiques dans I’équation normales des observations Doppler, soit :

D.x3 =p3
avece .
x3 = ((d@,dA)y,...,(dQ,dA);, ..., (d,dA);)T (5.84)
d’ou :
Sioar=D" (5.85)

par suite la matrice de poids Q de (5.80) est obtenue par :

o l=ypDtJTr (5.86)

La condition VT .P.V +V'T 0.V’ minimum donne le systéme :
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Ny +0 0.f )\ [(QL+ph
<fT.Q fT.Q.F> <x4> = <fr_Q.L/ ) (5.87)

avec I’équation normale des observations terrestres sans Doppler :

! /
Ny.x2 = ph

5.4 Les Coordonnées Doppler ne sont pas Fixées

Dans ce paragraphe, on traite les compensations du groupe G,. On effectue une
compensation globale qui comprendra les coordonnées géodésiques, les 7 para-
metres de la transformation et les coordonnées Doppler. C’est une compen-
sation commune (M. Baumker, 1983) des données Doppler et des observations ter-
restres.

5.4.1 Modéle de compensation 3D-1

On travaille en tridimensionnelle pour I’ensemble des réseaux terrestres et Dop-
pler. On a les équations d’observations terrestres :

- observations terrestres :Aj.x; +Az.xo = L+V, matrice poids P avec x; =
(..., (dX,dY.dZ)q,...)T.

-observations Doppler :

C3.x3+Cs.x5 =L"4+V”,  poids W (5.88)
C3,C5 sont les matrices des coefficients et :
x5 = (...,(dX',dY’,dZ');,...)T (5.89)

le vecteur correction des coordonnées Doppler approchées.
x5 : le vecteur des parametres physiques (D f,dt réfraction...)
- lien entre les coordonnées Doppler et géodésiques 3-D d’un point M; :

X' +dx’ Tx 1 rz —zy X +dX v
Y+dY' | = | Ty | +(14+m) | —rz1 rx Y+dYy | +| v
7' +d7’ ; Tz ry —rx1 Z+dzZ g vy, ;

En négligeant les termes du second ordre de petitesse on arrive a :
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dx dx’ Tx X 0 —-ZY rx

day | —|aY | +| Ty |+m|Y +1Z 0 —X ry | =

dz | . dz' | . Tz YA -YX 0 \rz

8l 1 8l 8t
X' -X vy
Y=Y | + |
zZ'—-7 ; vy
(5.90)

ol :(X’',Y’,Z"); sont les coordonnées Doppler approchées.
(X,Y,Z)gi sont les cooordonnées géodésiques approchées.
(Vi , vy, %) T les composantes du vecteur résidu.

En utilisant pour T le vecteur approché Ty donné par (3.11)), le vecteur L' par
(3.19), le vecteur x4 par (3.13)) et en écrivant (5.90) pour tous les points M;/i € I, on
a la relation :

xXo—x3+Fxs=L+V' 5.91)
avec F donnée par (3.16).

La matrice de poids de I’équation (5.97) est liée a la matrice variance - covariance
S par :

Q' =8 =5, +5%, (5.92)
On a donc le systéme :
Ayx1+Ayx;=L+V, P (5.93)
X2 — X3 —|—F.X4=L/—|-V/, 0 (5.94)
C3x3+Cs5.x5=L"4+V", W (5.95)

Avec les mé&€mes notations, on a les équations normales :
-de (5.93) : N'2.x, = ph.
-de (5.95) : D.x3 = ph.

-etde
0—-0Q00F X2 o.L
.0 —QF |.[x]|=|-oL (5.96)
FT.QF X4 FT.OL

Le systeme (5.96) est singulier car le nombre des inconnues dépasse celui des rela-
tions d’observations.

On peut prendre pour Q :
O '=D'+Nj! (5.97)

La compensation globale de (5.93)-(5.94)-(5.93) donne le systeme régulier :
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Q+N,—-Q OQF X o.L'+p)
...... Q+D—QF |.|x3]|=|-0L+p, (5.98)
...... .. FT.QF X4 FT.o.L'

La deuxieme équation de (??) donne x3 :
#=(D+0) .(py+0x+Q.Fxs— QL) (5.99)

En faisant intervenir la valeur de x3 s’il avait compensation du Doppler seul, on
obtient :

HB=I+D"'0) ' x34+(D+0) .(Qx3+Q.Fxs—Q.L) (5.100)
En éliminant x3 de (5.98), on a :
(Ny+0)x2+ Q. Fxy=0Q.L +py +0.(D+Q)"'.p}
(5.101)
FT.0x+FT.Q.Fxs=FT.0.L' +FT.0.(D+ Q)" .p}
ou: .
0=0-0.D+0)"'.0 (5.102)

Le systeme (5.101)) se transpose du systeéme (5.8)) en remplagant D par Q et ph par
Q.(D+0)~".ph.

5.4.2 Modéle de compensation 3D-2

On considere que les relations d’observations terrestres sont exprimées dans les
plans horizontaux des reperes géodésiques locaux. On a une relation du type :

Ay x1+Ay.p=L+V, poidsP (5.103)
ou:
p= (o, (dx,dy);,...)T
avec :
(dx,dy); = (N.cos@p.dA,p.do);
Le vecteur x, s’écrit :
x, =B.p+£.dH

avec B,£ et dH sont définies par les équations (5.17) a (5.20). L’équation (5.94)

devient :
Bp=£dH —x3+Fxs=L+V' (5.104)

La matrice de poids Q de (5.104) est telle que :
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Q' =% +5%, (5.105)

avec
S2, =D! (5.106)

et:

Nyo \' /BT
Ske =B.Ny "B +£PH ' £" = (B,£). <02 PH> . (£T > (5.107)

avec PH la matrice de poids des altitudes ellipsoidiques définie par :
PH.dH =LH (5.108)

La condition VI.PV +V'T.Q.V' + VT W.V” minimum donne le systéme suivant :

Ny +BT.Q.BBT.Q.£ —BT.Q BT .Q.F p py+BT.0.L
............ £fL.0£ 7.0 £T.Q.F dd | | £f.o.l
.................. Q+D —QF || x3 pi—0oL
.................. FT.QF X4 FT.oL
(5.109)
En posant :
0=0-0££+7.0£)7 1470 (5.110)
ona: _ _
0"=0
et en éliminant le vecteur dH, on obtient :
N;+B".0.B —B".Q B".Q.F P ph+BT.O.L
.................. 0+D —OF |.[x3|=|p—-0L (5.111)
............ FT.QF X4 FT.0.L!

On note que :
O0=q.(I—£(£1.06)7 £T.0)=(U—-0.£(£T.0.£) 7 .£1).0
ot les matrices :
I—£(£1.06)7 410 et 1-Q£.(£7.0.6)7 £,

sont des matrices de S-transformations ( GL. Strang Van Hees, 1980 ).
En éliminant x3 de (5.1T1) et en posant :

0°=0-0.D+0)"".0 (5.112)

on obtient le systéeme :
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N, +BT.Q"BBT.Q".F P\ _ (PhtB0.(D+Q) " py+BT.QL
------------- FT.0"F )"\ x FL.o".L'+FT.0.(D+0)~".p}
(5.113)

5.4.3 Modéle de compensation 3D-3

L’équation des observations terrestres est :
A1.x1+A.p=L+V, poidsP

qui donne I’équation normale :
!/ /
Ny.p =

L’équation normale des observations Doppler peut se mettre sous la forme :
D1 Do P Ps
. = 5.114
(D21 Dzz) (dH/ P4 ) )

p'="(.,(N'.cos@' .dA,...)" (5.115)

avec |

et:
dH' = (dH],...,dH,...,dH])" (5.116)

A partir des équations (3.41) -(3.42)-(3.43) liant (d@,dA,dH); et (d¢',dA',dH");
et pour I’ensemble des points M; /i € I on peut écrire :

p—p +AF x4 =L, +V], poids Q; (5.117)
dH —dH' +AF,.x4 =L, +V;, poids Q> (5.118)

qui donnent I’équation normale singuliere :

010 -0 Q1.AR p
.. 000 —0r O.AF, dH
...... Q] 0 —Ql.AF] pl =
......... O -0 AF dH'
......... AFIT.QI.AF1 +AF2T.Q2.AF2 X4
Ql.Lll
Qz.le
—01.L) (5.119)
—Qz.LIZ

AFL .0\ Ly +AF) .0y L)

d’ou le systeme obtenu en combinant les observations terrestres et Doppler :
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01+N,0 -0 0 01.AF p
........ 2,0 ) O,.AF, dH
........ ... Q14+D11 Dy —Q1.AF ) =
..................... Or+Dy —0r.AF, dH'
............................... AFIT.Q1.AF1 JrAFZT.Qz.AFz X4

p/2—|—Q1.L/l

0,.L,

ps—01.L

Py —Or.L

AFIT.Ql.LII +AF2T.Q2.L’2

(5.120)

5.5 Amélioration des parametres de I’ellipsoide de référence

Dans les paragraphes précédents, on a considéré comme invariant les parametres
de I’ellipsoide de référence du réseau géodésique terrestre. Si ce n’est pas le cas, la
relation (3.49) devient (Jochemczyk, 1983) :

dX (N+H).cosp.dA da
dY | =Ri.| (p+H)do +E; (df) (5.121)
dz dH ;
ou:
f=1-+/1—¢€? Taplatissement (5.122)
et E; la matrice ci-dessous : (5-114)
(N+psin®@)cospcos psin®Qcos@cosA
a —f
E=| (N —+—3psin2(p)cosq)sinl ’mz(‘ffojsf‘pm i (5.123)
;p‘zn @ — (N(l -+ Li‘i‘yf(p) sinQ
Posons :
t = (da,df)" (5.124)
alors le vecteur x; s’écrit :
x»=Bp+L£dH+E+t (5.125)
avec la matrice :
E=(E],. . El' . EDT (5.126)

La relation (5.91)) devient :

Bp+EtdH+Et—x3s+Fxa=L+V' (5.127)
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En écrivant le systeme (5.109)) sous la forme :
Az=a (5.128)

avec .
2= (p.dH,x3,x4)" (5.129)

La condition VI .P.V +V'T.Q.V' + VT W.V” minimum donne le systéme suivant :

A B.£,—I.F)T.Q.E i
( ....... %T’.é.é’ he )'<f>:<%T.Q.L/> (5.130)

La résolution de ce systeéme permet de déterminer d’une facon globale tous les pa-
rametres de la transformation et de 1’ellipsoide de référence.

5.6 Détermination des parametres de la transformation par la
méthode des référentiels régionaux inverses

Dans deux articles récents, H.M. Dufour (1986a,b) propose 1’emploi des réfé-
rentiels régionaux inverses faisant appel a la géodésie bidimensionnelle par le biais
d’une représentation stéréographique plane et d’une troisi¢eme dimension proche des
altitudes.

5.6.1 Présentation des référentiels régionaux inverses

La méthode des référentiels régionaux inverses consiste a définir un référentiel
(x,y,z) en un point O par une inversion de pdle I’antipode du point O, sur une sphére
tangente en ce point a 1’ellipsoide. Les coordonnées (x,y,z) d’un point M dans ce
référentiel appartiennent a 2 groupes, d’une part (x,y) sont les coordonnées d’une
représentation stéréographique sur le plan tangent en O (H.M. Dufour, 1971) et
d’autre part z est proche de I’altitude ellipsoidique du point.

Soient (¢p,Ag) la latitude et la longitude géodésiques de O dans le systeme
(X,Y,Z), géodésique terrestre relatif a un datum donné d’ellipsoide (E). Soit Ny
la valeur de N en O. Soient (X,Y,Z), les coordonnées 3-D géodésiques d’un point
M.

On considere le point 7(0,0, —Noe?singy ), dans (0,X,Y,Z),. Dans (XI1,Y1,ZI)
les coordonnées de M sont (Fig.5.1) :

M : (X; = X, Y1 = Yy, Zy = Zy + Noe’singy) (5.131)

Les coordonnées de M dans (0,X0,Y0,Z0) sont obtenues par (Fig.5.2) :
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zI  Zg
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(E)
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3 Y *o Y1
Xg
X1
Fig. 5.1
A\ ZT Z0
- M
YO X0
(o]
(s)
(E)
No
I Po g WL
o
XI
Fig. 5.2
Xo X7 0
Yo |=RE. [ |-(0 (5.132)
Zy Z No

avec la matrice Ro donnée par (3.49).
Soit P ’antipode de O, alors les coordonnées de M dans P(XP,YP,ZP) sont
(Fig.5.3):
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ZP A\ zo
M
o !
}z o ¥O
X
X0 —t ———
L
P
> Yp
XP
Fig.5.3
M : (Xp ZXo,Yp:YO,Zp:Z()-i-Z.NQ) (5.133)

On considere alors I’inversion de centre P et de puissance 4.N§ qui transforme :

- la sphere (S) de centre I et de rayon Ny en un plan tangent en O a I’ellipsoide
(E),
- Tellipsoide (E), contenu dans (S), en une surface tangente en O au plan
(X0,YO) et entierement au dessus de ce plan.

L’espace extérieur a (S) devient le demi-espace inférieur limité supérieurement
par le plan XO,YO.

Pour rétablir le sens de la rotation, on complete 1’inversion par une symétrie par
rapport 2 XO,Y O. Par suite I’espace extérieur a (S) devient le demi-espace supérieur
limité inférieurement par le plan XO,YO.

Les coordonnées obtenues par inversion du point M dans le repére (P,XP,Y P,ZP)
sont (Fig.5.3) :

Xp Y  Zp

x="TANG, y=ANG, =4 (5.134)
avec :
D=X}+Yr+73 (5.135)
Si on pose :
4N?
K=-—2 (5.136)
D
alors les coordonnées s’écrivent :
x=KXp, y=KYp, z=K.Zp (5.137)

K est appelé 1’échelle tridimensionnelle. 11 vérifie :
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_ x2+y2+12

K
4N

(5.138)

On obtient les coordonnées régionales inverses exprimées dans le repere X 0,Y 0,Z0
par :

X=x, Y=y, Z=2No—z (5.139)

5.6.2 Formules différentielles

En différenciant les formules (5.139) et en les exprimant en fonction de X,Y,Z
et dXp,dYp,dZp on trouve :

X2 XY X 4
dX = (K- — |dXp— ——=dYp— — [ 1—— |dz
< 2N§) T N0< 2N0> d

XY Y2 Y 4
dYy = ———_dXx, K—— |dYp—— (1-—=—)dz
2N? P+< 2N§> d N0< 2N0> P

Z X Y 27
dz=(1- 2 [ Zaxp+ —ay, 2K (1—-—=2 ) azp (5.140
( 2N0> <N0 " No P)+( )< NO(Z—K)> P )

en négligeant le terme %de dans dZ et pour les points d’altitudes proches de O,
0
onaZ <<Ny.

On peut écrire ces relations sous la forme matricielle :

dx dXp
day | =J. [ ave (5.141)
dz dZp

La matrice covariance de X = (X,Y,Z) s’obtient a partir de celle de Xp = (Xp,Yp,Zp)
par:
Sk =J.8%,J" (5.142)

Comme le vecteur Xp = Rg .X,+ vecteur constant, on a alors :
S% =J.RY .S)Z(g.Ro.JT (5.143)
Au vecteur de position Doppler X’ on lui associe son image X et on a aussi :
S% =J".RY.S%, Ry."T (5.144)

avec J” la matrice J calculée au point X”.
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5.6.3 Calcul des parametres de la transformation

Au vecteur X on associe (X, Yy, Zo); et au vecteur X (Xo,Yy,Zp)2, on peut écrire
que :

Xo Xo Tx m  —rzry Xo
Yo =Y + | Ty |+ rz m —rx Yo (5.145)
Zy Zy ! Tz —ryrx m Zy !

T = (Tx,Ty,Tz)"  le vecteur translation dans (0,X0,Y0,Z0)
m 1’échelle (5.146)

ROT = (rx,ry, rz)T le vecteur rotation

En omettant les indices dans (5.145) on peut écrire :

dXo Tx m  —rzry Xo
dYo | =Ty |+ rz m —rx Yo (5.147)
dzy Tz —ryrx m Zy

En remplagant dXp,dYp et dZp par dXy,dYy et dZy dans les formules (5.140) et en
notant N = Ny, on trouve apres un long calcul :

Tx
X2_y2_72 z Ty
dx 20 ) ZZJFT*Y X(1-5) Tz
vy | = | Jz+ 5% 0 X Y(1-%) rx | (5.148)
2_vy2_72
“ Ya-g5) —X(U-F) 0 z+F=g=/
m
soit :
dX X_X”
dY | =Fx=|Y-Y"| =4 (5.149)
dz} z-7"),
avece .
x4 = (Tx,Ty,Tz,rx,ry,rz,m)" (5.150)

En écrivant (5.150) pour les k points Doppler, on a avec les notations :

F=(F,..,E' ... FO)T
L=l 0. T (5.151)
Fxs=L+V (5.152)

La solution de (5.152) par la méthode des moindres carrés est :
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f=FTF)'FTL (5.153)
Si P est la matrice poids de (5.152) on a alors :
Pl =5% +5%. (5.154)
La solution de (5.152)) devient :

4= FT.PF) ' FTPL (5.155)

5.6.4 Exemple numérique

Dans ce paragraphe, on présente un calcul des parametres de la transformation
(5-T43). On effectue les calculs avec 5 points utilisant 1’ellipsoide de Clarke Fran-
cais 1880 et des coordonnées fictives Doppler dans le systtme NWLID. La matrice
de poids est la matrice unité.

On étudie les cas suivants :

- 3 parametres : Tx,Tyet Tz.

- 4 parametres : Tx, Ty, Tz et m.

- 5 parametres : Tx, Ty, TZ,m et rz.

- 6 parametres : Tx, Ty, Tz, rx,ry et rz.
- 7 parametres .

Numéro du Point X, (m) Y, (m) Zy(m)
o(gr) A(gr) H(m)
1 5022480.001 955285.981 3801754.673
40.91394833 11.96571090  638.790
2 5081670.850 771787.642 3765024.278
40.4550 1682 9.5954 4455 742.420
3 5148063.534 803912.140 3668492.891
39.25809749 9.86169173  1315.150
4 5220829.640 772127.642 3569 820.799
38.06274288 9.34744551  164.120
5 5234250.679 905000.562 3518 873.892

37.44754070 10.89938173  128.260
Tableau 5.1 Les Coordonnées (X,Y,Z), et (¢,A,H), terrestres

Les coordonnées du point O sont :

@0 =39.0000 gr; Ao = 10.0000gr



62 5 La Combinaison des Observations Terrestres et Doppler

Numéro du Point X, (m) Y, (m) Zy(m)
¢(gr) A(gr) H(m)
1 5022231.531 955276.421 3802185.031
40.91552348 11.96617209  679.016
2 5081422.741 771778.561 3765455.314
40.45662110 9.59579479 781.280
3 5147814.642 803903.721 3668923.772
39.25975527 9.86205931 1350.410
4 5220580.276 772118.953 3570251.041
38.0644 5433 9.3477 8192 195.249
5 5234001.930 904991.742 3519305.014

37.44928110 10.89978550  159.325
Tableau 5.2 Les Coordonnées (X',Y’,Z') et (¢’,A’,H") Doppler

Numéro du Point X (m) Y (m) Z(m) H-—Z(m)
1 157880.386 192570.801 626.161  12.63
2 -32663.491 145358.343 735.021  7.40
3 -11317.642 25777.233 1314.783  0.37
4 -54098.724 -93417.174 160.953  3.17

5 75053.496 -154694.354 119.510  8.75

Tableau 5.3 Les Coordonnées régionales inverses (X,Y,Z) transformées de (X,Y,Z) terrestres

Numéro du Point ~ X”(m) Y7 (m) Z°(m) H —Z"(m)
1 157908.504 193063.399 687.238 -8.22
2 -32633.382 145851.548 792.323  -11.04
3 -11268.946 26271.577 1362292 -11.88
4 -54067.948 -92922.150 198.251 -3.00

5 75083.233 -154198.522 153.648 5.68

Tableau 5.4 Les Coordonnées régionales inverses (X”,Y”,Z”) transformées de (X',Y’,Z’) ter-
restres

Les résultats du tableau 5.3 montrent qu’en s’éloignant du point origine O, les
différences H — Z augmentent.

Les résultats du tableau 5.5 montrent que les composantes de la translation res-
tent stables pour les 5 cas.

Les composantes (-30.10 m,-494.45 m,-45.57 m) sont données dans le référentiel
local géodésique du point origine O(OX,0Y,0Z) (Fig.5.3).

Quant aux autres parametres, leurs valeurs ne sont pas significatives.
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Valeurs des parametres Nbre des parametres
et des écarts-types 3 4 5 6 7

Tx(m) -30.104 -30.158 -30.190 -30.135 -30.190

orx(m) 0.447  0.454 0.459 0452  0.459
Ty(m) -494.451 -494.497 -494.460 -494.407 -494.454

ory(m) 0.447  0.452 0.459 0.454  0.459
Tz(m) -45.567 -45.564 -45.564 -45.541 -45.537

orz(m) 0.447  0.447 0.447 0474 0474

rx(dmgr) -0.814 -0.822

Opx 2239 2239

ry(dmgr) -0.092  -0.056

Ory 3.786  3.787

rz(dmgr) -0.890 -0.892  -0.892

Lo 1.839 1.839  1.839

m (107%) 0.202 0.202 0.203

Om 0.289 0.289 0.289

Tableau 5.5 Les parametres de la transformation






Chapitre 6

Modeles de Combinaison des Obervations
Doppler et Terrestres

Dans ce chapitre, nous passons en revue des modeles de combinaisons de don-
nées spatiales en particulier le Doppler avec les observations terrestres, proposés par
divers géodésiens spécialistes des réseaux géodésiques.

6.1 Procédure de H. Wolf (1980,1982,1984)

H.Wolf a proposé 2 méthodes pour le calcul de la phase III, nous présentons
celle-ci :

- transformation des coordonnées Doppler dans le systeme géodésique terrestre,
ici Europe Datum 1979 dit ED79.

- compensation combinée avec les observations terrestres en 2D en éliminant les
altitudes.

- retransformation de 1’ensemble Doppler - terrestre apres compensation dans le
systéme géocentrique.

Il justifie qu’avec cette méthode, les éléments internes du réseau géodésique
(I’orientation, I’échelle) ne subissent pas de modifications s’il y’a altération dans
les parametres de la transformation (facteur d’échelle, translation, orientation).

En effet H. Wolf détermine en utilisant le modele Bursa-Wolf le vecteur transla-
tion 7', le facteur d’échelle [ + m entre les réseaux Doppler et géodésique terrestre.

11 effectue la combinaison en 2D, en éliminant les altitudes, avec les coordonnées
Doppler qui sont considérées fixes et détermine le vecteur rotation (px, py, pH)T en

un point M choisi au centre du réseau en utilisant les équations (3.55) a (3.57).

A T'aide de (3.38), il recalcule les nouvelles valeurs de T,m, px, py et pH. Par
suite il applique (3.58) a I’ensemble des points géodésiques pour les transformer

65
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dans le repere géocentrique.

H. Wolf (1985) a étudié les erreurs systématiques des hauteurs du géoide et
I’amélioration des altitudes des stations non Doppler par la méthode de colloca-
tion.

Nous détaillons ci-dessous la procédure de H. Wolf.

6.1.1 Calcul des parametres T et m

Utilisant 1’équation (3.36) on a avec les mémes notations le systéme donnant 7
etm:
ETEETX,\ (dT ET.L
T : =\ y7 57 (6.1)
..... XX, ) \m XI.L

6.1.2 Transformation des coordonnées Doppler dans le systéeme
géodésique terrestre

Utilisant le modele de Bursa-Wolf et les valeurs de (7,m), on obtient ng les
transformés des coordonnées Doppler X’ dans le systéme géodésique terrestre par :

X;=X'—-ET—-mX (6.2)

A partir de (X',Y’,Z’),, on calcule les coordonnées géodésiques (¢’,A',H’), cor-
respondantes par les formules inverses de (3-1).

6.1.3 Equations d’observations

Entre les coordonnées Doppler (X',Y’,Z"); = X] et les coordonnées géodésiques
Xg;=(X,Y,Z)g; on alarelation :

dx
Xei+ | dY | =X/ —T—m.X/ -U(X]).ROT (6.3)
dz) .
Comme :
Xy =X'—T—mX'

I’équation (6.3) devient :
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dX
(Xgi —Xgi) +U(Xy) ROT + | dY | =V; 6.4)
z) .
L’équation ne changera pas si on remplace U (X/) par U(X;) d’olt : (Xgi — Xg;) +
ax
U(Xg).ROT + | dY | =V,
az ],
On passe des inconnues (dX,dY,dZ); aux inconnues (Ncos@dA,pd@,dH); par
(3-54), soit :

dax NcospdA
dY | =(RK); pdo (6.5)
dz | . dH

i i

Mais, on peut écrire aussi :

Ncosp(A —A')
Xei— Xy =(RK)i | plo— (P/’) (6.6)
H—-H g

En cherchant le vecteur rotation ¥ autour d’un point particulier M}, et utilisant (6.3])

et (6.6), Iéquation (6.4) devient :

NcospdA Ncos@(A' — 1)
pde | + (KR UXu) R0 = | plo'—9) +V, (6.7
dH . H —H

i gi

En multipliant & gauche (6.7) par la matrice de sélection (MS); donnée par (5.43),
on obtient :

<Ncos¢d)“>i+ (MS.(K.R") "' .U(X,))i.RoW = <NCOS¢W - M)gi + (%)i

pde p(¢'—9) Vo
(6.8)
Posons :
Gi= (MS.(K.R")"".U(X;))i-Ro
G= (G, . Gl .. G (6.9)
et écrivons pour I’ensemble des points Doppler, on arrive & :
p+GY¥Y=L+V (6.10)
La matrice poids de (??) est :
0=MSK 'R .S%, RK'.MST (6.11)

ol les matrices MS et R.K~! sont données par (5.50) et :
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S2,=D"! (6.12)

La condition V'7.Q.V’ minimum donne le systéme :

(26255)-(5) = (FEL) o1

L’équation normale des inconnues terrestres de position est :
Ny.p=p)
La combinaison des données Doppler avec les observations terrestres donne le sys-
téme :
N,+0 0.6 p\ _ (QL+p) 6.14)
...... GT.0G) \v GT.or '

Ayant p par la résolution de (6.14), on calcule les coordonnées compensées des
stations non Doppler en utilisant (4..

6.1.4 Corrections des altitudes des stations Doppler

La correction de I’altitude ellipsoidique de la station Doppler i s’ obtient en utili-
sant la 3eme équation de , ou on prend pour H; la valeur calculée H é’,,-. On trouve
apres calcul :

dH; = e*Nsingcos@(sinA, —cosA,0);.ROT

dH; = estin(p.cos(p(rx.sinl —ry.cosA); (6.15)

soit en considérant le vecteur ¥ = (px, py, pH)T autour du point M; (@1, A1, Hj) :
dH; = €*N;.sing;.cos@;(px.sind] + (py.sin@, — pH .cos@y )sin\!) (6.16)

avee |

AM=A—N
L altitude ellipsoidique du point M; est :

Hy; = Hy; + dH; 6.17)

A partir de (¢, AH);, on calcule par (3-1) (X,7,Z).

6.1.5 Calcul final des 7 parameétres de la transformation

Entre X', Xg et les 7 parametres, on a la relation :
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ET+URTY+mX, =X —X,+V’ (6.18)

On calcule les valeurs de T, ¥ et /m par V'T .V minimum. On obtient le vecteur ROT
par ROT = Ry.¥

Les valeurs numériques de 7,%¥,ROT et in doivent étre testées ainsi que leur
signification statistique.

6.1.6 Calcul des coordonnées géocentriques finales

On obtient les coordonnées géocentriques finales des points du réseau géodésique
par :
X7 =X, +mX,+T+U(X,).ROT (6.19)

6.1.7 Modele de R.Kelm (1983)

R. Kelm préfere travailler dans les systemes géocentriques et utiliser toute 1’in-
formation sur les données Doppler et terrestres. La procédure repose sur les 4 ob-
jectifs :

- transformation des coordonnées géodésiques terrestres dans un systeme défini
par la Géodésie Intégrée (G. Hein, 1981) exemple un systeme géocentrique terrestre
moyen.

- utilisation des matrices covariances et leur propagation dans les différentes
étapes du calcul comme moyen moderne de I’analyse et de I’estimation des erreurs.

- analyse des réseaux terrestres dans un datum non absolu défini par des données
Doppler obtenues par divers modes (translocation,arc-court,...) dans des systémes
non absolus.

- éviter de faire appel aux calculs des inverses généralisées de matrice et les
risques de confusion dans I’interprétation.

Pour les calculs, on a les données suivantes :

X = (...,(X,Y,Z)g,...)T le vecteur coordonnées géodésiques terrestres appro-
chées des stations Doppler.

X' = (., (XY, Z")g,....)T le vecteur coordonnées Doppler dans un datum non
absolu.

S)z(/ matrice variance-covariance de X'.

X = (.., (X7,Y7,27)g, ....)T le vecteur coordonnées absolues dans un systéme
géocentrique.

S)Z(” = matrice variance-covariance de X .

s"(z) = facteur variance unitaire du réseau géodésique terrestre.

N = la matrice normale des inconnues (Ncos@dA,pd@),;.
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PH =la matrice de poids des altitudes ellipsoidiques.

A T'aide de X et X', on calcule les 7 parameétres de la transformation (3-5), on
obtient X/ le transformé par (3-5) de X et en utilisant (3-39-a) la matrice covariance
de X/.

Une analyse du réseau doit étre faite indépendamment des 7 parametres. Dans
le cas ou une présence d’altération des altitudes ellipsoidiques, R. Kelm propose la
transformation suivante :

X/ =X+Fxs+G.K.da (6.20)

avec
da = (day,day)" (6.21)

et il modélise les altitudes comme suit :

H; = H; + Dx;.day + Dy;.day (6.22)

ou
Dx; = N.cos@.(A — Ao); (6.23)
Dy; = p(¢ — )i (6.24)

et (@o,Ap) les latitudes et les longitudes géodésiques en un point particulier situé
au centre du réseau géodésique. les matrices G et K sont :

cos@icosA; 0 ... 0
cos@ysind;y 0 ... 0

Dxy D
.xl .yl sin@y 0...0
: : 0o ...
k= Dx; Dy; G = e cosQ;cosh; ... (6.25)
B I cos@;sink; ...
......... Sing;

L’ auteur effectue une compensation combinée dans le datum relatif, qui donne les
coordonnées compensées dans ce datum par les formules :

X=X+ (57 + s;l?)*l Sy (X[ —X') (6.26)

Dans la compensation précédente, R. Kelm fixe quelques coordonnées, dans
(6.26) les matrices covariances ne contiennent que I’information des points non
fixés.

Enfin une compensation combine dans le systeme géocentrique, qui donne les
coordonnées géocentriques compensées a savoir :
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X=X+ (Sy? +857) LS H (X —X) (6.27)
En fait au lieu d’utiliser S;,z I’auteur utilise une S—transformée de Sg,z(Mierlo,
1980).

R. Kelm conclut pour la méthode :

- dans la compensation combinée des réseaux terrestres avec les données satel-
lites, celles-ci doivent €tre classées suivant qu’elles soient relatives ou absolues. Les
données satellites relatives seront compensées avec les observations terrestres dans
un systeme relatif. Les coordonnées obtenues seront utilisées pour obtenir les coor-
données géocentriques dans le systeme absolu.

- I’analyse et la compensation par étape seront préférables a une méthode globale
et peuvent étre faites dans les systémes relatifs en 3-D, c’est le cas de la Géodésie
Intégrée.

- la compensation de 2 systemes de coordonnées est préférable aux pures trans-
formations car la premiere considere plus rigoureusement le comportement stochas-
tique des données mises en jeu.

6.2 Procédure de M. Baumker (1983)

M. Baumker présente les raisons de la compensation combinées entre les obser-
vations terrestres classiques et les données Doppler en 3-D comme suit :

- les systemes 3-D donnent des systemes mondiaux de base a partir desquels, des
systemes de degrés inférieurs peuvent étre dérivés.

- on n’a pas besoin de réduire les observations a la surface de référence.
- les défiances dans les rangs des matrices sont évitées.

Dans le cas ot il n’ya pas de points fixés, M. Baumker introduit des équations de
condition du type :

dXi=) dYi=) dZ;=0 (6.28)
i= i=

i=1
ou s’il y a des azimuts :

Y dAz =0 (6.29)
i=1

Dans le cas ou les altitudes ellipsoidiques sont fixées, il pose les conditions :

Y dpi=) dr=0 (6.30)
i=1

i=1
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M. Baumker utilise la méthode de la collocation (H. Moritz,1980) pour en déduire
les altitudes des points du réseau géodésique a partir de points bien déterminés en
altitudes.

L auteur différencie entre la compensation combinée et la compensation com-
mune des observatios terrestres et Doppler.

Dans la premiere, chaque type de données est traité séparément de 1’autre, dans
la deuxieme les données sont indissociables.

6.3 Méthode de T. Vincenty (1982,1980)

T. Vincenty a analysé les modeles de combinaison des données spatiales, en géné-
ral, avec les observations terrestres dans la compensation des réseaux géodésiques.

A chaque type de données spatiales (DOPPLER, LASER, VLBL....) on lui affecte
la détermination de 1’un des 7 parametres (échelle, translation, rotation).

La méthode de Vincenty consiste a fixer les altitudes des points et ceci en utilisant
un ellipsoide auxilliaire en chaque point du réseau. L’équation de cet ellipsoide au
point (¢,A,H) est:

Z2
X24+y2+ S =ag 6.31)
1-— €
avec .

2

2 e
ey = 6.32
0 1+% ( )
No=N+H; ag=No(l—eZsin*p)? (6.33)

Si la compensation se fait dans le systeme (X,Y,Z),, I’équation de condition liant
les corrections inconnues (dX,dY,dZ) sera :

z
XdX +YdY + lide =0 (6.34)
— e}

ce qui permet d’exprimer 1’une des inconnues dX,dY ou dZ en fonction des 2 autres
et de la remplacer dans les équations d’observations.

Avec cette méthode, les observations ne nécessitent aucune réduction.

Si on exprime les relations d’observations terrestres dans les plans horizontaux
locaux, on utilisera plutot les plans horizontaux physiques si on dispose d’observa-
tions astronomiques sinon on aura :
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ax —sinA —sin@cosA dx
dY | = | cosA —sin@sini (d ) (6.35)
az 0 cosQ

avec (dx,dy) le vecteur correction de la position du point M dans le plan horizontal
local de M a I’altitude H.
Le calcul se fait par itérations comme suit :

ax X X ax
(j;) CA gy | (v | = (v |+|ar):
dz Z Z dz
Aitgh = %
X N = a(1+ Je*sin’g)
; — e% _ 62(1 + %) (6.36)
¢ 1gp = 1_263 (X2 +71?)

Dans la compensation combinée des observations terrestres avec les données Dop-
pler, T. Vincenty utilise le modele de Bursa-Wolf donné par (3.6) qu’il transforme
dans le systeme géodésique local, soit :

dx Tx rx X X' —-X Ve

dy | +R" [ Ty | +R".U [ ry | +mRT | Y | =RT. | Y =Y | +| v

dH ), Tz rz 4 7~z ). v ).
6

ot R la matrice donnée par (3.49).

Avec la matrice variance des coordonnées Doppler présente moins de cor-
rélation (Hothem et al,1985).






Chapitre 7

La Combinaison des Observations Terrestres et
Doppler de Plusieurs Campagnes

Dans ce chapitre, on va poser le probleme de la combinaison des observations
terrestres avec des données Doppler de plusieurs campagnes. On étudiera quelques
modeles de compensation.

Utilisant le modele de Bursa-Wolf, on a avec les mémes notations :

0
—7Z
Y
b'¢ Tx X Z rx X
Y’ =Ty | +mj. | Y +10 ry| +1Y (7.1)
VA Tz Z ) .. —X rz VA
ij J ij j ij
-Y
X
0

ou j = indice de la campagne Doppler.

i = indice du point M.

On pose :

x2j = le vecteur des corrections des positions des points M participant a la cam-
pagne Doppler j.

x4j = (dTx,dTy,dTz,rx,ry,rz, m)T les 7 paramétres de la transformation relative
a la campagne Doppler ;.

On peut écrire pour chaque xy; :

X2j =Bj.x) (7.2)

ol B; est une matrice de sélection de I’inconnue x3;.
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7.1 Les points Doppler sont fixés

7.1.1 Modéle de compensation 3D-1

L’équation des observations terrestres est :
A1.X1+A,Xo =L+V, poidsP (7.3)
I’équation liant les parametres x4; et xp; est :
x2j+ Fjxqj =L+ V] poids D; (7.4)
avec D; la matrice normale des coordonnées Doppler de la campagne j.
A I'aide de (7.2), I’équation devient :
Bjxy+ Fjxsj=L;+V] (7.5)
L’équation normale de donne le systeme :
(BJT..Dj.Bj B;I{.Dj.F,-) (x2 ) _ (BJT-T.DJ-.L;/-) 7.6
............. F; .Dj.F; X4j F; .Dj.L;
L’équation normale des observations terrestres est :
Nj.xp = ph (1.7

La combinaison des observations terrestres et des données Doppler de I’ensemble
des campagnes donne le systéme suivant :

/ T /
X2 p2+):-:1 B..D; L.
Ny+Y;-1(BY.D;.Bj) --- BI.D;.Fj --- . : j=1B; ;L)
-+ 0 : :
- Fl.Dj.Fj - xaj | | FfDjL
(7.8)

La résolution de (7.8) détermine les 7 parametres de chaque campagne Doppler et
le vecteur x,. Avec (4.1)) on calcule les autres inconnues exprimées par xj.

7.1.2 Modeéle de compensation 3D-2

L’équation des observations terrestres est :

A1.x1+A.p=L+V, poidsP (7.9)



7.1 Les points Doppler sont fixés
L’équation liant les parametres x4 et xp; est :
x2j+Fj.xaj =L+ V], poids D,
On peut écrire en faisant intervenir x; :
Bjxy+Fjx4 = L} +Vj(

ol B; est la matrice de sélection de la variable x, ;. Comme x; est égale a :

=B.p+£dH
(7.11) devient :
(Bj.B).p+(Bj.£).dH ==L +V;
On pose :
Bi=B;.B
Z;=Bj.£
L’équation normale de (7.12)) est :
ﬁTD .Bi B/ .D;.#; B].D;.F; p Bl .D;.L;
: .f D;.%; 2 D F; | |dH | = .,Z;[T.DJ.L’/.
F; .D; F X4j Fj .Dj.L’j

L’équation normale des observations terrestres est :

Ny.p=pj
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(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

d’ou le systeme obtenu de la combinaison des observations terrestres avec les don-

nées Doppler de I’ensemble des campagnes :

N2+Z/ 1(/3TD Bj) Xj- 1(,3TD L) [BTD F; oo SH
Zj 1(3 .D; X) f .D;.F; . '
- F/.Dj.Fj - X4

-0

P2+Y - (ﬁjT'Dj'L/j)

Yj=1(Z].D;.L))

) T 7!
FI'.D,.L

(7.15)
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7.1.3 Modéele de compensation

L’équation des observations terrestres est :
Ay x1+Ay.p=L+V, poidsP
qui donne I’équation normale du vecteur p :
N3.p=p)

L’équation liant le vecteur p; des inconnues de position terrestres de la campagne
Doppler j et le vecteur x4; des paramétres de la transformation (3.6) est :

pj+Fjxy=L+Vj poids Q; (7.16)
ol £, L%, V/,Q; sont données par (5.47) en utilisant les points de la campagne ;.
Pour le vecteur p;, on peut €crire que :

ijBj.p (717)

ol B; est une matrice de sélection du vecteur inconnu p;.
L’équation normale de (7.16)) est :
(BJT.Qj.Bj BJT.T.TQ,»_.E ) <p ) _ <BJT-T.Q__.,-I} > (7.18)
_ _ ={ = = )
Fj Q]F/ X4 FJ .Qj.Lj

Par suite, on obtient I’équation normale de la combinaison des données Doppler de
I’ensemble des campagnes avec les observations terrestrs donnée par :

/ T H. 1/
- I P2+Y. 1 (BT.Q;.L;
Nj+Y;_1(BT.Q;.B;) -+ BT.Q, Fj --- 1’ : =18 -C;.L)
-0 : :
. FJTQ_jFJ X4j o FJTQ]ZZ
.0 .

(7.19)

7.2 Les points Doppler ne sont pas fixés

Dans ce paragraphe on considere une compensation commune des observations
terrestres et des données Doppler de I’ensemble des campagnes.
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7.2.1 Modele de compensation 3D-1

L’équation de lien entre les inconnues terrestres et Doppler de la campagne Dop-
pler jest:
xzj—xgj—l—Fj.x‘;j:L;—l-V;, poids Q; (7.20)

ol x; vecteur des inconnues de position Doppler des points M participant a la cam-
pagne j.et:
0;'=D;'+Nj;! (7.21)

avec N} ; la matrice relative a x; extraite de N}. Mais on peut écrire (7.20) sous la
forme :

Bjxy—x3j+Fj.xaj=L;+V], poids Q; (7.22)
L’équation normale de (7.22)) est :
BY.Q;.B; —B}.Q; BT .Q;.F;\ [x BY.Q;.L,;
Qj —Qj.Fj X3j = —Qj.L/j (723)
. F]T.Qj.Fj X4 FJ-T.Qj.Llj

L’équation normale des observations Doppler de la campagne j est :
Dj.)C3j = p/3j (724)

D’oti le systeme de la compensation commune desobservations terrestres et des don-
nées Doppler :

/ T T T 2
N2+Zj=1(Bj'Qj~Bj) 7Bj'QJ' Bj-Qj-Fj
a0 e :
- Qj+Dj - —Q;.F; - X3 _
-0 e :
-0 Fl.Q;.F; )
R ’

(7.25)
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7.2.2 Modéele de compensation 3D-2

L’équation des observations terrestres est :
Ay x1+Ay.p=L+V, poidsP
Entre les inconnues Doppler, terrestres et les 7 parametres de la campagne jon a :
Xpj —x3j+ Fj.xgj =L+ V], poids Q; (7.26)
Comme on peut écrire :

X2j =Bj.x :Bj.(B.p+£.dH)

soit :
.XQj = ﬁj‘,%dH (727)
avec :
B;=B;.B
Z;=B;.£ (7.28)
et B, £ sont données par (5.17) et (5.18).
L’équation (7.26) devient :
Bj.p+Zj.dH —x3j+ Fjxqs =L+ V] (7.29)
La matrice Q; vaut :
Q;=(Dj' +S§2]_)*‘ (7.30)

ol D; : la matrice normale Doppler de la campagne j.
S%zf : la matrice variance-covariance du vecteur inconnu x;; définie ci-dessous :

Sy, = BNy Bl + 2 pH ] (7.31)
et PH la matrice de poids des altitudes.

L’équation normale de est :
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ﬁ Q] B] BT ng IBT Q] [3% p

,,s,ﬂ 0, % fT Q; L. F dH

) QJ +D Q/ X3j

Fl. Q iFj ) \ x4

Lj ' (7.32)

d’ou I’équation normale de la combinaison des données Doppler de toutes les cam-
pagnes avec les observations terrestres :

p
N2+Z; ((BT.Q;.B) X-1(BT.0;.2) - —BT.Q; - Bj.QjF - JH
Z, 1(3 0.2 - LT LT F | ]

0 0 :
- Qj+D; - —QjF - X3j

-0 -0 :
-0 FjT.Qj.Fj x4
-0 .. 0

P2+Y;1(B].Q;.L))
Y1 (Z].0;.L))

P3J_Qj-L/]

T !
FT.Q,.L;

(7.33)







Chapitre 8

Les Erreurs Systématiques dans la Combinaison
des observations Doppler et Terrestres

8.1 Introduction

L’un des problémes fondamentaux rencontrés dans la compensation des réseaux
géodésiques est I’accumulation des erreurs systématiques. Pour les réseaux Dop-
pler, le probléme est de moins en moins présent avec 1’amélioration des modeles de
calcul et I’augmentation de la précision des résultats.

Les données Doppler sont nécessaires a la détection des erreurs systématiques
d’orientation, de mise a I’échelle et de position des réseaux géodésiques terrestres
(Thomson,1976).

8.2 Origines des erreurs systématiques

Les sources des erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques sont nom-
breuses (Ashkenazi, 1981 ; Thomson, 1976 ; T. Vincenty, 1985), nous citons les plus
importantes :

- la non modélisation des erreurs systématiques des observations de directions,
de distances et des distances zénithales.

- la réfraction atmosphérique.

- les erreurs sur les altitudes orthométriques et I’imprécision des hauteurs du
géoide et des composantes des déviations des verticales.

- la propagation des erreurs lors de la réduction des observations.

- la calibration des appareils de mesures.

83



84 8 Les Erreurs Systématiques dans la Combinaison des observations Doppler et Terrestres

8.3 Définitions

Dans ce paragraphe, nous rapellons quelques définitions sur les erreurs.
Soit .Z la valeur nominale d’une grandeur que nous cherchons a estimer (coordon-
nées, angles, distances, ...) et .Z un estimateur de .Z.

L’erreur sur .Z est : )

L’erreur e ¢ est la somme de 2 termes (Hottier, 1978) :

ey =es+by (8.2)

N

ol :
ey : erreur dite d’observation ou accidentelle,
b o : un biais dii au fait que la grandeur L est mal définie, aux caractéristiques du
processus de mesure et a ses imperfections.

L’erreur accidentelle représente les fluctuations de 1’estimateur ou de I’obser-
vable par rapport a la valeur moyenne de la grandeur, soit :

ea=%—E(L) (8.3)
avec E(.) I’opérateur moyenne. De (8.3) on a :
E(es) =0 (8.4)

e4 : est appelée aussi le bruit de I’estimation ou erreur résiduelle de 1’observation
(P. Hottier, 1978).

Les erreurs accidentelles sont des erreurs centrées et qu’on suppose indépen-
dantes. Par suite, le biais b ¢ s’écrit :

by =E(L)—% (8.5)

Dans (8.5), on ne considere que les effets résiduels des erreurs systématiques, la
partie principale de ces erreurs est supposée éliminée.

Le biais b est considéré plutét comme une constante dépendante du systeme
de mesure c’est-a-dire I’ensemble incluant la grandeur £ et I’instrument (I’ obser-
vateur et la procédure et les conditions expérimentales).
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8.4 Analyse des erreurs systématiques dans les réseaux
géodésiques terrestres

Avant d’étudier les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques terrestres
suite a la compensation des données Doppler avec les observations terrestres, on
analyse les erreurs systématiques dans les réseaux géodésiques sans sans les don-
nées Doppler.

En gardant les mémes notations, on a 1’équation des observations terrestres :
A1.x1 +Arxp=L+V; poids P (8.6)

avec la matrice de variance :
r’=cp.p! (8.7)

et Gg le facteur de variance unitaire.
Les équations (8.6) et (8.7) constituent les modeles fonctionnel et stochastique.

En général les parametres définissent 1’échelle du réseau terrestre ou la calibra-
tion des appareils de mesure des distances sont introduits comme des inconnus dans

I’équation (8.6).

Malgré cela, il reste des effets résiduels qui sont diis a I’insuffisance du modele
stochastique ou encore a I’imprécision de la modélisation des erreurs entrant en jeu
dans la compensation.

8.4.1 Sur L’Orientation du Réseau Géodésique Terrestre

8.4.1.1 Le choix de (¢, A,H) au point fondamental

Au point fondamental d’un réseau géodésique, on a déterminé par des observa-
tions astronomiques la latitude et la longitude (¢,,A,) astronomiques et 1’azimut
Az, astronomique d’une direction donnée. En ce point, le choix des coordonnées
géodésiques @, A et de ’azimut géodésique Az, correspondant a Az, est varié.

Choix de ¢, 4 et Az,

a - On peut choisir les valeurs de @, A proches de ¢, A, et en déduire 1’azimut
géodésique Az, en utilisant I’équation de Laplace généralisée soit :
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Q

P (8.8)
A (8.9)

9
A

Q

Azg = Azy + (A — A)sing + ((A — Ag)cos@sinAzg + (@ — @,)sinAz,)cotg£8.10)
72=Z+ (A —Ay)cos@sinAz, — (¢ — @) cosAz48.11)

Z et z sont des distances zénithales astronomique et géodésique.

b - On peut prendre :

Azg ~ Azg (8.12)
A=A (8.13)

et on obtient ¢ a partir de (8.10) soit :

(8.14)

sinQy cosQy Azg —Azq
=@, —(A—2
¢ == ( ) (sinAzacoth 1gAzZ, ) sinAz,cotgZ

pour sinAzgcotgZ # 0 (8.15)

¢ - On peut choisir :

Azy Az (8.16)

P~ Qg (8.17)

A=A+ (@a —'(p)sinAzgcoth +Azg — Az, (8.18)
sinQ + cosQcosAz,cotgZ

avec sinQ + cos@QcosAz,cotgZ # 0 (8.19)

d - Les composantes de la déviation de la verticale au point fondamental sont :

E=0.— ¢ (8.20)
N = (A, —A)cosp (8.21)

et la désorientation dans le plan horizontal local est :
= (A —A)sing =nigep (8.22)
Si on choisit ¢, A et Az, telles que :
(00— @)* + (Ay — A)* + (Az, — Az,)*> minimum (8.23)

avec 1’équation de Laplace (8.10)), on obtient :
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P = Qg
A=A (8.24)
Az = Az,

En pratique ce sont les cas a et d qui sont choisis si on adopte un point fondamental.

Si on observait plusieurs points de Laplace dans le réseau géodésique, on obtient
les azimuts géodésiques observés Azg, en utilisant (8.10), par le calcul on a les
azimuts géodésiques calculés Azg.. En I’absence d’erreurs dans les observations et
le calcul, on obtient pour chaque point de Laplace :

Azge = Azgo (8.25)

Malheureusement il ya des erreurs, I’équation (8.25) devient une équation d’ob-
servation et non plus une équation de condition dans la compensation du réseau
géodésique, comme suit :

dAzg = Azge —Azgo +V (8.26)
ou v est le résidu.
Au lieu de (8:26), il serait mieux d’écrire :
dAzg — dAzgy = AzZge — AZgo +V (8.27)
ol dAzg, est une inconnue due aux erreurs inconnues dans les observations astrono-
miques de @,, A, et Az, qui se propagent par 1’équation (8.10).
Les effets de choix de (¢, A, H) au point initial
Soit P le point initial ou fondamental d’un réseau géodésique ayant un ellipsoide
de référence E(a,e) ol a et e sont respectivement le demi-grand axe et la premiére

excentricité.

On considere en ce point 2 choix des valeurs des coordonnées géodésiques :

choix a : (¢, 1) Azg
H : altitude ellipsoidique(??) = (X,Y,Z) H=h+N (8.28)

choix b : (¢', 1) Az;,
H': altitude ellipsoidique(??) = (X,Y,Z) H' =h +N’ (8.29)

On considere que les altitudes orthométriques sont égales :
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h="n

On a les composantes de la déviation de la verticale :

E=0.—¢
N = (A —A)cos@
E=p.— 0

N’ = (A —A')cos¢’
et les désorientations dans les plans horizontaux locaux de P :

= (A —A)sing,
¢ = (A — A')sing,

Posons :
dAzg = Az;, —Az,
do=0¢'—¢
dA=A"—2
alors :

dAzg = sin@dA + (cosQcosAz,dA + sinAz,d@)cotgZ

est la variation de I’équation de Laplace.

Posons :
dE=¢'~¢
dn=n-n'
d’ou :
dé=—do
dn = —cos@,dA
alors :
d? + cos?@,dA?

ou O est ’angle des 2 normales au point P. On a aussi :
dé =& — & = —dAzy = —sin@,dA

si on néglige le terme en corgZ dans (8.34).

(8.30)

(8.31)
(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)

(8.36)

(8.37)

(8.38)
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A partir des équations (8.28)),(8.29),(8.31),(8.32) et (8.34)) on peut énoncer que

le choix des coordonnées géodésiques ¢,A et H au point fondamental du réseau
affecte les valeurs numériques :

- du hauteur du géoide éq. (8.28) et (8.29).

- des composantes de la déviation de la verticale éq. (8.29) et (8.30).

- de I'équation de Laplace éq. (8.34).

De plus, soit O” 'origine du repére géocentrique, O et O’ sont respectivement
les positions de I’ellipsoide E dans les choix a et b.

On a la relation vectorielle :

X' —X dTx
00=|v -y |=|drny (8.39)
7 -7z dTy

en supposant que tous les repeéres ont les axes respectifs paralleles et qu’on né-
glige les échelles.

L’équation (8.39) montre une variation du vecteur translation du repére tridimen-
sionnel géodésique au repere géocentrique.

Une question qui se pose : est ce que 1’orientation du réseau est touchée ? Pour
répondre a cette question, on transforme le probléme du trdimensionnel en bidimen-
sionnel par le biais des représentations planes conformes.

on considere ici une représentation plane conforme de 1’ellipsoide sur le plan :

K:a (9,A)—X=X(9,1),Y=Y(9,A) (8.40)

ou X, Y sont les fonctions définissant la représentation K. Aux azimuts géodésiques,
on fait correspondre les gisements G. Soit P le point fondamental du réseau :

P(p,A)— p(X,Y) € Kimage de E
Aze— G le gisement

P(¢',A") — p'(X',Y’) € K image de E
Azy +— G’ le gisement

On suppose qu’on a mesuré une distance PS dans la direction de 1’azimut géodé-
sique (Azg,Azig). Soit d cette distance réduite a la représentation. Les valeurs de
(@;1) et (@', A") étant trés proches, d a la méme valeur.

Les coordonnées des images du point S sont :

— M ;) = / . /
SeK{XS_XJFdMG ’ K{XS Xo4dsinG . oiss—41 (841

Ys =Y +dcosG Yo =Y'+dcosG'

de plus :
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A/ / !
G =Az,+g +dV
ou :
- g,¢ : les gisements des images du méridiens passant par P.

-dV,dV' : les corrections angulaires arc-corde.
d’oli en négligeant dV et dV' :

G —G=Af,— Az +¢ —g=dAzg+¢ —¢

s

Dans la plan OXY (fig.7), on a les composantes des vecteurs ps et p’s’ :

. dsinG \ $ — dsinG’'
PS= 1\ dcosG ) P*® =\ dcosG’
Soit s un point de OXY telque p’s” est parallle a ps, on a alors :
' — dsinG
PS= 1\ deosG

Entre p’s” et p’s’ on a la relation :
p’s” =R(t).p’s’

ol R(?) est la matrice de rotation suivante :
cost —sint
R(t)=| .
sint cost

=G -G

et:

On a donc :
ps’ =pp’ +R(G—G').ps

(8.42)

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

I’équation (8.48) montre que le réseau obtenu 2 partir du point p’ est semblable a

une rotation et une translation prés a celui obtenu par p :

réseau origine p | — ’ translation de vecteur pp’ ‘ — ’ rotation d’angle G — G’/ ‘

— ’ réseau origine p’

Le vecteur translation et la rotation ne dépendent que de d¢@ et de dA ( dAzg est
fonction de d¢ et dA). Par suite on ne peut déceler une erreur d’orientation du

réseau ( Vincenty, 1985).
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Variations des coordonnées géodésiques dues a une rotation autour de la normale
d’un point

Soit Py le point de coordonnées géodésique (¢o, Ay, Ho = 0) et de coordonnées
3D (Xo,Yo,Zo)g calculées par (3-1). On considere un point P(¢,A,H = 0) sur I’el-
lipsoide de référence et (X,Y,Z), ses coordonnées 3D. Au point Ry, soit le repere
3D local (Py,x,y,z). On note par (x,y,z)” les composantes de PyP.

Si on effectue au point Py une rotation d’angle ¢ autour de la normale a savoir
I’axe Pyz, les composantes (x,y, z)T de PyP deviennent (fig.8) :

X cost —sint 0 x
y | = | sint cost 0 y (8.49)
7 0 0 1 Z

t étant petit en général, on a :

x =x—1y
Yy =y+ix (8.50)
7=z

Les variations des composantes de PyP sont :

dx=—ty;, dy=tx ;dz=0 (8.51)
Entre (dx,dy,dz) et (dX,dY,dZ), on a la relation :

ax dx dx
dy =Ro.| dy | =Ro. | dy (8.52)
dz ¢ dz 0

avec Ry la matrice donnée par (3.49) appliquée au point Py. Mais on peut aussi écrire

(B:30B.51]) :

dX NcospdA
dy =R.| pdo (8.53)
az dH
g P
On obtient donc :
NcospdA dx —y
pdo =RT'Ry. | dy | =t.RT Ry. | x (8.54)
dH p 0 0

Calculons (x,y). Posons :
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AX X —Xo
AY =|lY-Y (8.55)
AZ Z—7y
g g
on a alors la relation :
X AX
y | RI. [ AY (8.56)
Z AZ .

ce qui donne :

x = —AXsinky + Aycoshy
y=(—AXcosky — AY sinky)sin@o + AZcos@y (8.57)

Finalement en remplagant dans (8.54) et en calculant le produit matriciel
R” Ry, on obtient les variations des coordonnées géodésiques (do,dA,dH) par :

Ncos@dA =t((AXcosA + AY sind)sin@y — AZcos@ocosl) (8.58)
avec :

I=A-2%% (859)
p.do =t(AX (—sin@sinAsin@y — cos@sinAycos@y)

+AY (sin@cosA.sin@y + cos@cos@ycosdy) + AZsinocos@ysinl)  (8.60)
dH = t(AX (cos@sinAdsin@y — sin@sinAycos@g)
+AY (—cos@cosA.sin@y + sinpcos@ocoshy) — AZcos@cos@osinl)  (8.61)

Ces relations montrent que les variations (d@,dA,dH) sont & un facteur mutiplica-
tif fonctions de ¢ angle de rotation de la normale au point P. ¢ peut étre considérée
comme une variation d’azimut t = —dAz (¢ et dAz sont de signes opposés).

Si on suppose que les points Fy et P ne sont pas sur I’ellipsoide de référence
(H # 0), il suffit de remplacer dans les formules précédentes N par N + H, p par
p + H et tenir compte des altitudes ellipsoidiques dans le calcul de (X,Y,Z), et
(X0,Y0,Z0),-

Exprimons maintenant les variations (dX,dY,dZ), des coordonnées 3D (X,Y,Z),
du point P. A I’aide de (8.52) ona:

ax —t.y -y 0-10 X
dY | =Rp. | tx =t.Ryp. | x =tRy[10 O y (8.62)
dz . 0 0 00 O z

ou encore
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X 0-10 AX
dy | =tRy[ 10 0] .RI| AY (8.63)
az J 00 O AZ
soit :
dX 0 —singo sinycos@y AX
dYy | =t.| singg 0 —coshcosgy | . | AY (8.64)
dz —sinAgcos@y cosAocos@y 0 AZ

8

On peut écrire (8.64) sous la forme :

dX 0 —AZ AY —tcos@ocosiy
dy =|AZ O —AX | .| —tcospysindy (8.65)
dz . —AY AX 0 —tsinQy

(8:63)) exprime les variations des coordonnées dues a la rotation de vecteur ROT =
(rx,ry,rz)T du repére tridimensionnel translaté au point Py. Le vecteur ROT est
donnée par :

rx —tcosPocosiy dAzcos@ycoshy
ROT = | ry | =— | —tcospusinky | = | dAzcosppsiniy (8.66)
rz —tsingg dAzsin@y

On retrouve les formules de T. Vincenty (1985).

On considere que Py est un point particulier du réseau géodésique terrestre, par
exemple le point fondamental ot on a défini un azimut géodésique initial a partir
de I’observation d’un azimut astronomique Az,. On suppose que cet azimut Az, est
entaché d’une erreur dAz,. Pour corriger I’orientation de I’ellipsoide de référence
par rapport au repere géocentrique on effectue autour de la normale en Py la rotation
d’angle :

t =—dAz

Cette rotation va "basculer" I’ellipsoide initial sur un autre ellipsoide (de mémes
dimensions) dont les axes (X',Y’,Z"), se déduisent des anciens axes par la rotation
de vecteur ROT donné par et par une translation de 1’origine O des axes
donnés par :

1794 0 Z -Y rx
dy =1 -zZ0 X Aoy (8.67)
dz 0 Y -X0 P rz

0

Pour calculer les coordonnées des points dans le nouveau repere il suffit d’ajouter
les corrections (d@,dA,dH) exprimées par les formules (8.58)), (8.60) et (8.61).

En général les parties principales des erreurs sont corrigées mais il reste des effets
résiduels qui font que le parallélisme entre les axes de 1’ellipsoide de référence du
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réseau géodésique terrestre et ceux du référentiel géocentrique n’est jamais obtenu
parfaitement (Vanicek & Carrera 1985).

8.4.1.2 Sur la variation de I’azimut

Dans ce paragraphe, on va étudier I’effet des rotations des axes de 1’ellipsoide de
référence du réseau géodésique sur 1’azimut géodésique.

Soit (0,X,Y,Z) le repere 3D géodésique ou est défini I’ellipsoide de référence.
En un point Py du réseau géodésique, on a un azimut géodésique d’une direction
PyP.Dans (0,X,Y,Z)ona:

R(X.Y,Z)o — équation -D)| — (9.4, H)o
P(X,Y,Z) — — (@, A,H)o (8.68)

Posons :
AX X — X,
AY | =Y —-Y (8.69)
AZ YA
x = —sin@o(AX cosAy+ AY sinky) + AZcos @y (8.70)
y = —AXsinAg+ AYcosAgy '
L’azimut calculé en Py est donné par :
18(Azg) = < (8.71)

On suppose que les axes OX,0Y,0Z, sont mal orientés. On fait subir au repere
(0,X,Y,Z) trois rotations infinitésimales de vecteur ROT = (rx,ry,rz)7 donné.
Dans (0,X,Y,Z) on a Az,, par suite on obtient dans (0,X’,Y’,Z") I'azimut Az, +
dAzg. Nous allons calculer dAz,. Nous allons calculer dAz, en fonction de rx, ry, rz.

Dans (0,X",Y',Z")ona:

b X +dX o o+do
P:|Y =|Y+dY | ; A = | A+dA (8.72)
z/, Z+dz ), H/, H+dH ]
avec :
170.¢ 0 Z -Y X rXx
dy =|-Z0 X Ay =0 | ry (8.73)
dz o Yy —-X0 0o \’Z rz

et:
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(N +H)cospdA dXx rx
(p+H).do =RI. | av | =RE.Uy. | ry
dH 0 az J rz

soit :

(No + Ho)cos@od Ao = (cosAorx + sindory)Z — rz(No + Ho)cos o
2

(po+ Ho)d@o = (—rxsinky + rycosly) (;— + Hp)
o

dHy = (—rxsinAg + rycosAg)Noe> sin@ycosy

Pour le point P, on a dans (0, X",Y',Z’) :

X' X+dX o o+do
P:|Y | =|Y+dYy |; A= A+dA
4 Z+dz H' H+dH
avec :
170.¢ rx
dy | =U.|ry
dz rz

La différentielle de donne :

xdy — ydx
d(Azg) = e

Le calcul de x* +y? donne :

95

(8.74)

(8.75)

(8.76)

(8.77)

(8.78)

X232 = AX?(1 — cos® Agcos® @) + AY (1 — sin* Agcos* @y ) + AZ>cos* gy
—2AY sindycoshycos @y — 2AY AZsinAysin@gcos Py — 2AZAX cosAgsin@ocos@g79)

Le calcul de xdy — ydx donne :

—AZcos@y(AX coshy + AYsindo) + singo(AX> + AY?)
xdy —ydx = | cos@o((AY? — AX?)sinAgcoshy + AXAY cos22y)

0
AY sin@y — AZsinAgcos @y ’
+ | —AXsingy+ AZcosAycospy
—ycos@y
avec en utilisant et :
dX —dXy 0 —-AZAX rx —ryAZ+rzAY
day—-dYyy | =11 4Z 0 —AX | = | ry | = mAZ—-rzAX

dZ —dZy —-AAX O rz —rxAY +ryAX

d2o
dgo
dH)

dX —dXy
dY —dYy
dZ —dZzy

(8.80)

(8.81)
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Due  la rotation de vecteur (rx,ry,rz)”, I’azimut géodésique dans la direction PyP
va varier de dAzg. L’expression de dAzg est de la forme :

dAzg = ajrx+axry+asrz (8.82)

ol les coefficients a1, a; et az sont fonctions de (¢g, Ao, Hp) et de (¢,A,H). On peut
alors introduire dans chaque équation d’observation d’un azimut astronomique le
terme :

—a|rx —asry —asrz (8.83)

Dans (8.83), rx,ry et rz ne doivent étre confondues avec les parametres du modele
de Bursa-Wolf.

T. Vincenty (1982,1985) proposait 1’introduction dans I’équation d’observation
d’un azimut un terme similaire mais avec des coefficients différents obtenus avec
une autre approche.

Z.Zhou (1983) a étudié les systématismes de I’ orientation de 1’ellipsoide a partir
de I’expression de I’azimut géodésique donnée par (8.71) et de (8-78).

Exemple numérique :
Dans le tableau 8.1 ci-dessous, on donne les variations de 1’azimut géodésique
dues a la rotation (rx,ry,rz) utilisant I’ellipsoide de Clarke Francais 1880. Ce ta-

©=40gr,A =10gr 1x ry rz  dAz,
H=100m (dmgr) (dmgr) (dmgr) (dmgr)
Azg = 56.6052 gr

1.00  0.00 0.00 1.32
1.00 1.00 0.00 1.35
1.00 1.00 1.00 1.35
200 1.00 1.00 2.67
200 2.00 1.00 270
2.00 2.00 200 270
3.00 0.00 0.00 3.96
0.00 3.00 0.00 0.09
0.00 0.00 3.00 0.00
3.00 3.00 0.00 4.05
0.00 5.00 0.00 O0.15

Tableau 8.1 Les Variations de I’ Azimut Géodésique

bleau montre qu’une rotation rz n’a pas d’effet sur 1’azimut. Par contre une variation
de rx fait varier 1’azimut géodésique d’une quantité sensiblement égale.
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8.4.1.3 Sur I’inconnue d’orientation

Parmi les inconnues qui jouent un rdle fondamental dans 1’orientation d’un ré-
seau géodésique terrestre sont celles d’orientation des observations angulaires azi-
mutales.

Par manque d’observations d’azimuts astronomiques en chaque point du réseau
géodésique, les inconnus d’orientation TH jouent le role d” “observations” d’azi-
muts géodésiques.

En I’absence des erreurs, I’inconnue d’orientation 7H en une station et 1’azimut
géodésique d’une direction Az, sont li€s par une relation linéaire a savoir :

Azgy=TH+L (8.84)

N

ou :
L : différence de lectures angulaires horizontales réduites au plan horizontal géo-
désique local.
Azg, : I’azimut géodésique "observé" inconnu.

De (8.84) I'erreur sur I’azimut géodésique est composée de 2 erreurs : 1'une
provient de la détermination de T H par le calcul de la compensation, 1’autre est due
aux mesures et a la réduction des observations angulaires. On peut écrire :

ea;, = erH terL (8.85)
er peut-étre la résultante de 4 erreurs :
ep=er +er,te +e, (8.86)

avec : ey : erreurs dues a la mise en station et a I’appareil de mesures.
er,, : erreurs dues a I’observation.

er, : erreurs dues au point visé (décentrage,excentrement,...).

ez, : erreurs dans la réduction des observations.

En pratique, la partie principale de ey, est éliminée par les procédés connues, mais
il reste toujours un effet résiduel.

En ce qui concerne I’erreur sur I’inconnue d’orientation 7H on a :

ern =TH —TH (8.87)

avec :
TH :la valeur de TH déterminée par la compensation.
TH : la valeur nominale de TH.
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Généralement, on utilise une valeur moyenne 7 H,, comme valeur approchée de
TH. On fixera un seuil ¢ tel que :

si  |THo—TH;| >t lavisée estrejetée

E. Grafarend (1985) a montré que si on fixait dans un réseau géodésique 1’échelle,
I’orientation et la position d’un point et si on effectuait sur I’ensemble des points
du réseau les observations angulaires azimutales et verticales, alors les éléments
(®a, Aq, TH) seraient déterminés en tout point du réseau.

Ce résultat montre le role que peut jouer les inconnues d’orientation dans le cal-
cul d’un réseau géodésique.

En négligeant les erreurs systématiques sur les lectures L, on peut écrire :
dTH = dAz, (8.88)

On peut donc inclure dans chaque équation d’observation angulaire horizontale les
termes de systématismes d’orientation donnés par (8.83).

8.4.2 Sur la mise a I’échelle d’un réseau géodésique

8.4.2.1 Introduction

Avant de voir la question de la mise a I’échelle, nous revenons sur les définitions
des facteurs d’échelle que P. Vanicek (1975) présentait dans son rapport sur les da-
tums géocentriques et géodésiques.

En effet, il y a 2 choix : soit de dire que le facteur d’échelle d’un systeme de
coordonnées est donné indépendamment des mesures de distances ou qu’il soit dé-
terminé & partir d’observations de distances. En d’autres termes 1’échelle définie a
partir de mesures (de distances) peut-étre considérée comme le résultat d’une dis-
torsion d’échelle du réseau géodésique ( respectivement géocentriques) sans aucune
influence du systéme des coordonnées géodésiques (respectivement géocentriques),
ou qu’en moyenne la distorsion d’échelle peut étre interprétée comme un influengnt
I’échelle du systeme de coordonnées.

Par exemple, considérons un systeme de coordonnées géodésiques (0,X,Y,Z),
ayant la base (Ex, Ey,Ez) telle que :

EI-T.E]- =0;j I,j=X,Y,Z §jle symbole de Kroneker (8.89)

Dans ce systeme le facteur d’échelle s vaut 1. On définit dans ce systeéme de coor-
données un réseau géodésique. Pour sa définition on introduit la condition :
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distance observée entre 2 points A, B = distance calculée entre les points A,B

soit :
1

Dops = ( Y (X4 _XB)2> (8.90)

XYz
De (8.90), le facteur d’échelle en A et B vaut :

s(A,B) =1 (8.91)

La propagation des erreurs dans le réseau fait que le facteur d’échelle du systeme s
passe de la valeur 1 & la valeur :

s=1+4+m (8.92)

donc cette distorsion du facteur d’échelle va jouer sur le facteur d’échelle du systéme
de coordonnées qui va se définir par :

ETEj=(1+m)25; (8.93)
ou m’ est I’échelle moyenne sur le réseau géodésique.

En utilisant les notations du chapitre 3, considérons la relation entre les vecteurs
X, et X’ définis respectivement dans les systemes gé€odésique et géocentrique, on a :

1 rz -—ry
(M+m"X'=T+0+m) | —rz1 rx Xg (8.94)
ry —rxl

avec :
1 +m" le facteur d’échelle dans le systéme géocentrique.
1+ m le facteur d’échelle dans le systeme géodésique.

L’équation (8.94) décrit le cas o les réseaux respectifs ont le méme facteur
d’échelle que celui des systémes de coordonnées .

L équation (8.94) ne change pas si on écrit ( le terme m”.T est négligable ).
(14+m") (X' =T) = (1+m)J(rx,ry,rz).X, (8.95)
avec J(rx, ry,rz) la matrice donnée dans (3-38).

Si on considere le point initial du réseau géodésique de rayon vecteur X,, dans
le systeme de coordonnées géodésiques, on peut écrire vectoriellement :

X, = X, + AX, (8.96)
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L équation devient :
(1+m") (X' =T) = (1+m)J X, + (1+m).J.AX, (8.97)

Si on interprete le facteur d’échelle 1 + m comme influencant seulement le réseau
géodésique, on pourra écrire comme suit :

(14+m")(X'=T) =J.Xgy + (14+m).J.AX, (8.98)

En pratique, on calcule un seul facteur d’échelle :

14+m
=1 = — 8.
s=14n= 0 (8.99)
par :
X' = T+J Xy +(14+n)J.AX, ou X = T+ (14+n)J.X, (8.100)

On considere que les 2 systemes de coordonnées géocentriques et géodésiques
ont un méme facteur d’échelle égal a 1 et que n est une distorsion d’échelle dans le
réseau géodésique (Vanicek, 1975).

8.4.2.2 Modélisation du facteur d’échelle dans la compensation du réseau
géodésique

Afin de rendre homogene le facteur d’échelle sur I’ensemble du réseau géo-
désique, on introduit dans les équations d’observations de distances un facteur
d’échelle correspondant a chaque type d’appareils utilisés comme suit :

dD+ D¢y — (1 +m)D0bs =V

soiten 3-D :

AX;j
Y, (7 (dXi—dX;) ) +mD;j = Dops, —Dear, +vij (8.101)
XYZ i
avec .

AXij=Xi—Xj

Dans I’équation (8.101) m n’est pas I’échelle du réseau géodésique.

Entre 2 points M, M’ du réseau, on peut définir le facteur d’échelle par :

D, D¢y — D
s=14+m= Cal — 14+ Cal Obs (8.102)
Dops Dops

avece |
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Dcy : la distance MM’ calculée a partir des coordonnées géodésiques terrestres

compensées. Doy, : la distance MM’ observée avec un instrument "parfait”.

On désigne par un instrument "parfait” un instrument qui donne la distance Dy,

avec une erreur non sensible par le réseau géodésique.

Pour les grandes distances, la méthode Doppler est un instrument "parfait”. Doy,

peut-étre calculée a partir des coordonnées Doppler.
Pour les réseaux Doppler, le VLBI constitue un instrument "parfait".

(8.102)) donne 1’échelle du réseau par :

_ Dcar —Dops
Dops
en omettent les indices on peut écrire :
dD
m=—
D

soit pour le couple (M, M") :

m(M,M’ _ L AX(dX' —dX)+AY(dY' —dY)+AZ(dZ —dZ
DZ

avec .
AX=X'-XAY =Y -Y;AZ=7-Z

supposant que le point M est exempt d’erreurs on a :
dX=dY=dZ=0

I’échelle devient : 1
m= s (AXdX'+AYdY'+AZdZ))

(8.103)

(8.104)

(8.105)

Pour le point M’, on suppose qu’il se trouve a I'intérieur d’un ellipsoide d’erreurs

avec dX',dY’ et dZ' vérifiant I’équation :

)}

J
j=1 i<j

j=3 3
a;;dX?+2Y dx'dy' +c <0

(8.106)

ou les coefficients a,c sont fonctions des éléments de la matrice variance du point

M.

la condition (8:106)limite les valeurs de 1’échelle m.
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8.4.2.3 Expression de I’échelle en fonction des coordonnées géodésiques
(p,A,H)

Ona:
D> = MM'" MM’ (8.107)

En différenciant (8.107)), on obtient :
D.dD =MM'" .(aM' —dM) = MM'" .dM' — MM'" .dM (8.108)

On va exprimer les produits scalaires MM'T .dM' et MM'" .dM respectivement dans
les reperes géodésiques locaux de M’ et de M.

Dans le repere géodésique local de M, on a :

(N+H).cospdA AX
aM = | (p+H).do ;. MM =RM)".| AY (8.109)
dH AZ
Soit :
(N+H).cospdA
MM'" .dM = (AX,AY,AZ)T RM). | (p+H).de (8.110)
dH

De méme on obtient :

(N'+H').cos@'dA!

MM'T .dM’ = (AX,AY,AZ)T RM'). | (o' +H').do’ (8.111)
dH’
L expression (8.108) devient :
DdD =d'd\' +bdo' +cdH' —ad)\ —bde — cdH (8.112)

avec les coefficients a,b et ¢ (resp a’, b’ et ¢’)sont :

a= (N+H)coso(—AXsinAd + AY cosA)
b=—(p+H)(sinp(AXcosA + AYsind) — AZcos®) (8.113)
¢ =cos@(AXcosA + AYsind) + AZsing

d’oum : |
=5 (dd) +bde' +c'dH' —ad)\ —bde — cdH) (8.114)
Si on fait intervenir la distance zénithale Z de M sur M’, on peut écrire msous la
forme :

m

m= mHsinzZ + mvcoszZ (8.115)
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avec :
1
my = E(a/dk’—i-b’d(p’—adl —bdo) (8.116)
h
1 / !
my = D—%(c dH' —cdH) (8.117)
et
Dy = D.sinZ; D, =D.cosZ (8.118)

Ecrivons le facteur d’échelle s :
s=14m :sH.sin22+sv.cos2Z (8.119)

avec :
sg=1+my;, sy=1+my (8.120)

sy et sy : sont des pseudo-facteurs d’échelle respectivement horizontal et vertical.

8.5 Les Erreurs Systématiques dans la Combinaison des
Observations Doppler et Terrestres

Dans la section 8.4, on a traité les erreurs systématiques dans les réseaux géo-
désiques sans I’introduction des données Doppler. Nous verrons ci-apres les erreurs
systématiques dans les réseaux géodésiques obtenus par la combinaison des don-
nées Doppler avec les observations géodésiques classiques.

Entre les rayons vecteurs géocentriques Doppler X~ et géodésiques X, d’un point,
on a la relation vectorielle en utilisant le modele de Bursa-Wolf :

X' =T+ (1+m).J(rx,ry,rz).X, (8.121)
avec J la matrice définie dans (3.38).

Considérons les 2 cas suivants :

-1) Les points du réseau géodésique terrestre sont positionnés correctement dans
le référentiel géodésique, mais ce dernier présente une désorientation par rapport au
référentiel géocentrique.

-ii) Les points du réseau géodésique sont mal positionnés et que 1’orientation in-
terne du réseau n’est pas soignée dans le référentiel géodésique, lui méme parallele
convenablement au référentiel géocentrique Doppler.

En pratique, c’est le cas ii qu'on trouve. L’orientation du réseau est faite a
partir d’observations astronomiques. Malgré ’utilisation de I’équation de Laplace,
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I’orientation reste insuffisante.

Les données Doppler ont le rdle de :

- positionner les points du réseau géodésique terrestre.

- orienter le référentiel géodésique terrestre.

- améliorer la mise a 1’échelle du réseau géodésique terrestre.

8.5.1 Orientation du référentiel géodésique

Dans ce paragraphe nous étudions le cas i. On suppose que les points M d’un
réseau géodésique terrestre sont bien positionnés. On détermine les éléments de la
transformation et en particulier les angles de rotations (rx, ry, rz). on peut trou-
ver un point My tel qu’en faisant la rotation autour de la normale en ce point, on va
mettre I’ensemble du réseau dans un repere parallele au repere géocentrique Dop-
pler.

Entre (rx,ry,rz) et (px, py, pH) on a la relation (3.57) :

px rx
py | = Rg Aoy
pH rz
avec Ry donnée par (3.49).
On pose alors :
px=py=0 (8.122)
d’ou:
PH = \/1rx® 4 ry? +rz? (8.123)
et:
px rx 0
py | =Ry |=10 (8.124)
pH rz pH
En notant :
p = rx%+ry? (8.125)

et en résolvant (8.124)), on trouve (Vincenty, 1985) :

sin@y = E; sindy = Q; coshg = = (8.126)
PH P P

Sans tenir compte de la translation, on obtient les coordonnées des points dans le
nouveau repere géodésique (parallele au repere géocentrique) par :

X, = (14m).J(rx,ry,rz). X, (8.127)
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Ayant X,, on calculera (@, A, H).par les formules inverses de lb

Il serait intéressant de voir les écarts de 1’équation da Laplace appliquée aux
points de Laplace du réseau géodésique.

8.5.2 Orientation du référentiel géodésique et mise en place du
réseau géodésique

Ici, on étudie le cas ii. Les points du réseau géodésique sont mal positionnés. Au
lieu d’avoir X, on a X, tel que :

(N +H)cospdA
X, = Xy +dX, = Xgy +Ro. | (p+H)do (8.128)

dH 0

8.5.2.1 Influence de I’altitude ellipsoidique sur les parametres du modele
Bursa-Wolf

Dans ce cas, on a dA = d¢ = 0. La relation (8.128)) devient :

cosQcosh
Xg =X,y +dH. | sink.cos@ (8.129)

sin@ 0
En remplagant X, donnée par (8.129) dans la relation (8.12T) on obtient :

cosQcosi
X' =T+ (1+m)JXg, +dH.(1+m).J. | cos@.sinA (8.130)
sin@ 0
Le terme m.J.(cosAcos@,sindcos@,sing)l est négligable, 1’équation (8.130) de-

vient :
cosQcosh
X' =T+ (1+m).J Xg,+dH. | cos@.sinA (8.131)
sinQ@ 0
Une correction de ’altitude ellipsoidique en un point se traduit par une correction

du vecteur translation 7" de :

cosQcosi
dT =dH. | cos.sini (8.132)

sin@ 0
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Numériquement, on a le tableau 8.2 qui donne les corrections des composantes
du vecteur translation en fonction de celles de 1’altitude ellipsoidique pour ¢y =
40.00gr, Ag = 10.00gr et Hy = 100m.

Les résultas ci-dessus montrent que les composantes 7x et 7'z sont les plus sensibles

dH (m) dTx(m) dTy(m) dTz(m)
0.001 0.001 0.000 0.001
0.010 0.008 0.001 0.006
0.100 0.080 0.013 0.059
0.200 0.160 0.025 0.018
0.500 0.400 0.063 0.294
0.750 0.599 0.095 0.441
1.000 0.799 0.127 0.588
1.500 1.199 0.190 0.882
1.750 1.398 0.221 1.029
2.000 1.598 0.253 1.176
5.000 3.995 0.633 2.939
10.000 7.991 1.266 5.878

Tableau 8.2 Les Variations du vecteur Translation

aux variations de I’altitude ellipsoidique. D’ou la nécessité d’avoir une information
sur le géoide.

8.5.2.2 Influence de la longitude géodésique

On suppose que d@ = dH = 0. L’équation (8:121) devient :

—(N+ H)sinAcos@d A
X' =T+ (1+m).J(rx,ry,rz) Xgy + (14+m).J. | —(N+H)cosAcospdA
0 0
En négligeant les termes en rxdA,rydA et rzdA, on obtient :
1 rz—dA —ry
X'=T+(0+m).| —(rz—dA) 1 rx | X (8.133)
ry —rx 1

Une correction dL de la longitude géodésique se traduit par une correction —dL de
I’angle de rotation rz.
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8.5.2.3 Influence de la latitude géodésique

On considere que dA = dH = 0. Détaillons 1’expression de dX,, on a :

—cosAsinQ
dX, = (p+H)do. | —sinAsing (8.134)
cosQ 0
On peut écrire que :
p=N(1—e?)+DN (8.135)

ol :
DN =Nt(1—&*)(1+1+1>+0(r*)); t=esin*@p

Utilisant (8.135), I’équation (8.134) devient :

0 0 —cosAdo —DN .cosAsing
dX,=| 0 0 —sinAd@ | Xg +d@.| —DN.sinAsing
cosAd @ sindde 0 0 (DN —Né?).cos@ 0
(8.136)
ou encore : .
dX, = dJ Xy +dX,, (8.137)
En remplagant (8.137) dans (8.121)), on obtient :
X' =T+ (14+m).(J+dJ).Xe, + (1 +m).J.dXg, (8.138)

(8.138) montre qu’une correction de d ¢ fait changer les angles des rotations de :

rx = rx—sinAd @
rx = ry+cosAd @ (8.139)
rz=>r7

et le vecteur translation de dX,,.

Avec les mémes données, on obtient les valeurs numériques dans le tableau 8.3
ci-dessous. De ces valeurs, on remarque que les composantes de la translation va-
rient seulement de quelques cm.
8.5.2.4 Expression des variations des parametres du modele de Bursa-Wolf

Dans ce paragraphe, on va étudier les variations des parametres du modele de

Bursa-Wolf obtenus a partir des systemes linéaires, en fonction des variations des
éléments du réseau géodésique terrestre.
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do (dmgr) dTx(m) dTy(m) dTz(m) drx (dmgr) dry (dmgr)

0.10 -0.001 0.000 -0.004 -0.016 0.099

0.50 -0.007 -0.001 -0.018 -0.078 0.494

1.00 -0.014 -0.002 -0.036 -0.156 0.988

1.50 -0.020 -0.003 -0.054 -0.235 1.482

2.00 -0.027 -0.004 -0.072 -0.313 1.975

2.50 -0.034 -0.005 -0.091 -0.391 2.469

3.00 -0.041 -0.006 -0.109  -0.469 2.963

4.00 -0.055 -0.009 -0.145 -0.626 3.951

5.00 -0.068 -0.011 -0.181  -0.782 4.983

10.00  -0.136 -0.022 -0.362 -1.564 9.877

Tableau 8.3 Influence de la latitude géodésique

la variation de 1’échelle

On reprend le systeme linéaire (3.35) donnant les 7 parametres de la transforma-

tion (3.6), on a avec les mémes notations :

ET.Q.E ET.Q.U ET.Q.X, dT ET.Q.L
UT.QEUT. QU UT.QX, ROT | = UT.QL
X, .Q.E X].QU X] .0.X, m X;.0.L
On pose :
Q0 =0-0E.(E".0E) ' ET.Q
et

0=0-Qu.wurou)'uv'.y
On trouve pour m : _ _
m=(X].0.X,)" . Xx;.0L

Nous allons exprimer dm en fonction de dX,,dU et dL'.
Différenciant (8:142), on obtient :
(X].0.X,)2dm = (X] . 0.X,).d(X] .0.L')— (X].0.L').d(X] .0.X,)
Le calcul de d(X; .Q.L') donne :
d(X; .Q.L')=dX].Q.L'+X] dQ.L'+X].Q.dL
La matrice poids Q et la matrice E sont constantes, on a dQ' = 0.

Comme la matrice (U”.Q'.U) est carrée et réguliere, on peut écrire :

(8.140)

(8.141)

(8.142)

(8.143)

(8.144)
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dUuT.Q.U) ' =—WwT.Q.u) lduT.Q.Uv).UT.Q.Uu)"! (8.145)
par suite :
d0=—-0.4U.(UT.Q.U)'uT.0-Q.U.(UT.0.U)L.auT.0 (8.146)
(X7 .0.X,) étant un scalaire, on a :
d(X].0.X,) =2.X] .0.dX,+ X[ .d0 X, (8.147)

Finalement, en utilisant 1’expression de m par (8.142) et les relations ci-dessus, on
obtient dm comme suit :
(L' —2mX,)".0.dX;+X] .0.dL' + X[ .dQ.(L' — mX,)

dm = = (8.148)
X7.0.X,

(8:148)) montre le systématisme de 1’échelle en fonction des erreurs systématiques
de positions géodésiques terrestres des stations Doppler.

Détaillons la valeur de m donnée par (8.142)), on a :

X;.0.L <X, L'W >

"TXIOX, T <XpXe > (8.149)
ou <.,.>est un Q produit scalaire.
comme L' =X'—X,—E.T,ona:
<Xg, L' >=<X¢,. X' —E.T > — < X,,X >
soit : ,
m:<Xg,X —ET>—<Xg,X, > (8.150)

<X, Xg >

Si on se place dans ’espace R*, muni du Q produit scalaire, avec k le nombre
des couples de coordonnées 3D géodésiques et Doppler (X,,X’) connues. Alors m
s’écrit comme : 5 5
m= % (8.151)
T
avec :
Dr : la distance de I’ origine au point X,

Dp : la mé&me distance par le Doppler.

On considere maintenant la détermination des 7 parametres avec la compensation
du réseau géodésique. Soit le modele de compensation 3D-1 présenté dans la section
5.3.1. Avec les mémes notations, on a le systeme :
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(Nj+D).x; +D.Fxy = D.L' +p)

FTDx;+FI.D.Fxs=FT.D.L

En le détaillant, on trouve le systeme (5.6) :

N,+DDE DU DX, x D.L'+ p)

ET.D.E ET.D.U ET.D.X, ar | | ET.p.r

uUlpuu'px, | |ror | | UT.DL

X{ .D.xg m X, .D.U

On pose :

D'=D-D.(Ny+D)"'.D (8.152)
D=D -D E(E"D E)y"E".D (8.153)
Dt =D-D.U.(UT.D.U)'UT.D (8.154)
L’=L-D"'"D.(Ny+D) '.ph=L'"+(D ' —D1).p (8.155)

La résolution du systeme ci-dessus donne pour m I’expression :

x!.pt.L» xI.p*.r' XI.Dt.DL

m= = - (8.156)
XI'.DtX, XIDtX, XIDtX,
avece
DL = (D' =D, (8.157)
La relation (8.156)) s’écrit :
m=m; +my (8.158)
ou :
| x].pt.L x].pt.pL (8.159)
" TXxrprx, T XT DX, '

my : constitue 1I’apport des données Doppler a I’échelle,
my : constitue I’apport des observations géodésiques terretres.

Etudions la variation de I’échelle en fonction des variations des éléments X,, N5, p)
et L’. En différenciant (8.156)), on obtient :

(L —2mXg)" .D*.dXy +X] DV .dL”+ X[ .dD" .(L” —mX,)

(8.160)
XT.D* X,

dm =

Comme la matrice normale D des données Doppler est fixée, alors dD = 0, on trouve
pour dL” :
dL” =dL' + Ny~ dNy.Ny T ph 4+ (DT — D' haph (8.161)
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L’expression (8.160) montre la variation de 1’échelle en fonction des erreurs sys-
tématiques dues aux observations géodésiques terrestres ( par dp) et dNj ) et aux
coordonnées Doppler utilisées dans le modele de Bursa-Wolf ( par dL’).

La variation du vecteur rotation

En posant :
D*=D—(X] D.X,)"'.D.X, X] .D (8.162)

on obtient pour le vecteur rotation ROT :
ROT = (UT.D”.U) '.uT D".L” (8.163)
En considérant les variations sur L’ seulement, on a :
dror = (U .D”.U)"".U" .D".dL”
ou encore :

dROT = (UT.D”.U) " ".UT.D”.(dL' + Ny " .dN5 Ny .ph + (D~ — D'~ )dph)
(8.164)
Les erreurs ci-dessus, montrent la complexité des effets des erreurs systématiques
sur les parametres du modele de Bursa-Wolf.






Chapitre 9

Le Choix d’un Modele de Combinaison des
Observations Doppler et Terrestres

9.1 Introduction

Lutilisation des données Doppler dans un réseau géodésique est faite surtout
pour I’amélioration de la qualité du réseau ou pour sa densification.

Comment utiliser les données Doppler dans la compensation du réseau géodé-
sique pour I’améliorer ou le densifier de facon optimale ? Cette question trouve
sa solution - du moins théoriquement - par la résolution des quatres problemes de
conception pour I’optimisation des réseaux (E. Grafarend, 1974 ; Schmitt, 1985) a
Savoir :

- le probleme de conception d’ordre zéro (P.C.0.Z) : le choix du datum (réseau
avec contraintes, réseau libre, ...),

- le probleme de conception d’ordre un (P.C.0.U) : le choix des points et des
observations,

- le probléme de conception d’ordre deux (P.C.0.D) : le probleme des poids des
observations,

- le probleme de conception d’ordre trois (P.C.O.T) : I’addition de nouvelles ob-
servations ou de points géodésiques pour I’amélioration ou la densification du réseau
d’une maniere optimale.

Sans entrer en détail dans le probleme de I’optimisation et la conception des
réseaux, qui dépasse le cadre de cette étude, on peut dire que le choix d’un modele
de combinaison des données Doppler avec les observations terretres classiques va
dépendre de :

- la qualité des observations (par une analyse a priori des observations),

- du type d’observations disponibles (zénithales, astronomiques azimutales, dis-
tances....),

- du réseau considéré (nouveau réseau, ancien réseau a améliorer opérations de
densification),

113
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Dans ce rapport, on a considéré seulement les réseaux non libres.

9.2 Le Choix de Modéle de Combinaison

Le modele a choisir appartient a I’un des groupes suivants :

- G 1 : les modeles de compensations dans le cadre de réseaux géodésiques lo-
caux (a condition que le pays ne soit pas trés vaste),

- G 2 : les modeles de compensation dans le cadre de réseau continentaux ou
inter-nationaux (exp : réseau Retrig).

En effet, suivant les dimensions du réseau géodésique, le nombre de parametres
de la transformation du systeme géodésique terrestre au systeme géocentrique va
varier de 3 a 7 (en utilisant le modele de Bursa-Wolf).

Dans les modeles du groupe G 1, on peut considérer que dans la compensation
les coordonnées géocentriques des points Doppler sont fixes (§ V.3). Par contre,
ceux du groupe G 2, les coordonnées géocentriques des points Doppler peuvent
étre considérées non constantes (§ V.4). Les parametres de 1’ellipsoide de référence
peuvent aussi €tre inclus comme des inconnues dans la compensation (§ V.5).

9.2.1 Modeéles de compensation du groupe G 1

- Pour les réseaux ”3-D c’est-a-dire que les points sont bien déterminés en altitu-
des”, on choisit le modele de compensation 3D-1 (§ V.3.1) avec le calcul de 3 ou 4
et au plus 5 parametres a savoir la translation et ( 1’échelle ou/et la rotation rz).

- Pour les réseaux “faiblement 3-D”, on peut adapter le modele 3D-2 (§ V.3.2)
avec le méme nombre de parametres 3, 4, ou 5.

- Pour les réseaux ”2-D”, on choisira le modele 2D-1 (§ V.3.4) avec le calcul de
3 ou 4 parametres (translation + échelle ou la rotation rz).

9.2.2 Modéles de compensation pour le groupe G 2

- Pour les réseaux ”3-D”, on propose le modele 3D-1 (§ V.4.1) avec la possibilité
de calculer les 7 parametres, du moins les plus significatifs.

- Pour les réseaux “faiblement 3-D”, le modele 3D-2 (§ v.4.2) présente une amé-
lioration des altitudes des stations Doppler.

- Pour une compensation globale incluant les parametres de I’ellipsoide de réfé-
rence, le modele de compensation (§ V.5) apporte une solution.
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9.3 La Recherche de Modéeles de Passage entre les Réseaux
Doppler et Géodésiques Terrestres

L’un des problemes de la combinaison des données Doppler, et généralement les
données spatiales, avec les observations terrestres est de définir le lien fonctionnel
entre ces types de données. Ce lien est généralement représenté par 1I’un des modeles
classiques (Bursa-Wolf, Hotine, Veis,...). Ceux-ci ont révélé, pour certains réseaux,
leur incapacité a interpréter des effets résiduels. D’ou la nécessité de la recherche
d’autres modeles qui améliorent la qualité des réseaux géodésiques.

C. Boucher (1984) a proposé pour le réseau Retrig I’adaptation d’un modele 4-D
en tenant compte du parametre temps pour les points dont les coordonnées sont dé-
terminées au niveau du cm.

R. Strauf} (1985) a commencé 1’étude des variations temporelles des paramétres
de la transformation entre les systemes GPS et géodésique terrestre Allemand.

G. Hein (1986) a présenté une esquisse d’un modele 4-D pour la géodésie Inté-
grée.

Nous posons le probleme de la recherche de la transformation ou le passage entre
les coordonnées géodésiques terrestres X, comme suit :

- on dispose de N triplets (X', X,,7);,j = 1,2,...N, avec  le parametre temps.
Entre X’ et X, on a une relation du type :

X' =F(X,,U,1) 9.1

F : est une fonction a (X,,U,t) — X' 9.2)

U : le vecteur des parametres qui peut dépendre de ¢ et de la position

Le probleme est la recherche de la fonction F et le vecteur parametre vérifiant (9.1))
et d’autres conditions a préciser.

9.3.1 Cas I : U dépend des parameétres classiques

Dans ce paragraphe on suppose que le vecteur U est fonction des trois parametres
classiques a savoir la translation, la rotation et I’échelle.

Une solution particuli¢re de (9.) est par exemple le modele de Bursa-Wolf a une
date #p qu’on peut prendre comme origine, on a alors :
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X' = Fy(Xg,Up) = F(X,,Up, 1) 9.3)
avec :
Uo = (Tx,Ty,Tz,rx,ry,rz,m)" 9.4)
et:
Fo(X,,Up) = Xg + F (Xg).Uy 9.5)

ol F désigne ici la matrice donnée par (3-9).
L’écriture générale de 1’équation est sous la forme :
X'(t) = F(X,(a(1), U(b(t)),1) (9.6)
avec :
0.7

X, (a(r)) : le vecteur position géodésique terrestre, dépendant du temps par rapport
a un systeme géodésique terrestre de référence.

a(t) : le parametre définissant le changement de X, avec le temps.

U(b(z) : le vecteur des parametres dépendant du temps.

b(t) : le parametre définissant le changement de U avec le temps.

A la date ¢;, on observe X'(z;).

Comme G. Hein (1986), on décompose X, et U comme suit :

X, (a(t)) = Xg +dX, + X, (a(?)) o8
.
U(b(1)) = Up+dU + 8U (b(1))

ou :

Xy, : la position approchée géodésique terrestre a la date 7o de référence .

dX, : la correction de X,, pour avoir la vraie valeur de la position a fo.

0X,(a(t)) : la correction pour avoir la vraie position a la date ¢.

Uy : le vecteur des valeurs approchées des parametres a la date fg.

dU : le vecteur de correction a Uy pour obtenir les vraies valeurs des parametres
ar.

O0U (b(t)) : 1a correction pour avoir la vraie valeur de U at.

L’équation (9.6) s’écrit alors :
X'(t) = F(Xg, + dXg + 6X,(a(t)),U(b(t)) = Up+dU + 8U (b(1)).t) 9.9)

On peut écrire (9.9) sous la forme :
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X'(t) = Fo(Xgy +dXg+8X, (a(r)),U(b(1)) = Up+dU +8U (b(1)),1) + f (X, (a(t)), U (b(1)),1)
(9.10)
ou le terme :

f(Xe(al2)),U(b(1)),1) (9.11)

représente 1’anomalie de la transformation Fy qui dépend de la position et du temps.

Développons Fy(X,(a(r)),U(b(t))), on obtient :

X,

(&&Z%)O.SXg(a(l‘))—F @@) au + (‘3@’)0.%(1)0))
9.12)

R, al0).Ub()) = Rl )+ (57 ) ke (552 ) %fatt)+

La fonction vectorielle f(X,(a(r)),U(b(t)),t) s’écrit en gardant les termes du pre-
mier ordre :

F(Xe(a(1),U(b(1)),1) = f(Xgy, Uo,1) (9.13)
Si on linéarise (9.13) au voisinage de 7y, on aura :
df(X,,U,t
f( 5()7U07 )*f( g()7U07t0) < f( 87gl ) Dt (914)
0
avec :
Dt=t—1y (9.15)

L’équation d’observation de X’ (¢) devient :

F oF oF

(5e2). wtvion + (2L ) e =) oy U0~ 1 (o Ut + V1)
Uuj, ot 0
9.16)

ol V(z) est le résidu .

Les inconnues sont par ordre :
-dX, etdU,

- 6X,(a(t )) et 8U (b(1)),

9 x U S T
/ -5 1 si f(Xg,),Uo, 1) est approximativement une fonction linéaire du temps.
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9.3.2 Cas II : Cas général

Dans ce paragraphe, on suppose que U peut dépendre d’autres parametres que
ceux utilisés au IX.3.1.

On écrit (9.6) sous la forme :
X'(1) = F'(Xy(a(t)), U (b(1)),u.1) 0.17)

ou la variable u contient les autres parametres. u peut dépendre de la position et du
temps.

On approche la fonction F’ par :
F'(Xg,U,u,t) = F(X,,U,t) + y(u,t) (9.18)

ou F peut-&tre prise comme solution du probleéme traité au IX.3.1. et y est la fonc-
tion perturbatrice.

Comme exemple, u peut dépendre du potentiel ou de ces dérivées.
La, on entre dans le domaine de la Géodésie Intégrée.



Chapitre 10
Résumé et Conclusions

Le but de ce rapport est I’étude de la combinaison des observations géodésiques
terrestres classiques avec les données Doppler dans la compensation des réseaux
géodésiques terrestres.

Apres avoir rappelé les résultats de la méthode des moindres carrés et les rela-
tions entre les divers systemes géodésiques, nous avons commencé par présenter les
compensations des observations terrestres et Doppler séparément et le calcul des 7
parametres (translation, rotation et échelle) du modele de Bursa-Wolf.

Premierement, nous avons considéré la combinaison des observations terrestres
avec les données Doppler d’une mé€me campagne. Nous avons détaillé les divers
modeles de compensation utilisant le modele de Bursa-Wolf et les formules géné-
rales de Molodensky. Ces modeles de compensation forment 2 groupes. Dans le
premier, les coordonnées Doppler sont introduites comme contraintes ¢’est-a-dire
qu’elles sont imposées. Dans le second groupe, les coordonnées Doppler sont dé-
terminées avec les autres inconnues, a savoir les coordonnées géodésiques terrestres
ainsi que les 7 parametres cités ci-dessus.

Deuxiement, d’autres méthodes de combinaison étudiées par H. Wolf, R. Kelm,
M.Baumker et T. Vincenty ont été décrites. Nous avons détaillé celle de H.Wolf qui
a beaucoup travaillé dans ce domaine de la combinaison des observations terrestres
avec les données Doppler.

Troisiement, nous avons traité le cas ou les données Doppler provenaient de plu-
sieurs campagnes. Nous avons présenté quelques modeles appartenant aux groupes
mentionnés ci-dessus.

Quatriement, un grand chapitre a ét€ consacré a I’étude des erreurs systématiques

d’orientation et de mise a I’échelle dans la combinaison des données Doppler avec
les observations terrestres.

119
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Enfin, le probléeme du choix d’un modele de compensation des données Dop-
pler avec les observations terrestres classiques a été discuté. Une approche de la
recherche d’un modele du lien fonctionnel entre les réseaux terrestres et géocen-
triques a été présentée.

Les problemes que pose la combinaison des données Doppler avec les observa-
tions géodésiques terrestres sont :

- le choix du lien fonctionnel et du modele de compensation.

- le poids des observations ou les matrices variances a utiliser.

- la modélisation des erreurs systématiques.

Ainsi, depuis le Symposium International sur les problémes liés a la définition
du réseau géodésique de I’ Amérique du Nord (Le Géometre Canadien, 1974), les
problémes de la combinaison des observations terrestres avec d’autres données et en
particulier les données Doppler ont trouvé un grand intérét auprés des spécialistes
des réseaux géodésiques (Thomson 1976, Thomson & Krakiwski 1976, Boucher
1979, ....).

V.Ashkenazi & S.N.Grist (1981,1983) ont décrit les modeles 3D de compensa-
tion utilisant différentes approches (géometrique, opérationnelle et combinée).

A la question du lien fonctionnel, nous avons fait le choix du modele de Bursa-
Wolf et les formules générales de Molodensky.

Le modele de Bursa-Wolf permet de comparer les coordonnées 3D cartésiennes.
Quant aux formules de Molodensky, elles permettent de dissocier les coordonnées
horizontales de I’altitude et de les utiliser dans les compensations 2D.

Cependant pour les autres modeles (Molodensky-Badekas, Hotine,...) la dé-
marche reste similaire.

Quant aux modeles de compensation, nous avons présenté une variété de modele
allant des compensations 3D,2D, a la combinaison 3D,2D, sans oublier le modele
2D utilisant les représentations planes. L’exemple du modele 3D-2 (§ V.3) permet
la combinaison des observations terrestres en 2D avec les données Doppler en 3,
en introduisant le vecteur inconnu dH des altitudes des ellipsoidiques des stations
Doppler. Ce-ci va permettre d’améliorer les altitudes ellipsoidiques et les hauteurs
du géoide en ces stations.

Dans tous ces modeles, parmi les inconnues figure le vecteur des parametres
(translation, rotation et échelle). néanmoins dans la pratique, il aura un choix a faire
pour garder les parametres les plus significatifs.

La combinaison des données Doppler avec les observations géodésiques ter-
restres peut apporter une amélioration a ’ellipsoide de référence géodésique, en
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considérant que les parametres de 1’ellipsoide sont aussi des inconnus dans la com-
pensation (§ V.5).

Enfin, on peut trouver les parametres de la transformation liant les coordonnées
3D géocentriques et terrestres, par rapport au référentiel géodésique local d’un point
situé au centre du réseau étudié utimlisant la méthode des référentiels régionaux in-
verses (§ V.6). Les résultas numériques ne permettent pas de tirer les conclusions
finales de cette méthode.

Concernant les matrices de poids a utiliser, nous avons adopté les matrices poids
estimées a partir des matrices variances des coordonnées Doppler et géodésiques
terrestres obtenues lors des compensations Doppler et des observations terrestres
séparément. La loi de propagation des variances a été appliquée pour obtenir les
matrices poids pour certains modeles.

Dans le cas de données Doppler provenant de plusieurs campagnes, nous avons
étudié quelques modeles de compensation. Dans ces modeles, on détermine les pa-
rametres du modele de Bursa-Wolf pour chaque campagne. Dans le cas ou les co-
ordonnées Doppler ne sont pas fixées, les matrices variances partielles des coor-
données terrestres sont extraites de la matrice normale de toutes les coordonnées
terrestres.

Un dernier point fondamental dans la combinaison des observations terrestres
avec d’autres données, et dans notre cas les données Doppler, c’est I’analyse des
erreurs systématiques.

Nous avons d’une part considéré ces erreurs dans les réseaux géodésiques ter-
restres et d’autre part apres I’introduction des données Doppler.

Concernant le premier cas, nous avons étudié la question du choix des coordon-
nées initiales au point fondamental d’un réseau géodésique, ainsi que I’orientation
de I’ellipsoide de référence et la mise d’échelle du réseau terrestre. Comme résultat,
on devrait introduire dans les équations d’observations des azimuts des termes de la
forme :

—ap.rx—ap.ry —asrz (10.1)

ou rx, ry et rz représentent les désorientations des axes de ’ellipsoide de référence.
Ce résultat a été trouvé par T. Vincenty (1985) par une autre approche.

Quant au deuxieme cas, I’étude est plus complexe. En effet, on fait abstraction
des erreurs systématiques dans les données Doppler et on étudie seulement celles
des réseaux géodésique.

On a exprimé la propagation de ces erreurs sur les parametres du modele de
Bursa-Wolf en considérant en premier lieu les observations terrestres et en second
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lieu avec les données Doppler. Les formules obtenues montrent la complexité de
la propagation des erreurs systématiques en fonction de celles des observations ter-
restres et des coordonnées Doppler.

Dans le dernier chapitre nous avons présenté le probleme du choix d’un modele
de combinaison des données Doppler avec les observations terrestres classiques.

Cependant, le choix d’un modele va dépendre de la qualité et du type des ob-
servations, de la nature du réseau et de I’information a priori connue et du brut
recherché. Nous avons proposé des modeles 3D et 2D.

Enfin, une esquisse de la recherche de modeles de lien fonctionnel entre les co-
ordonnées géodésiques terrestres et géocentriques a été présentée.

En conclusion, ce rapport a le but de présenter en détail des modeles de compen-
sation des réseaux géodésiques par la combinaison des données Doppler avec les
observations terrestres classiques ainsi que 1’étude des erreurs systématiques.

Nous concluons cette étude par :

- La nécessité de tester les différents modeles présentés sur des réseaux tests.

- Elargir ces modeles aux autres types de transformation (Veis, Molodensky-
Basekas, Hotine,...)

- Tester numériquement la méthode des référentiels régionaux inverses.

- Voir I’effet des matrices de poids sur les résultats.

- Continuer I’étude de la modélisation des erreurs systématiques.

- Poursuivre 1’étude dans le cadre de la Géodésie Intégrée avec d’autres types de
données (GPS, LASER, ISS, ...).
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ANNEXES 1 : PROGRAMME
REFRGINV

OBIJET : Calcule les parametres de transformation par la méthode
des référentiels régionaux inverses, (Chapitre 5, paragraphe 6)
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