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Résumé

En 1997, Andrew Beal [DM] avait annoncé la conjecture suivante : SoientA,B,C,m, n,
et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si Am + Bn = C l alors A,B, et C ont un
facteur commun.

Nous commençons par construire le polynôme P (x) = (x−Am)(x−Bn)(x+
C l) = x3 − px + q avec p, q des entiers qui dépendent de Am, Bn et C l. Nous
résolvons x3 − px + q = 0 et nous obtenons les trois racines x1, x2, x3 comme
fonctions de p, q et d’un paramètre θ. Comme Am, Bn,−C l sont les seules racines
de x3 − px + q = 0, nous discutons les conditions pourque x1, x2, x3 soient des
entiers. Trois exemples numériques sont présentés.

Abstract
In 1997, Andrew Beal [DM] announced the following conjecture : LetA,B,C,m, n,
and l be positive integers with m,n, l > 2. If Am+Bn = C l then A,B, and C have
a common factor. We begin to construct the polynomial P (x) = (x − Am)(x −
Bn)(x + C l) = x3 − px + q with p, q integers depending of Am, Bn and C l. We
resolve x3 − px+ q = 0 and we obtain the three roots x1, x2, x3 as functions of p, q
and a parameter θ. Since Am, Bn,−C l are the only roots of x3 − px + q = 0, we
discuss the conditions that x1, x2, x3 are integers and have or not a common factor.
Three numerical examples are given.
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A mon épouse Wahida, mes enfants Senda et Mohamed Mazen

1 Introduction

En 1997, Andrew Beal [DM] avait annoncé la conjecture suivante :

Conjecture 1.1. Soient A,B,C,m, n, et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = C l (1.1)

alors A,B, et C ont un facteur commun.

Dans ce papier, on donne une démonstration de la conjecture de Beal. L’idée est de
considérer un polynôme P (x) de troisième degré ayant comme racines les nombresAm, Bn

et −C l en tenant compte de la condition (1.1). Le papier est organisé comme suit : dans
la section 2, on exprime les racines de P (x) = x3 − px + q = 0 en fonction de deux
paramètres ρ, θ qui dépendent de Am, Bn et C l. Les sections 3,4 et 5 représentent la par-

tie importante du papier, on obtient que A2m =
4p

3
cos2

θ

3
. Comme A2m est un entier, il

s’ensuit que cos2
θ

3
doit être écrit comme une fraction

a

b
où a, b sont deux entiers positifs

non nuls copremiers. On discutera alors les conditions de divisibilité de p, a, b telles que
l’expression de A2m soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant les cas étudiés,
on obtient que A,B,C aient ou non un facteur commun. Dans la section 6, trois exemples
numériques sont présentés et on finit par la conclusion en section 7.

1.1 Cas trivial

On commence avec le cas trivial où Am = Bn. L’équation (1.1) devient :

2Am = C l

Comme l > 2, on déduit facilement que 2 est un facteur commun. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

On suppose dans la suite que Am > Bn.

2 Calculs Préliminaires

On suppose la donnée de m,n, l ∈ N∗ > 2 et A,B,C ∈ N∗ tels que :

Am +Bn = C l (2.1)
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On note :
P (x) = (x− Am)(x−Bn)(x+ C l) (2.2)

Utilisant l’équation (2.1), P (x) peut s’écrire :

P (x) = x3 + x[AmBn − (Am +Bn)2] + AmBn(Am +Bn) (2.3)

On introduit les notations :

p = (Am +Bn)2 − AmBn; q = AmBn(Am +Bn)

Comme Am 6= Bn, on obtient p > 0. L’équation (2.3) devient :

P (x) = x3 − px+ q

En utilisant l’équation (2.2), P (x) = 0 a trois racines réelles différentes : Am, Bn et −C l.
Maintenant, on résoud l’équation :

P (x) = x3 − px+ q = 0 (2.4)

Pour résoudre (2.4), on pose :

x = u+ v;α = AmBn > 0; β = (Am +Bn)2

Alors P (x) = 0 donne les deux conditions sur u et v :

u3 + v3 = −q;uv = p/3 > 0

Alors u3 et v3 sont solutions de l’équation du second degré :

X2 + qX + p3/27 = 0 (2.5)

Son descriminant ∆ s’écrit :

∆ = q2 − 4p3/27 =
27q2 − 4p3

27
=

∆̄

27

avec :
∆̄ = 27q2 − 4p3 = 27α2β − 4(β − α)3

Comme α 6= 0, on peut aussi re-écrire l’équation précédente comme :

∆̄ = α3

(
27
β

α
− 4

(
β

α
− 1

)3
)

On appelle t le paramètre
β

α
, ∆̄ devient :

∆̄ = α3(27t− 4(t− 1)3)
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On note :
y = y(t) = 27t− 4(t− 1)3

Comme α > 0, le signe de ∆̄ est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la fonction
y montre que y < 0 pour t > 4. Dans notre cas, on est intéressé à t > 0. Pour t = 4, on
obtient y(4) = 0 et pour t ∈]0, 4[, y > 0. Comme on a t = β

α
> 4 parce que Am 6= Bn :

(Am −Bn)2 > 0 =⇒ β = (Am +Bn)2 > 4α = 4AmBn

Alors y < 0 =⇒ ∆̄ < 0 =⇒ ∆ < 0. Alors l’équation (2.5) n’a pas de racines réelles u3 et
v3. Retrouvons les solutions u et v avec x = u+ v un réel positif ou négatif et u.v = p/3.

2.1 Démonstration

Démonstration. Les solutions de l’équation (2.5) sont :

X1 =
−q + i

√
−∆

2
; X2 = X1 =

−q − i
√
−∆

2

On doit résoudre :

u3 =
−q + i

√
−∆

2
; v3 =

−q − i
√
−∆

2

Ecrivons X1 sous la forme X1 = ρeiθ avec :

ρ =

√
q2 −∆

2
=
p
√
p

3
√

3
; sinθ =

√
−∆

2ρ
> 0; cosθ = − q

2ρ
< 0

alors θ [2π] ∈ ] +
π

2
,+π[, soit :

π

2
< θ < +π ⇒ π

6
<
θ

3
<
π

3
⇒ 1

2
< cos

θ

3
<

√
3

2
(2.6)

et :
1

4
< cos2

θ

3
<

3

4
(2.7)

d’où l’expression de X2 : X2 = ρe−iθ. On pose :

u = reiψ ; et j =
−1 + i

√
3

2
= ei

2π
3

avec j est une racine complexe cubique de l’unité, alors les solutions u et v sont :
u1 = reiψ1 = 3

√
ρei

θ
3

u2 = reiψ2 = 3
√
ρjei

θ
3 = 3
√
ρei

θ+2π
3

u3 = reiψ3 = 3
√
ρj2ei

θ
3 = 3
√
ρei

4π
3 e+i

θ
3 = 3
√
ρei

θ+4π
3
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et similairement :
v1 = re−iψ1 = 3

√
ρe−i

θ
3

v2 = re−iψ2 = 3
√
ρj2e−i

θ
3 = 3
√
ρei

4π
3 e−i

θ
3 = 3
√
ρei

4π−θ
3

v3 = re−iψ3 = 3
√
ρje−i

θ
3 = 3
√
ρei

2π−θ
3

On doit choisir uk et vh tels que uk + vh soit réel. Dans ce cas, on a nécessairement :

v1 = u1; v2 = u2; v3 = u3

On obtient comme solutions réelles de l’équation (2.4) :

x1 = u1 + v1 = 2 3
√
ρcos

θ

3
> 0

x2 = u2 + v2 = 2 3
√
ρcos

θ + 2π

3
= − 3
√
ρ

(
cos

θ

3
+
√

3sin
θ

3

)
< 0

x3 = u3 + v3 = 2 3
√
ρcos

θ + 4π

3
= 3
√
ρ

(
−cosθ

3
+
√

3sin
θ

3

)
> 0

(2.8)

Comparant les expressions de x1 et x3, on obtient facilement x1 > x3. Comme Am, Bn

et −C l sont les seules solutions réelles de (2.4), on considère, comme Am est supposé
supérieur à Bn, les expressions :

Am = x1 = u1 + v1 = 2 3
√
ρcos

θ

3

Bn = x3 = u3 + v3 = 2 3
√
ρcos

θ + 4π

3
= 3
√
ρ

(
−cosθ

3
+
√

3sin
θ

3

)

−C l = x2 = u2 + v2 = 2 3
√
ρcos

θ + 2π

3
= − 3
√
ρ

(
cos

θ

3
+
√

3sin
θ

3

)
(2.9)

3 Préambule de la Démonstration du Principal Théorème

Théorème 3.1. Soient A,B,C,m, n, et l des entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = C l (3.1)

alors A,B, et C ont un facteur commun.

Démonstration. Am = 2 3
√
ρcos

θ

3
est un entier⇒ A2m = 4 3

√
ρ2cos2

θ

3
est un entier. Mais :

3
√
ρ2 =

p

3



6 Abdelmajid Ben Hadj Salem

Alors :

A2m = 4 3
√
ρ2cos2

θ

3
= 4

p

3
.cos2

θ

3
= p.

4

3
.cos2

θ

3

Comme A2m est un entier, et p est un entier, alors cos2
θ

3
doit être écrit sous la forme :

cos2
θ

3
=

1

b
ou cos2

θ

3
=
a

b

avec b ∈ N∗, pour la dernière condition a ∈ N∗ et a, b copremiers.

Notations : dans la suite du papier, les scalaires a, b, ..., z, α, β, ..., A,B,C, ... et
∆,Φ, ... représentent des entiers positifs sauf les paramètres θ, ρ, ou ceux mentionnés
dans le texte, sont des réels.

3.1 Cas cos2
θ

3
=

1

b

On obtient :

A2m = p.
4

3
.cos2

θ

3
=

4.p

3.b

Comme
1

4
< cos2

θ

3
<

3

4
⇒ 1

4
<

1

b
<

3

4
⇒ b < 4 < 3b⇒ b = 1, 2, 3.

3.1.1 b = 1

b = 1⇒ 4 < 3 ce qui est impossible.

3.1.2 b = 2

b = 2 ⇒ A2m = p.
4

3
.
1

2
=

2.p

3
⇒ 3|p ⇒ p = 3p′ avec p′ 6= 1 parce que 3 � p, on

obtient :

A2m = (Am)2 =
2p

3
= 2.p′ =⇒ 2|p′ =⇒ p′ = 2αp21

avec 2 - p1, α + 1 = 2β

Am = 2βp1 (3.2)

BnC l = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)
= p′ = 2αp21 (3.3)

De l’équation (3.2), il s’ensuit que 2|Am =⇒ A = 2iA1, i ≥ 1 et 2 - A1. Par suite, on a
β = i.m = im. L’équation (3.3) entraı̂ne que 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.
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Cas 2|Bn : Si 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1. L’expression de BnC l

devient :

Bn
1C

l = 22im−1−jnp21

- Si 2im−1−jn ≥ 1, 2|C l =⇒ 2|C en accord avec C l = 2imAm1 +2jnBn
1 et la conjecture

(1.1) est vérifiée.
- Si 2im− 1− jn ≤ 0 =⇒ 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 .

Cas 2|C l : Si 2|C l : de la même manière traitée ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

3.1.3 b = 3

b = 3 ⇒ A2m = p.
4

3
.
1

3
=

4p

9
⇒ 9|p ⇒ p = 9p′ avec p′ 6= 1 comme 9 � p, alors

A2m = 4p′. Si p′ est premier c’est impossible car m > 2. On suppose que p′ est non
premier, comme m ≥ 3, il s’ensuit que 2|p′, d’où 2|Am. Or BnC l = 5p′ et 2|(BnC l). En
utilisant la manière traitée du cas b = 2, on obtient les mêmes résultats.

3.2 Cas a > 1, cos2
θ

3
=
a

b

On a donc :

cos2
θ

3
=
a

b
; A2m = p.

4

3
.cos2

θ

3
=

4.p.a

3.b

où a, b vérifient l’une des deux conditions :

{3|a et b|4p} ou {3|p et b|4p} (3.4)

et en utilisant l’équation (2.7), on obtient une troisième condition :

b < 4a < 3b (3.5)

Pour ces conditions, A2m = 4 3
√
ρ2cos2 θ

3
= 4

p

3
.cos2

θ

3
est un entier.

On va étudier alors les conditions données par l’équation (3.4) dans les deux sections
suivantes.

4 Hypothèse : {3|a et b|4p}

On a donc :

3|a =⇒ ∃a′ ∈ N∗ / a = 3a′ (4.1)
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4.1 Cas b = 2 et 3|a :

A2m s’écrit :
A2m =

4p

3
.cos2

θ

3
=

4p

3
.
a

b
=

4p

3
.
a

2
=

2.p.a

3

En utilisant l’équation (4.1), A2m devient :

A2m =
2.p.3a′

3
= 2.p.a′

mais cos2
θ

3
=
a

b
=

3a′

2
> 1 ce qui est impossible, d’où b 6= 2.

4.2 Cas b = 4 et 3|a :

A2m s’écrit :

A2m =
4.p

3
cos2

θ

3
=

4.p

3
.
a

b
=

4.p

3
.
a

4
=
p.a

3
=
p.3a′

3
= p.a′

et cos2
θ

3
=
a

b
=

3.a′

4
<

(√
3

2

)2

=
3

4
=⇒ a′ < 1

ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.

4.3 Cas b = p et 3|a :

On a :

cos2
θ

3
=
a

b
=

3a′

p

et :

A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=

4p

3
.
3a′

p
= 4a′ = (Am)2

∃a” / a′ = a”2

et BnC l = p− A2m = b− 4a′ = b− 4a”2

Le calcul AmBn donne :

AmBn = p.

√
3

3
sin

2θ

3
− 2a′

ou AmBn + 2a′ = p.

√
3

3
sin

2θ

3
(4.2)

Le membre à gauche de (4.2) est un entier et p aussi, alors 2

√
3

3
sin

2θ

3
s’écrit sous la

forme :

2

√
3

3
sin

2θ

3
=
k1
k2
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où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|p =⇒ p = b = k2.k3, k3 ∈ N∗.

** A-1- On suppose que k3 6= 1, on obtient :

Am(Am + 2Bn) = k1.k3

Soit µ un entier premier avec µ|k3, alors µ|b et µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou µ|(Am +

2Bn).

** A-1-1- Si µ|Am =⇒ µ|A et µ|A2m, mais A2m = 4a′ =⇒ µ|4a′ =⇒ (µ = 2 mais 2|a′)
ou (µ|a′). Alors µ|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** A-1-2- Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et µ - Bn. On écrit
µ|(Am + 2Bn) comme :

Am + 2Bn = µ.t′

Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

En utilisant l’expression de p :

p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn − Am)

Comme p = b = k2.k3 et µ|k3 alors µ|b =⇒ ∃µ′ et b = µµ′, ainsi on peut écrire :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn − Am)

De la dernière équation, on obtient µ|Bn(Bn − Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn − Am).

** A-1-2-1- Si µ|Bn ce qui en contradiction avec µ - Bn.

** A-1-2-2- Si µ|(Bn − Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), on arrive à :

µ|3Bn


µ|Bn

ou
µ = 3

** A-1-2-2-1- Si µ|Bn =⇒ µ|B c’est la contradiction avec µ - B citée ci-dessus.

** A-1-2-2-2- Si µ = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.
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** A-2- On assume maintenant k3 = 1, alors :

A2m + 2AmBn = k1

b = k2
2
√

3

3
sin

2θ

3
=
k1
b

En prenant le carré de la dernière équation, on obtient :

4

3
sin22θ

3
=
k21
b2

16

3
sin2 θ

3
cos2

θ

3
=
k21
b2

16

3
sin2 θ

3
.
3a′

b
=
k21
b2

Finalement :
42a′(p− a) = k21 (4.3)

mais a′ = a”2, alors p− a est un carré. Soit :

λ2 = p− a = b− a = b− 3a”2 =⇒ λ2 + 3a”2 = b

L’équation (4.3) devient :

42a”2λ2 = k21 =⇒ k1 = 4a”λ

en prenant la racine carrée positive, mais k1 = Am(Am + 2Bn) = 2a”(Am + 2Bn), par
suite :

Am + 2Bn = 2λ =⇒ λ = a” +Bn (4.4)

** A-2-1- Comme Am = 2a” =⇒ 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1, avec i ≥ 1 et 2 - A1,
par suite Am = 2a” = 2imAm1 =⇒ a” = 2im−1Am1 , or im ≥ 3 =⇒ 4|a”. Comme
λ = a” +Bn =⇒ λ = 2im−1Am1 +Bn. Prenons son carré, d’où :

λ2 = 22im−2A2m
1 + 2imAm1 B

n +B2n

Comme im ≥ 3, on peut écrire λ2 = 4λ1+B
2n =⇒ λ2≡B2n( mod 4) =⇒ λ2≡B2n≡0( mod

4) ou λ2≡B2n≡1(mod 4).

** A-2-1-1- On suppose que λ2≡B2n≡0(mod 4) =⇒ 4|λ2 =⇒ 2|(b − a). Or 2|a car
a = 3a′ = 3a”2 = 3× 22(im−1)A2m

1 et im ≥ 3. Par suite 2|b, il en résulte la contradiction
avec a, b copremiers.
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** A-2-1-2- On suppose maintenant que λ2≡B2n≡1(mod 4). Comme Am = 2im−1Am1
et im − 1 ≥ 2, d’où Am≡0(mod 4). Comme B2n≡1(mod 4), alors Bn ne peut être que
Bn≡1(mod 4) ou Bn≡3(mod 4) ce qui donne dans les deux cas BnC l≡1(mod 4).

On a aussi p = b = A2m + AmBn + B2n = 4a′ + Bn.C l = 4a”2 + BnC l soit
BnC l = λ2−a”2 = Bn.C l, par suite λ, a” ∈ N sont solutions de l’équation diophantine :

x2 − y2 = N (4.5)

avec N = BnC l > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (4.5) et τ(N) le nombre
de façon d’écrire les facteurs de N , alors on annonce le résultat suivant concernant les
solutions de (4.5) (voir théorème 27.3 de [S]) :

- si N≡2(mod 4), alors Q(N) = 0 ;
- si N≡1 ou N≡3(mod 4), alors Q(N) = [τ(N)/2] ;
- si N≡0(mod 4), alors Q(N) = [τ(N/4)/2].

Soit (u, v), u, v ∈ N un autre couple solution de l’équation (4.5), alors u2−v2 = x2−
y2 = N = BnC l, mais λ = x et a” = y vérifie l’équation (4.4) soit x− y = Bn, par suite
u, v vérifient aussi u− v = Bn, ce qui donne u+ v = C l, par suite u = x = λ = a” +Bn

et v = a”. On a ainsi démontré l’unicité des solutions de l’équation (4.5) avec la condition
x−y = Bn. Comme N = BnC l≡1( mod 4) =⇒ Q(N) = [τ(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1,
d’où la contradiction.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

On va vérifier la condition (3.5) donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition
devient :

p < 3A2m < 3p avec p = A2m +B2n + AmBn

et 3A2m < 3p =⇒ A2m < p est donc vérifié. Si :

p < 3A2m =⇒ 2A2m − AmBn −B2n

?︷︸︸︷
> 0

En étudiant le signe du polynôme Q(Y ) = 2Y 2 − BnY − B2n et en prenant Y = Am >

Bn, la condition 2A2m−AmBn−B2n > 0 est vérifiée, par suite, la condition b < 4a < 3b

est vraie.

Dans la suite du papier, on vérifie facilement que la condition b < 4a < 3b implique à
vérifier Am > Bn ce qu’est vrai.
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4.4 Cas b|p⇒ p = b.p′, p′ > 1, b 6= 2, b 6= 4 et 3|a :

A2m =
4.p

3
.
a

b
=

4.b.p′.3.a′

3.b
= 4.p′a′

Calculons BnC l :

BnC l = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3
− cos2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)

mais 3
√
ρ2 =

p

3
d’où en utilisant cos2 θ

3
=

3.a′

b
:

BnC l = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)
=
p

3

(
3− 4

3.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= p′(b− 4a′)

Comme p = b.p′, et p′ > 1, on a alors :

BnC l = p′(b− 4a′)

et A2m = 4.p′.a′

** B-1- On suppose que p′ est premier, d’où A2m = 4ap′ = (Am)2 =⇒ p′|a. Or
BnC l = p′(b− 4a′) =⇒ p′|Bn ou p′|C l.

** B-1-1- Si p′|Bn =⇒ p′|B =⇒ B = p′B1 avec B1 ∈ N∗. Par suite : p′n−1Bn
1C

l =

b− 4a′. Or n > 2 alors (n− 1) > 1 et p′|a′, d’où p′|b =⇒ a et b non copremiers, d’où la
contradiction.

** B-1-2- Si p′|C l =⇒ p′|C. La même méthode utilisée ci-dessus, on obtient le même
résultat.

** B-2- On considère que p′ n’est pas un nombre premier.

** B-2-1- p′, a sont supposés copremiers : A2m = 4ap′ =⇒ Am = 2a′.p1 avec a = a′2 et
p′ = p21, donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1 alors 2|a′ ou 2|p1.

** B-2-1-1- 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1. Mais p′ = p21.

** B-2-1-1-1- Si p1 est premier, c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** B-2-1-1-2- On suppose que p1 est non premier, il s’écrit sous la forme p1 = ωm =⇒
p′ = ω2m. Par suite BnC l = ω2m(b− 4a′).
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** B-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** B-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2m−nj(b− 4a′).

** B-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m − n.j = 0, on obtient Bn
1 .C

l = b − 4a′. Comme C l =

Am + Bn =⇒ ω|C l =⇒ ω|C, et ω|(b − 4a′). Or ω 6= 2 et ω est premier avec a′ donc
premier avec a, par suite ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m−nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a ω|C l =⇒
ω|C et ω|(b− 4a′) et ω - a et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m − nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn
1 .C

l = b − 4a′. Comme ω|C
utilisant C l = Am + Bn d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn

1 .C
l
1 = b − 4a′. Si

n.j−2m+h.l < 0 =⇒ ω|Bn
1C

l
1 par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1. Donc si

n.j−2m+h.l > 0 et ω|(b−4a′) avec ω, a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-1-2- On obtient les mêmes résultats si ω|C l.

** B-2-1-1-2-2- Maintenant, p′ = ω2m et ω non premier, on écrit ω = ωf1 .Ω avec
ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’où BnC l = ω2f.m

1 Ω2m(b − 4a′) =⇒
ω1|(BnC l) =⇒ ω1|Bn ou ω1|C l.

** B-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2mf−nj
1 Ω2m(b− 4a′) :

** B-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m − n.j = 0, on obtient Bn
1 .C

l = Ω2m(b − 4a′). Comme
C l = Am +Bn =⇒ ω1|C l =⇒ ω1|C =⇒ ω1|(b− 4a′). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier avec
a′ donc premier avec a, par suite ω1 - b, donc ω1 - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m − n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a
ω1|C l =⇒ ω1|C =⇒ ω1|(b− 4a′) et ω1 - a et ω1 - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m − n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f1 Bn
1 .C

l = Ω2m(b − 4a′). Comme
ω1|C utilisant C l = Am+Bn, d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn

1 .C
l
1 = Ω2m(b−4a′).

Si n.j− 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn
1C

l
1, par suite la contradiction avec ω1 - B1 et ω1 - C1.

Donc si n.j − 2m.f + h.l > 0 et ω1|(b − 4a′) avec ω1, a, b copremiers et la conjecture
(1.1) est vérifiée.
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** B-2-1-1-2-2-2- On obtient les mêmes résultats si ω1|C l.

** B-2-1-2- Si 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a. Or p′ = p21.

** B-2-1-2-1- Si p1 est premier égal à 2, on obtient Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où la contra-
diction avec a, b copremiers.

** B-2-1-2-2- Donc p1 est non premier et 2|p1, Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit sous la
forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p′ = 22m−2ω2m. Par suiteBnC l = 22m−2ω2m(b−4a′) =⇒ 2|Bn

ou 2|C l.

** B-2-1-2-2-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De BnC l = 22m−2ω2m(b−
4a′) il s’ensuit que si 2|(b− 4a′) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura pas de contradic-
tion avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-1-2-2-2- Si 2|C l, de la même manière ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** B-2-2- p′, a sont supposés non copremiers. Soit ω un nombre premier tel que ω|a et
ω|p′.

** B-2-2-1- On suppose que ω = 3. Comme A2m = 4ap′ =⇒ 3|A, or 3|p′ =⇒ 3|p,
comme p = A2m + B2n + AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|C l =⇒ 3|C. On
écrit A = 3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 copremier avec A1, B1 et C1 et p =

32imA2m
1 + 32njB2n

1 + 3im+jnAm1 B
n
1 = 3k.g avec k = min(2im, 2jn, im + jn) et 3 - g.

On a aussi (ω = 3)|a et (ω = 3)|p′ ce qui donne a = 3αa1 = 3a′ =⇒ a′ = 3α−1a1,
3 - a1 et p′ = 3µp1, 3 - p1 avec A2m = 4a′p′ = 32imA2m

1 = 4 × 3α−1+µ.a1.p1 =⇒
α + µ − 1 = 2im. Comme p = bp′ = b.3µp1 = 3µ.b.p1. L’exposant du facteur 3 de p
est k, l’exposant du facteur 3 du membre à gauche de l’équation précédente est µ. Si 3|b
c’est la contradiction avec a, b copremiers. Donc, on suppose que 3 - b, et on a l’égalité
des exposants : min(2im, 2jn, im + jn) = µ en rappelant que α + µ − 1 = 2im.
Mais BnC l = p′(b − 4a′) ce qui donne 3(nj+hl)Bn

1C
l
1 = 3µp1(b − 4 × 3(α−1)a1). On a

aussi Am + Bn = C l donne 3imAm1 + 3jnBn
1 = 3hlC l

1. Posons ε = min(im, jn), on a
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ε = hl = min(im, jn). On a alors les conditions :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ (4.6)

α + µ− 1 = 2im (4.7)

ε = hl = min(im, jn) (4.8)

3(nj+hl)Bn
1C

l
1 = 3µp1(b− 4× 3(α−1)a1) (4.9)

** B-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 = 3a′ et 3 - a1, l’équation (4.7) devient :

µ = 2im

et la première équation (4.6) s’écrit :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im

- Si k = 2im, par suite 2im ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn =⇒ hl = im, et (4.9) donne
µ = 2im = nj + hl = im + nj =⇒ im = jn = hl. Par suite 3|A, 3|B et 3|C et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = 2jn =⇒ 2jn = 2im =⇒ im = jn = hl. Par suite 3|A, 3|B et 3|C et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = im + jn = 2im =⇒ im = jn =⇒ ε = hl = im = jn cas étudié ci-dessus et
par suite 3|A, 3|B et 3|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** B-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2 et a′ = 3α−1a1.
- Si k = 2im =⇒ 2im = µ, or µ = 2im+ 1− α ce qui impossible.
- Si k = 2jn = µ =⇒ 2jn = 2im + 1 − α. On obtient 2jn < 2im =⇒ jn <

im =⇒ 2jn < im + jn, k = 2jn est bien le minimum de (2im, 2jn, im + jn). On
obtient jn = hl < im et l’équation (4.9) devient :

Bn
1C

l
1 = p1(b− 4× 3(α−1)a1)

La conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = im + jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im et k = im + jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn =⇒

im = jn =⇒ k = im+ jn = 2im = µ or µ = 2im+ 1− α ce qui impossible.
- Si k = im + jn < 2im =⇒ jn < im et 2jn < im + jn = k ce qui est une

contradiction avec k = min(2im, 2jn, im+ jn).

** B-2-2-2- On suppose que ω 6= 3. On écrit a = ωαa1 avec ω - a1 et p′ = ωµp1 avec
ω - p1. Comme A2m = 4ap′ = 4ωα+µ.a1.p1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1, ω - A1. Or
BnC l = p′(b− 4a′) = ωµp1(b− 4a′) =⇒ ω|BnC l =⇒ ω|Bn ou ω|C l.
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** B-2-2-2-1- ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 et ω - B1. DeAm+Bn = C l =⇒ ω|C l =⇒
ω|C. Comme p = bp′ = ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m

1 + ω2jn−kB2n
1 + ωim+jn−kAm1 B

n
1 ) avec

k = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :
- Si µ = k, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si k > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k < µ, il s’ensuit de :

ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m
1 + ω2jn−kB2n

1 + ωim+jn−kAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** B-2-2-2-2- Si ω|C l =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am + Bn = C l =⇒
ω|(C l −Am) =⇒ ω|B. Par suite, on obtient les mêmes résultats de B-2-2-2-1- ci-dessus.

4.5 Cas b = 2p et 3|a :

On a :

cos2
θ

3
=
a

b
=

3a′

2p
=⇒ A2m =

4p.a

3b
=

4p

3
.
3a′

2p
= 2a′ = (Am)2 =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a, b copremiers.

4.6 Cas b = 4p et 3|a :

On a :

cos2
θ

3
=
a

b
=

3a′

4p
=⇒ A2m =

4p.a

3b
=

4p

3
.
3a′

4p
= a′ = (Am)2 = a”2

avec Am = a”

Calculons AmBn, on obtient :

AmBn =
p
√

3

3
.sin

2θ

3
− 2p

3
cos2

θ

3
=
p
√

3

3
.sin

2θ

3
− a′

2
=⇒

AmBn +
A2m

2
=
p
√

3

3
.sin

2θ

3

soit :

A2m + 2AmBn =
2p
√

3

3
sin

2θ

3
(4.10)

Le membre à gauche de (4.10) est un entier et p est un entier, alors
2
√

3

3
sin

2θ

3
sera écrit :

2
√

3

3
sin

2θ

3
=
k1
k2
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où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|p =⇒ p = k2.k3.

** C-1- Premièrement, on suppose que k3 6= 1. D’où :

A2m + 2AmBn = k3.k1

Soit µ un entier premier et µ|k3, alors µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou µ|(Am + 2Bn).

** C-1-1- Si µ|(Am = a”) =⇒ µ|(a”2 = a′) =⇒ µ|(3a′ = a). Comme µ|k3 =⇒ µ|p =⇒
µ|(4p = b), d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** C-1-2- Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn, alors :

µ 6= 2 et µ - Bn (4.11)

µ|(Am + 2Bn), on écrit :

Am + 2Bn = µ.t′

Alors :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

=⇒ p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn − Am)

Comme b = 4p = 4k2.k3 et µ|k3 alors µ|b =⇒ ∃µ′ tel que b = µ.µ′, on obtient :

µ′.µ = µ(4µt′2 − 8t′Bn) + 4Bn(Bn − Am)

La dernière équation implique µ|4Bn(Bn−Am), mais µ 6= 2 alors µ|Bn ou µ|(Bn−Am).

** C-1-1-1- Si µ|Bn =⇒ c’est la contradiction avec (4.11).

** C-1-1-2- Si µ|(Bn − Am) et en utilisant µ|(Am + 2Bn), on a :

µ|3Bn =⇒


µ|Bn

ou
µ = 3

** C-1-1-2-1- Si µ|Bn c’est contradictoire avec (4.11).

** C-1-1-2-2- Si µ = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.
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** C-2- On assume maintenant que k3 = 1, d’où :

A2m + 2AmBn = k1 (4.12)

p = k2

2
√

3

3
sin

2θ

3
=
k1
p

On prend le carré de la dernière équation, on obtient :

4

3
sin22θ

3
=
k21
p2

16

3
sin2 θ

3
cos2

θ

3
=
k21
p2

16

3
sin2 θ

3
.
3a′

b
=
k21
p2

Finalement :
a′(4p− 3a′) = k21 (4.13)

mais a′ = a”2, alors 4p− 3a′ est un carré. Soit :

λ2 = 4p− 3a′ = 4p− a = b− a

L’équation (4.13) devient :

a”2λ2 = k21 =⇒ k1 = a”λ (4.14)

en prenant la racine carrée positive. Utilisant (4.12), on a :

k1 = Am(Am + 2Bn) = a”(Am + 2Bn)

Par suite :
Am + 2Bn = λ

On considère maintenant que b − a = λ2 =⇒ λ2 + 3a”2 = b, par suite le couple (λ, a”)

est une solution de l’équation diophantine :

X2 + 3Y 2 = b (4.15)

avec X = λ et Y = a”. Or d’après un théorème sur les solutions de l’équation donnée
par (4.15), b s’écrit sous la forme (voir théorème 37.4 de [B]) :

b = 22s × 3t.pt11 · · · ptgg q
2s1
1 · · · q2srr

où les pi sont des nombres premiers vérifiant pi≡1( mod 6), les qj sont aussi des nombres
premiers tels que qj≡5(mod 6). Alors, comme b = 4p :
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- si t ≥ 1 =⇒ 3|b, mais 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** C-2-2-1- Donc, on suppose que p s’écrit sous la forme :

p = pt11 · · · ptgg q
2s1
1 · · · q2srr

avec pi≡1( mod 6) et qj≡5( mod 6). Finalement, on obtient que p≡1( mod 6). On va vérifier
alors si cette condition ne donne pas des contradictions.

On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de p = A2m +AmBn +B2n en fonction
des valeurs de Am, Bn(mod 6). On obtient le tableau ci-dessous :

Am , Bn 0 1 2 3 4 5

0 0 1 4 3 4 1
1 1 3 1 1 3 1
2 4 1 0 1 4 3
3 3 1 1 3 1 1
4 4 3 4 1 0 1
5 1 1 3 1 1 3

TABLE 1 – Tableau de p (mod 6)

** C-2-2-1-1- Cas Am≡0(mod 6) =⇒ 2|(Am = a”) =⇒ 2|(a′ = a”2) =⇒ 2|a, or 2|b,
d’où la contradiction avec a, b copremiers. Tous les cas de la première ligne du tableau 1
sont à rejeter.

** C-2-2-1-2- Cas Am≡1(mod 6) et Bn≡0(mod 6), d’où 2|Bn =⇒ Bn = 2B′, alors p
s’écrit p = (Am + B′)2 + 3B′2 avec (p, 3) = 1, sinon 3|p, par suite 3|b, or 3|a, d’où la
contradiction avec a, b copremiers. Donc le couple (Am+B′, B′) est solution de l’équation
diophantine :

x2 + 3y2 = p (4.16)

La solution x = Am +B′, y = B′ est unique vue que x− y vérifie x− y = Am. En effet,
si (u, v) un autre couple solution de (4.16), avec u, v ∈ N, alors on a :

u2 + 3v2 = p

u− v = Am

D’où u = v+Am, on obtient l’équation du second degré 4v2+2vAm−2B′(Am+2B′) =

0 qui donne comme racine positive v1 = B′ = y, par suite u = Am + B′ = x. Il
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en résulte que p dans (4.16) a une représentation unique sous la forme X2 + 3Y 2 avec
X, 3Y copremiers. Comme p est un nombre entier impair, on applique l’un des théorèmes
d’Euler sur les nombres convenables ”numerus idoneus” (voir [C],[F]) à savoir : Si n > 1

est un entier impair qui est représenté de façon unique telle que n = x2 + 3y2 avec
x, y ∈ N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est premier. Donc p est premier
et l’écriture 4p est unique (il suffit de poser U = 2u, V = 2v, avec U2 + 3V 2 = 4p et
U − V = 2Am). Or b = 4p =⇒ λ2 + 3a”2 = (2(Am + B′))2 + 3(2B′)2 l’unicité de
l’écriture de 4p donne :

λ = 2(Am +B′) = 2a” +Bn = 2a” +Bn

et a” = 2B′ = Bn = Am

Or Am > Bn, d’où la contradiction.

** C-2-2-1-3- Cas Am≡1(mod 6) et Bn≡2(mod 6), d’où Bn est pair, voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-4- Cas Am ≡ 1(mod 6) et Bn ≡ 3(mod 6), d’où 3|Bn =⇒ Bn = 3B′. On
peut écrire b = 4p = (2Am + 3B′)2 + 3(3B′)2 = λ2 + 3a”2. L’unicité de l’écriture de b
comme x2 + 3y2 = λ2 + 3a”2 =⇒ a” = Am = 3B′ = Bn, d’où la contradiction avec
Am > Bn.

** C-2-2-1-5- Cas Am ≡ 1(mod 6) et Bn ≡ 5(mod 6), d’où C l≡0(mod 6), donc 2|C l,
voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-6- Cas Am ≡ 2(mod 6) =⇒ 2|a” =⇒ 2|a, or 2|b, d’où la contradiction avec
a, b copremiers.

** C-2-2-1-7- CasAm ≡ 3( mod 6) etBn ≡ 1( mod 6), d’oùC l≡4( mod 6) =⇒ 2|C l =⇒
C l = 2C ′, on peut écrire que p = (C ′ −Bn)2 + 3C ′2, voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-8- Cas Am ≡ 3(mod 6) et Bn ≡ 2(mod 6), d’où Bn est pair, voir C-2-2-1-
2-.

** C-2-2-1-9- Cas Am ≡ 3(mod 6) et Bn ≡ 4(mod 6), par suite Bn est pair, voir C-2-2-
1-2-.

** C-2-2-1-10- Cas Am ≡ 3(mod 6) et Bn ≡ 5(mod 6), d’où C l≡2(mod 6), donc 2|C l,
voir C-2-2-1-2-.
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** C-2-2-1-11- Cas Am ≡ 4(mod 6) =⇒ 2|a” =⇒ 2|a, or 2|b, d’où la contradiction
avec a, b copremiers.

** C-2-2-1-12- Cas Am ≡ 5(mod 6) et Bn ≡ 0(mod 6), par suite Bn est pair, voir C-2-
2-1-2-.

** C-2-2-1-13- Cas Am ≡ 5(mod 6) et Bn ≡ 1(mod 6), d’où C l≡0(mod 6), donc 2|C l,
voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-14- CasAm ≡ 5( mod 6) etBn ≡ 3( mod 6), d’oùC l≡2( mod 6) =⇒ 2|C l =⇒
C l = 2C ′, p s’écrit p = (C ′ −Bn)2 + 3C ′2, voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-15- Cas Am ≡ 5(mod 6) et Bn ≡ 4(mod 6), par suite Bn est pair, voir C-2-
2-1-2-.

On a achevé l’étude de tous les cas du tableau 1 ayant tous des contradictions.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

4.7 Cas 3|a et b = 2p′ b 6= 2 avec p′|p :

3|a =⇒ a = 3a′, b = 2p′ avec p = k.p′, d’où :

A2m =
4.p

3
.
a

b
=

4.k.p′.3.a′

6p′
= 2.k.a′

Calculons BnC l :

BnC l = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3
− cos2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)

mais 3
√
ρ2 =

p

3
d’où en utilisant cos2

θ

3
=

3.a′

b
:

BnC l = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)
=
p

3

(
3− 4

3.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= k(p′ − 2a′)

Comme p = b.p′, et p′ > 1, on a alors :

BnC l = k(p′ − 2a′) (4.17)

et A2m = 2k.a′ (4.18)

** D-1- On suppose que k est premier.
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** D-1-1- Si k = 2, on a donc p = 2p′ = b =⇒ 2|b, mais A2m = 4a′ = (Am)2 =⇒ Am =

2a” avec a′ = a”2, par suite 2|a” =⇒ 2|(a = 3a”2), il en résulte la contradiction avec
a, b copremiers.

** D-1-2- On suppose k 6= 2. De A2m = 2k.a′ = (Am)2 =⇒ k|a′ et 2|a′, d’où a′ =

2.k.a”2 =⇒ Am = 2.k.a”. Par suite k|Am =⇒ k|A =⇒ A = ki.A1 avec i ≥ 1 et k - A1.
kimAm1 = 2ka” =⇒ 2a” = kim−1Am1 . De BnC l = k(p′ − 2a′) =⇒ k|(BnC l) =⇒ k|Bn

ou k|C l.

** D-1-2-1- On suppose que k|Bn =⇒ k|B =⇒ B = kj.B1 avec j ≥ 1 et k - B1. Par
suite knj−1Bn

1C
l = p′ − 2a′ = p′ − 4ka”2. Comme n ≥ 3 =⇒ nj − 1 ≥ 2, d’où k|p′

mais k 6= 2 =⇒ k|(2p′ = b), or k|a′ =⇒ k|(3a′ = a). Il s’ensuit la contradiction avec a, b
copremiers.

** D-1-2-2- Si k|C l on obtient le même résultat.

** D-2- On suppose k est non premier. Soit ω un nombre premier tel que k = ωs.k1, avec
s ≥ 1, ω - k1. Les équations (4.17-4.18) deviennent :

BnC l = ωs.k1(p
′ − 2a′)

et A2m = 2ωs.k1.a
′

** D-2-1- On suppose que ω = 2, on a alors les équations :

A2m = 2s+1.k1.a
′ (4.19)

BnC l = 2s.k1(p
′ − 2a′) (4.20)

** D-2-1-1- Cas : 2|a′ =⇒ 2|a, mais 2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** D-2-1-2- Cas : 2 - a′. Comme 2 - k1, l’équation (4.19) donne 2|A2m =⇒ A = 2iA1,
avec i ≥ 1 et 2 - A1. On déduit que 2im = s+ 1.

** D-2-1-2-1- On suppose que 2 - (p′ − 2a′) =⇒ 2 - p′. De l’équation (4.20), on obtient
que 2|BnC l =⇒ 2|Bn ou 2|C l :

** D-2-1-2-1-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1 et j ≥ 1, par
suite Bn

1C
l = 2s−jnk1(p

′ − 2a′) :
- Si s− jn ≥ 1, alors 2|C l =⇒ 2|C, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 ,
et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si s− jn ≤ 0, de Bn
1C

l = 2s−jnk1(p
′ − 2a′) =⇒ 2 - C l, d’où la contradiction avec

C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 =⇒ 2|C l.

** D-2-1-2-1-2- Utilisant le même raisonnement, on obtient les mêmes résultats si 2|C l.

** D-2-1-2-2- On suppose maintenant que 2|(p′ − 2a′) =⇒ p′ − 2a′ = 2µ.Ω, avec µ ≥ 1

et 2 - Ω. On rappelle que 2 - a′. L’équation (4.20) s’écrit :

BnC l = 2s+µ.k1.Ω

Cette dernière équation implique que 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** D-2-1-2-2-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec j ≥ 1 et 2 - B1. Par
suite : Bn

1C
l = 2s+µ−jn.k1.Ω :

- Si s + µ − jn ≥ 1, alors 2|C l =⇒ 2|C, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 +

2jnBn
1 , et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s + µ − jn ≤ 0, de Bn
1C

l = 2s+µ−jnk1.Ω =⇒ 2 - C l, d’où la contradiction avec
C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 =⇒ 2|C l.

** D-2-1-2-2-2- On obtient les mêmes résultats si 2|C l.

** D-2-2- On suppose que ω 6= 2. On a alors les équations :

A2m = 2ωs.k1.a
′ (4.21)

BnC l = ωs.k1.(p
′ − 2a′) (4.22)

Comme ω 6= 2, de l’équation (4.21), on a 2|(k1.a′). Si 2|a′ =⇒ 2|a, mais 2|b par suite la
contradiction avec a, b copremiers.

** D-2-2-1- 2 - a′ et 2|k1 =⇒ k1 = 2µ.Ω avec µ ≥ 1 et 2 - Ω. De l’équation (4.21), on a
2|A2m =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1 avec i ≥ 1 et 2 - A1, par suite 2im = 1 + µ. L’équation
(4.22) devient :

BnC l = ωs.2µ.Ω.(p′ − 2a′) (4.23)

De l’équation (4.23), on obtient 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** D-2-2-1-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec j ∈ N∗ et 2 - B1.

** D-2-2-1-1-1- On suppose que 2 - (p′ − 2a′), alors on a Bn
1C

l = ωs2µ−jnΩ(p′ − 2a′) :
- Si µ − jn ≥ 1 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si µ− jn ≤ 0 =⇒ 2 - C l d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 .

** D-2-2-1-1-2- On suppose que 2|(p′− 2a′) =⇒ p′− 2a′ = 2α.P , avec α ∈ N∗ et 2 - P .
Il s’ensuit que Bn

1C
l = ωs2µ+α−jnΩ.P :

- Si µ+α−jn ≥ 1 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C, pas de contradiction avecC l = 2imAm1 +2jnBn
1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si µ+ α− jn ≤ 0 =⇒ 2 - C l d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 .

** D-2-2-1-2- On suppose maintenant que 2|Cn =⇒ 2|C. En utilisant la même méthode
décrite ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

4.8 Cas 3|a et b = 4p′ b 6= 2 avec p′|p :

3|a =⇒ a = 3a′, b = 4p′ avec p = k.p′, k 6= 1 sinon b = 4p ce cas a été étudié (voir
paragraphe 4.6), alors on a :

A2m =
4.p

3
.
a

b
=

4.k.p′.3.a′

12p′
= k.a′

Calculons BnC l :

BnC l = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3
− cos2 θ

3

)
= 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)

mais 3
√
ρ2 =

p

3
, d’où en utilisant cos2 θ

3
=

3.a′

b
:

BnC l = 3
√
ρ2
(

3− 4cos2
θ

3

)
=
p

3

(
3− 4

3.a′

b

)
= p.

(
1− 4.a′

b

)
= k(p′ − a′)

Comme p = b.p′, et p′ > 1, on a :

BnC l = k(p′ − a′) (4.24)

et A2m = k.a′ (4.25)

** E-1- On suppose que k est premier. De A2m = k.a′ = (Am)2 =⇒ k|a′ et a′ =

k.a”2 =⇒ Am = k.a”. Par suite k|Am =⇒ k|A =⇒ A = ki.A1 avec i ≥ 1 et k - A1.
kmiAm1 = ka” =⇒ a” = kmi−1Am1 . De BnC l = k(p′ − a′) =⇒ k|(BnC l) =⇒ k|Bn ou
k|C l.

** E-1-1- On suppose que k|Bn =⇒ k|B =⇒ B = kj.B1 avec j ≥ 1 et k - B1. Par
suite kn.j−1Bn

1C
l = p′ − a′. Comme n.j − 1 ≥ 2 =⇒ k|(p′ − a′). Or k|a′ =⇒ k|a, d’où

k|p′ =⇒ k|(4p′ = b) et on arrive à la contradiction que a, b sont copremiers.
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** E-1-2- On suppose que k|C l, en utilisant le même raisonnement avec l’hypothèse k|Bn

ci-dessus, on obtient le même résultat.

** E-2- On suppose k est non premier.

** E-2-1- On prend k = 4 =⇒ p = 4p′ = b, c’est le cas 4.3 déjà étudié ci-dessus.

** E-2-2- On suppose que k ≥ 6 non premier. Soit ω un nombre premier tel que k =

ωs.k1, avec s ≥ 1, ω - k1. Les équations (4.24-4.25) deviennent :

BnC l = ωs.k1(p
′ − a′) (4.26)

et A2m = ωs.k1.a
′ (4.27)

** E-2-2-1- On suppose que ω = 2.

** E-2-2-1-1- Si 2|a′ =⇒ 2|(3a′ = a), mais 2|(4p′ = b), par suite la contradiction avec
a, b copremiers.

** E-2-2-1-2- On considère que 2 - a′. De l’équation (4.27), il s’ensuit que 2|A2m =⇒
2|A =⇒ A = 2iA1 avec 2 - A1 et :

BnC l = 2sk1(p
′ − a′)

** E-2-2-1-2-1- Supposons que 2 - (p′−a′), de l’expression ci-dessus, on a 2|(BnC l) =⇒
2|Bn ou 2|C l.

** E-2-2-1-2-1-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec 2 - B1. Par suite Bn
1C

l =

22im−jnk1(p
′ − a′) :

- Si 2im− jn ≥ 1 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C, il n’a pas de contradiction avec C l = 2imAm1 +

2jnBn
1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im− jn ≤ 0 =⇒ 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 =⇒

2|C l.

** E-2-2-1-2-1-2- Si 2|C l =⇒ 2|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mêmes résultats.

** E-2-2-1-2-2- On suppose que 2|(p′ − a′). Comme 2 - a′ =⇒ 2 - p′. 2|(p′ − a′) =⇒
p′ − a′ = 2α.P avec α ≥ 1 et 2 - P . L’équation (4.26) s’écrit :

BnC l = 2s+αk1.P = 22im+αk1.P (4.28)
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d’où 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** E-2-2-1-2-2-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec 2 - B1. L’équation
(4.28) s’écrit Bn

1C
l = 22im+α−jnk1P :

- Si 2im + α − jn ≥ 1 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C, il n’a y pas de contradiction avec C l =

2imAm1 + 2jnBn
1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im+α−jn ≤ 0 =⇒ 2 - C l, d’où la contradiction avecC l = 2imAm1 +2jnBn
1 =⇒

2|C l.

** E-2-2-1-2-2-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C. Utilisant la même méthode décrite ci-
dessus, on obtient les mêmes résultats.

** E-2-2-2- On suppose que ω 6= 2. Rappelons les équations :

A2m = ωs.k1.a
′ (4.29)

BnC l = ωs.k1(p
′ − a′) (4.30)

** E-2-2-2-1- On suppose que ω, a′ sont copremiers, donc ω - a′. De l’équation (4.29),
on a ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1 avec ω - A1 et s = 2im.

** E-2-2-2-1-1- Supposons que ω - (p′−a′). De l’équation (4.30) ci-dessus, on a ω|(BnC l) =⇒
ω|Bn ou ω|C l.

** E-2-2-2-1-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1. Par suite Bn
1C

l =

22im−jnk1(p
′ − a′) :

- Si 2im − jn ≥ 1 =⇒ ω|C l =⇒ ω|C, il n’a y pas de contradiction avec C l =

ωimAm1 + ωjnBn
1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im− jn ≤ 0 =⇒ ω - C l, d’où la contradiction avec C l = ωimAm1 + ωjnBn
1 =⇒

ω|C l.

** E-2-2-2-1-1-2- Si ω|C l =⇒ ω|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mêmes résultats.

** E-2-2-2-1-2- Supposons que ω|(p′−a′) =⇒ ω - p′ sinon ω|a′. ω|(p′−a′) =⇒ p′−a′ =
ωα.P avec α ≥ 1 et ω - P . L’équation (4.30) s’écrit :

BnC l = ωs+αk1.P = ω2im+αk1.P (4.31)

d’où ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.
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** E-2-2-2-1-2-1- On suppose que ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1, avec ω - B1.
L’équation (4.31) s’écrit Bn

1C
l = 22im+α−jnk1P :

- Si 2im + α − jn ≥ 1 =⇒ ω|C l =⇒ ω|C, il n’y a pas de contradiction avec
C l = ωimAm1 + ωjnBn

1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im + α − jn ≤ 0 =⇒ ω - C l, d’où la contradiction avec C l = ωimAm1 +

ωjnBn
1 =⇒ ω|C l.

** E-2-2-2-1-2-2- On suppose que ω|C l =⇒ ω|C. Utilisant la même méthode décrite
ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** E-2-2-2-2- On suppose que ω, a′ ne sont pas copremiers, donc a′ = ωβ.a” avec ω - a”.
L’équation (4.29) devient :

A2m = ωsk1a
′ = ωs+βk1.a”

On a ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1 avec ω - A1 et s+ β = 2im.

** E-2-2-2-2-1- Supposons que ω - (p′ − a′) =⇒ ω - p′ =⇒ ω - (b = 4p′). De l’équation
(4.30), on a ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** E-2-2-2-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1. Par suite Bn
1C

l =

2s−jnk1(p
′ − a′) :

- Si s− jn ≥ 1 =⇒ ω|C l =⇒ ω|C, il n’y a pas de contradiction avec C l = ωimAm1 +

ωjnBn
1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s − jn ≤ 0 =⇒ ω - C l, d’où la contradiction avec C l = ωimAm1 + ωjnBn
1 =⇒

ω|C l.

** E-2-2-2-2-1-2- Si ω|C l =⇒ ω|C, en utilisant la même méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mêmes résultats.

** E-2-2-2-2-2- On suppose que ω|(p′ − a′ = p′ − ωβ.a”) =⇒ ω|p′ =⇒ ω|(4p′ = b),
mais ω|a′ =⇒ ω|a. D’où la contradiction avec a, b copremiers.

L’étude des cas du 4.8 est achevée.

4.9 Cas 3|a et b|4p :

a = 3a′ et 4p = k1b. Comme A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3

3a′

b
= k1a

′ et BnC l :

BnC l = 3
√
ρ2
(

3sin2 θ

3
− cos2 θ

3

)
=
p

3

(
3− 4cos2

θ

3

)
=
p

3

(
3− 4

3a′

b

)
=
k1
4

(b− 4a′)
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Comme BnC l est un entier, on doit avoir 4|k1, ou 4|(b− 4a′) ou (2|k1 et 2|(b− 4a′)).
** F-1- Si k1 = 1⇒ b = 4p : c’est le cas 4.6.

** F-2- Si k1 = 4⇒ p = b : c’est le cas 4.3.

** F-3- Si k1 = 2 et 2|(b − 4a′) : Dans ce cas, on a A2m = 2a′ =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a.
2|(b−4a′) =⇒ 2|b d’où la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** F-4- Si 2|k1 et 2|(b− 4a′) : 2|(b− 4a′) =⇒ b− 4a′ = 2αλ, α et λ ∈ N ≥ 1 avec 2 - λ ;
2|k1 =⇒ k1 = 2tk′1 avec t ≥ 1 ∈ N avec 2 - k′1 et on a :

A2m = 2tk′1a
′ (4.32)

BnC l = 2t+α−2k′1λ (4.33)

De l’équation (4.32), on a 2|A2m =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1, i ≥ 1 et 2 - A1.
** F-4-1- On suppose que t = α = 1, par suite les équations (4.32-4.33) deviennent :

A2m = 2k′1a
′ (4.34)

BnC l = k′1λ (4.35)

De l’équation (4.34) il en résulte 2|a′ =⇒ 2|(a = 3a′). Or b = 4a′ + 2λ =⇒ 2|b, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** F-4-2- On suppose maintenant que t+ α− 2 ≥ 1 et on a les expressions :

A2m = 2tk′1a
′ (4.36)

BnC l = 2t+α−2k′1λ (4.37)

** F-4-2-1- On suppose maintenant que 2|a′ =⇒ 2|a, or b = 2αλ + 4a′ =⇒ 2|b, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** F-4-2-2- On suppose maintenant que 2 - a′. De (4.36), on a 2|A2m =⇒ 2|A =⇒ A =

2iA1 et BnC l = 2t+α−2k′1λ =⇒ 2|BnC l =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** F-4-2-2-1- On suppose que 2|Bn. On a donc 2|B =⇒ B = 2jB1, j ≥ 1 et 2 - B1.
L’équation (4.37) devient Bn

1C
l = 2t+α−2−jnk′1λ :

- Si t + α − 2 − jn > 0 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C, il n’y a pas de contradiction avec
C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si t+ α− 2− jn < 0 =⇒ 2|k′1λ, mais 2 - k′1 et 2 - λ. Donc ce cas est impossible.
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- Si t + α − 2 − jn = 0 =⇒ Bn
1C

l = k′1λ =⇒ 2 - C l ce qui en contradiction avec
C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et ce cas est impossible.

** F-4-2-2-2- On suppose que 2|C l. On utilise le même raisonnement ci-dessus et on ob-
tient les mêmes résultats.

** F-5- On suppose que 4|k1 avec k1 > 4⇒ k1 = 4k′2, on a donc :

A2m = 4k′2a
′ (4.38)

BnC l = k′2(b− 4a′) (4.39)

** F-5-1- On suppose k′2 est premier, de (4.38), on a k′2|a′. De (4.39), k′2|(BnC l) =⇒
k′2|Bn ou k′2|C l.

** F-5-1-1- On suppose k′2|Bn =⇒ k′2|B =⇒ B = k′β2 .B1 avec β ≥ 1 et k′2 - B1. Par
suite, on a k′nβ−12 Bn

1C
l = b − 4a′ =⇒ k′2|b d’où la contradiction avec a, b copremiers.

Donc ce cas est impossible.

** F-5-1-2- Même résultat si on suppose que k′2|C l.

** F-5-2- On suppose que k′2 est non premier.

** F-5-2-1- On suppose que k′2 et a′ sont copremiers. De (4.38), k′2 peut s’écrire sous
la forme k′2 = q2j1 .q

2
2 et q1 - q2 et q1 premier. On a A2m = 4q2j1 .q

2
2a
′ =⇒ q1|A et

BnC l = q2j1 .q
2
2(b− 4a′) =⇒ q1|Bn ou q1|C l.

** F-5-2-1-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qf1 .B1 avec q1 - B1. On obtient
Bn

1C
l = q2j−fn1 q22(b− 4a′) :

- Si 2j − f.n ≥ 1 =⇒ q1|C l =⇒ q1|C mais C l = Am + Bn donne aussi q1|C et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2j − f.n = 0, on a Bn

1C
l = q22(b − 4a′), mais C l = Am + Bn donne q1|C par suite

q1|(b−4a′). Comme q1 et a′ sont copremiers alors q1 - b, et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2j − f.n < 0 =⇒ q1|(b − 4a′) =⇒ q1 - b car a′ est copremiers avec q1, de plus
C l = Am +Bn donne q1|C, et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** F-5-2-1-2- Utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient les mêmes résultats
si q1|C l.

** F-5-2-2- On suppose que k′2 et a′ non copremiers. Soit q1 premier tel que q1|k′2 et q1|a′.
On écrit k′2 sous la forme qj1.q2 avec j ≥ 1, q1 - q2. De A2m = 4k′2a

′ =⇒ q1|A2m =⇒
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q1|A. Par suite de BnC l = qj1q2(b− 4a′), il s’ensuit que q1|(BnC l) =⇒ q1|Bn ou q1|C l.

** F-5-2-2-1- On suppose que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qβ1 .B1 avec β ≥ 1 et q1 - B1.
Par suite, on a qnβ1 Bn

1C
l = qj1q2(b− 4a′) =⇒ Bn

1C
l = qj−nβ1 q2(b− 4a′).

- Si j−nβ ≥ 1, alors q1|C l =⇒ q1|C, maisC l = Am+Bn donne q1|C, donc la conjecture
(1.1) est vérifiée.
- Si j − nβ = 0, on obtient Bn

1C
l = q2(b− 4a′), de C l = Am +Bn donne q1|C par suite

q1|(b− 4a′) =⇒ q1|b car q1|a′ =⇒ q1|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si j − nβ < 0 =⇒ q1|(b− 4a′) =⇒ q1|b, car q1|a′ =⇒ q1|a, d’où la contradiction avec
a, b copremiers.

** F-5-2-2-2- Utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient les mêmes résultats
si on suppose que q1|C l.

** F-6- Si 4 - |(b − 4a′) et 4 - k1 c’est impossible. On suppose maintenant que 4|(b −
4a′)⇒ 4|b, et b− 4a′ = 4t.g , t ≥ 1 avec 4 - g, alors on a :

A2m = k1a
′

BnC l = k1.4
t−1.g

** F-6-1- On suppose que k1 est premier. De A2m = k1a
′ il s’ensuit facilement que k1|a′.

De BnC l = k1.4
t−1.g on obtient que k1|(BnC l) =⇒ k1|Bn ou k1|C l.

** F-6-1-1- Supposons que k1|Bn =⇒ k1|B =⇒ B = kj1.B1 avec j > 0 et k1 - B1. D’où
kn.j1 Bn

1C
l = k1.4

t−1.g =⇒ kn.j−11 Bn
1C

l = 4t−1.g. Or n ≥ 3 et j ≥ 1 donc n.j − 1 ≥ 2.
Par suite, comme k1 6= 2, alors k1|g =⇒ k1|(b− 4a′) mais k1|a′ =⇒ k1|b d’où la contra-
diction avec a, b copremiers.

** F-6-1-2- On obtient le même résultat si k1|C l.

** F-6-2- On suppose que k1 est non premier, différent de 4 (cas dejà vu), avec 4 - k1.

** F-6-2-1- Si k1 = 2k′ avec k′ impair > 1. D’où A2m = 2k′a′ =⇒ 2|a′ =⇒ 2|a, mais
4|b par suite la contradiction avec a, b copremiers.

** F-6-2-2- On suppose que k1 est impair avec k1 et a′ copremiers. On écrit k1 sous la
forme k1 = qj1.q2 avec q1 - q2, q1 premier et j ≥ 1. BnC l = qj1.q24

t−1g =⇒ q1|Bn ou
q1|C l.
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** F-6-2-2-1- On suppose que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qf1 .B1 avec q1 - B1. On obtient
Bn

1C
l = qj−f.n1 q24

t−1g.
- Si j − f.n ≥ 1 =⇒ q1|C l =⇒ q1|C, mais C l = Am + Bn donne aussi q1|C et la
conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si j − f.n = 0, on a Bn

1C
l = q24

t−1g, mais C l = Am + Bn donne q1|C, par suite
q1|(b− 4a′). Comme q1 et a′ sont copremiers alors q1 - b et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si j − f.n < 0 =⇒ q1|(b − 4a′) =⇒ q1 - b car q1, a′ sont premiers. C l = Am + Bn

donne q1|C et la conjecture (1.1) est vérifiée..

** F-6-2-2-2- Utilisant le même raisonnement, on obtient le même résultat si q1|C l.

** F-6-2-3- On suppose que k1 et a′ non copremiers. Soit q1 premier tel que q1|k1 et q1|a′.
On écrit k1 sous la forme qj1.q2 avec q1 - q2. De A2m = k1a

′ =⇒ q1|A2m =⇒ q1|A. Par
suite, de BnC l = qj1q2(b− 4a′), il s’ensuit que q1|(BnC l) =⇒ q1|Bn ou q1|C l.

** F-6-2-3-1- Supposons que q1|Bn =⇒ q1|B =⇒ B = qβ1 .B1 avec β ≥ 1 et q1 - B1. Par
suite, on a qnβ1 Bn

1C
l = qj1q2(b− 4a′) =⇒ Bn

1C
l = qj−nβ1 q2(b− 4a′) :

- Si j − nβ ≥ 1, alors q1|C l =⇒ q1|C, mais C l = Am + Bn donne q1|C, donc la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si j−nβ = 0, on obtient Bn
1C

l = q2(b− 4a′), or q1|A et q1|B donc q1|C et par suite
q1|(b− 4a′) =⇒ q1|b car q1|a′ =⇒ q1|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

- Si j − nβ < 0 =⇒ q1|(b− 4a′) =⇒ q1|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** F-6-2-3-2- Utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient les mêmes résultats
si on suppose que q1|C l.

5 Hypothèse : {3|p et b|4p}

5.1 Cas b = 2 et 3|p :

3|p⇒ p = 3p′ avec p′ 6= 1 parce que 3� p, et b = 2, on obtient :

A2m =
4p.a

3b
=

4.3p′.a

3b
=

4.p′.a

2
= 2.p′.a

Comme :

1

4
< cos2

θ

3
=
a

b
=
a

2
<

3

4
⇒ 1 < 2a < 3⇒ a = 1 =⇒ cos2

θ

3
=

1

2

mais ce cas a été étudié (voir cas 3.1.2).
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5.2 Cas b = 4 et 3|p :

On a 3|p =⇒ p = 3p′ avec p′ ∈ N∗, il s’ensuit :

A2m =
4p.a

3b
=

4.3p′.a

3× 4
= p′.a

et :
1

4
< cos2

θ

3
=
a

b
=
a

4
<

3

4
⇒ 1 < a < 3⇒ a = 2

mais a, b sont copremiers, alors le cas b = 4 et 3|p est impossible.

5.3 Cas : b 6= 2, b 6= 4, b 6= 3, b|p et 3|p :

Comme 3|p, alors p = 3p′ et :

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3

a

b
=

4× 3p′

3

a

b
=

4p′a

b

On considère le cas : b|p′ =⇒ p′ = bp” et p” 6= 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir paragraphe
5.8 Cas k′ = 1). Finalement, on obtient :

A2m =
4bp”a

b
= 4ap” ; BnC l = p”.(3b− 4a)

** G-1- On suppose que p” est premier, d’où A2m = 4ap” = (Am)2 =⇒ p”|a. Or
BnC l = p”(3b− 4a) =⇒ p”|Bn ou p”|C l.

** G-1-1- Si p”|Bn =⇒ p”|B =⇒ B = p”B1 avec B1 ∈ N∗. Par suite : p”n−1Bn
1C

l =

3b− 4a. Or n > 2, alors (n− 1) > 1 et p”|a, d’où p”|3b =⇒ p” = 3 ou p”|b.

** G-1-1-1- Si p” = 3 =⇒ 3|a, avec a s’écrit sous la forme a = 3a′2. Or Am =

6a′ =⇒ 3|Am =⇒ 3|A =⇒ A = 3A1. D’où 3m−1Am1 = 2a′ =⇒ 3|a′ =⇒ a′ = 3a”.
Mais p”n−1Bn

1C
l = 3n−1Bn

1C
l = 3b − 4a =⇒ 3n−2Bn

1C
l = b − 36a”2. Comme

n > 2 =⇒ n− 2 ≥ 1, donc 3|b d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** G-1-1-2- On suppose maintenant que p”|b, mais p”|a, d’où la contradiction avec a, b
copremiers.

** G-1-2- De la même façon, si p”|C l on arrive à des contradictions.

** G-2- On considère maintenant que p” n’est pas premier.
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** G-2-1- p”, a copremiers : A2m = 4ap” =⇒ Am = 2a′.p1 avec a = a′2 et p” = p21,
donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1, alors 2|a′ ou 2|p1.

** G-2-1-1- On suppose 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1, or p” = p21.

** G-2-1-1-1- Si p1 est premier, c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** G-2-1-1-2- On suppose p1 non premier et qu’on écrit sous la forme p1 = ωm =⇒ p” =

ω2m. Par suite BnC l = ω2m(3b− 4a).

** G-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** G-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2m−nj(3b− 4a).

** G-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m − n.j = 0, on obtient Bn
1 .C

l = 3b − 4a. Comme C l =

Am + Bn =⇒ ω|C l =⇒ ω|C, et ω|(3b − 4a). Or ω 6= 2 et ω est premier avec a′ donc
premier avec a, par suite ω - (3b), donc ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** G-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m−nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a ω|C l =⇒
ω|C et ω|(3b− 4a) et ω - a et ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

** G-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m − nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn
1 .C

l = 3b − 4a. Comme ω|C
utilisant C l = Am + Bn d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn

1 .C
l
1 = 3b − 4a. Si

n.j − 2m + h.l < 0 =⇒ ω|Bn
1C

l
1 par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1.

Donc n.j − 2m + h.l > 0 et ω|(3b − 4a) avec ω, a, b copremiers et la conjecture est
vérifiée.

** G-2-1-1-2-1-2- Utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient les mêmes résultats
si ω|C l.

** G-2-1-1-2-2- Maintenant on suppose p” = ω2m et ω non premier, on écrit ω = ωf1 .Ω

avec ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’où BnC l = ω2f.m
1 Ω2m(3b − 4a) =⇒

ω1|(BnC l) =⇒ ω1|Bn ou ω1|C l.

** G-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2.m−nj
1 Ω2m(3b− 4a) :
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** G-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m − n.j = 0, on obtient Bn
1 .C

l = Ω2m(3b − 4a). Comme
C l = Am + Bn =⇒ ω1|C l =⇒ ω1|C, et ω1|(3b − 4a). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier avec
a′ donc premier avec a, par suite ω1 - (3b), donc ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

** G-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m − n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a
ω1|C l =⇒ ω1|C et ω1|(3b − 4a) et ω1 - a et ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

** G-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m − n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f1 Bn
1 .C

l = Ω2m(3b − 4a). Comme
ω1|C utilisant C l = Am+Bn d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn

1 .C
l
1 = Ω2m(3b−4a).

Si n.j − 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn
1C

l
1 par suite la contradiction avec ω1 - B1 et ω1 - C1.

Donc si n.j − 2m.f + h.l > 0 et ω1|(3b − 4a) avec ω1, a, b copremiers et la conjecture
(1.1) est vérifiée.

** G-2-1-1-2-2-2- Utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient les mêmes résultats
si ω1|C l.

** G-2-1-2- On suppose 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a, or p” = p21.

** G-2-1-2-1- On suppose p1 est premier égal à 2, on obtient Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où la
contradiction avec a, b copremiers.

** G-2-1-2-2- On suppose p1 non premier et 2|p1. Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit sous la
forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p” = 22m−2ω2m. Par suite BnC l = 22m−2ω2m(3b − 4a) =⇒
2|Bn ou 2|C l.

** G-2-1-2-2-1- On suppose 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De BnC l =

22m−2ω2m(3b− 4a) s’ensuit que si 2|(3b− 4a) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura pas
de contradiction avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** G-2-1-2-2-2- On suppose 2|C l, on obtient les mêmes résultats en utilisant le raisonne-
ment appliqué ci-dessus.

** G-2-2- On suppose p”, a non copremiers : soit ω un nombre premier tel que ω|a et
ω|p”.

** G-2-2-1- On suppose que ω = 3. Comme A2m = 4ap” =⇒ 3|A, or 3|p, comme
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p = A2m + B2n + AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|C l =⇒ 3|C. On écrit A =

3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 copremier avec A1, B1 et C1 et p = 32imA2m
1 +

32njB2n
1 + 3im+jnAm1 B

n
1 = 3k.g avec k = min(2im, 2jn, im + jn) et 3 - g. on a aussi

(ω = 3)|a et (ω = 3)|p” ce qui donne a = 3αa1, 3 - a1 et p” = 3µp1, 3 - p1 avec
A2m = 4ap” = 32imA2m

1 = 4 × 3α+µ.a1.p1 =⇒ α + µ = 2im. Comme p = 3p′ =

3b.p” = 3b.3µp1 = 3µ+1.b.p1. L’exposant du facteur 3 de p est k, l’exposant du facteur
3 du membre à gauche de l’équation précédente est µ + 1 ajouté de l’exposant β de 3
du facteur b,avec β ≥ 0, soit min(2im, 2jn, im + jn) = µ + 1 + β en rappelant que
α + µ = 2im. Mais BnC l = p”(3b − 4a) ce qui donne 3(nj+hl)Bn

1C
l
1 = 3µ+1p1(b −

4 × 3(α−1)a1) = 3µ+1p1(3
βb1 − 4 × 3(α−1)a1), 3 - b1. On a aussi Am + Bn = C l donne

3imAm1 + 3jnBn
1 = 3hlC l

1. Posons ε = min(im, jn), on a ε = hl = min(im, jn). On a
les conditions :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ+ 1 + β (5.1)

α + µ = 2im (5.2)

ε = hl = min(im, jn)

3(nj+hl)Bn
1C

l
1 = 3µ+1p1(3

βb1 − 4× 3(α−1)a1)

** G-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 et 3 - a1, l’équation (5.2) devient :

1 + µ = 2im

et la première équation (5.1) s’écrit :

k = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im+ β

- Si k = 2im =⇒ β = 0 soit 3 - b. on obtient 2im ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn, et 2im ≤
im+jn =⇒ im ≤ jn. La troisième équation donne hl = im. La dernière équation donne
nj + hl = µ + 1 = 2im =⇒ im = nj, par suite im = nj = hl et Bn

1C
l
1 = p1(b− 4a1).

Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si k = 2jn ou k = im+jn, on obtient β = 0, im = jn = hl etBn

1C
l
1 = p1(b−4a1).

Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** G-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2.
- Si k = 2im =⇒ 2im = µ+ 1 +β, or µ = 2im−α ce qui donne α = 1 +β ≥ 2 =⇒

β 6= 0 =⇒ 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k = 2jn = µ+ 1 + β ≤ 2im =⇒ µ+ 1 + β ≤ µ+α =⇒ 1 + β ≤ α =⇒ β ≥ 1.

Si β ≥ 1 =⇒ 3|b or 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k = im+jn =⇒ im+jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im, et im+jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn,

par suite im = jn. Comme k = im+ jn = 2im = 1 + µ+ β et α+ µ = 2im qui donne
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α = 1 + β ≥ 2 =⇒ β ≥ 1 =⇒ 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** G-2-2-2- On suppose que ω 6= 3. On écrit a = ωαa1 avec ω - a1 et p” = ωµp1 avec
ω - p1. Comme A2m = 4ap” = 4ωα+µ.a1.p1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1, ω - A1. Or
BnC l = p”(3b− 4a) = ωµp1(3b− 4a) =⇒ ω|BnC l =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** G-2-2-2-1- On suppose que ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 et ω - B1. De Am +

Bn = C l =⇒ ω|C l =⇒ ω|C. Comme p = bp′ = 3bp” = 3ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m
1 +

ω2jn−kB2n
1 + ωim+jn−kAm1 B

n
1 ) avec k = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :

- Si k = µ, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si k > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si k < µ, il s’ensuit de :

3ωµbp1 = ωk(ω2im−kA2m
1 + ω2jn−kB2n

1 + ωim+jn−kAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** G-2-2-2-2- Si ω|C l =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am + Bn = C l =⇒
ω|(C l − Am) =⇒ ω|B. Par suite, utilisant le même raisonnement pour le cas G-2-2-2-1-
ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

5.4 Cas b = 3 et 3|p :

Comme 3|p =⇒ p = 3p′, on écrit :

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3

a

b
=

4× 3p′

3

a

3
=

4p′a

3

Comme A2m est un entier et que a et b sont copremiers et cos2
θ

3
ne peut pas prendre la

valeur 1 en référence à l’équation (2.6), alors on a nécessairement 3|p′ =⇒ p′ = 3p”

avec p” 6= 1, sinon p = 3p′ = 3 × 3p” = 9, mais 9 � (p = A2m + B2n + AmBn),
l’hypothèse p” = 1 est impossible, alors p” > 1. D’où :

A2m =
4p′a

3
=

4× 3p”a

3
= 4p”a ; BnC l = p”.(9− 4a)

Comme
1

4
< cos2

θ

3
=
a

b
=
a

3
<

3

4
=⇒ 3 < 4a < 9 =⇒ comme a > 1, a = 2 et on

obtient :

A2m = 4p”a = 8p” ; BnC l =
3p”(9− 4a)

3
= p” (5.3)

Les 2 dernières équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit l’écriture
de p” en facteurs premiers : p” =

∏
i∈I p

αi
i où les pi sont des entiers premiers et I un
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ensemble fini d’indices. On peut écrire p” = pα1
1 .q1 avec p1 - q1. De (5.3), on a p1|A et

p1|BnC l =⇒ p1|Bn ou p1|C l.

** H-1- On suppose que p1|Bn =⇒ B = pβ11 .B1 avec p1 - B1 et β1 ≥ 1. Par suite, on
obtient Bn

1C
l = pα1−nβ1

1 .q1 avec les cas suivants :
- Si α1−nβ1 ≥ 1 =⇒ p1|C l =⇒ p1|C, en accord avec p1|(C l = Am+Bn), il s’ensuit

que la conjecture (1.1) est vraie.
- Si α1 − nβ1 = 0 =⇒ Bn

1C
l = q1 =⇒ p1 - C l ce qui en contradiction avec

p1|(Am −Bn) soit p1|C l. Donc ce cas est impossible.
- Si α1 − nβ1 < 0, on obtient pnβ1−α1

1 Bn
1C

l = q1 =⇒ p1|q1 ce qui en contradiction
avec p1 - q1. Donc ce cas est impossible.

** H-2- On suppose maintenant que p1|C l, utilisant le même raisonnement appliqué ci-
dessus, on obtient les mêmes résultats.

5.5 Cas 3|p et b = p :

On a cos2
θ

3
=
a

b
=
a

p
et :

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3
.
a

p
=

4a

3

Comme A2m est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p =⇒ 3|b. Comme a et b sont
copremiers, d’où la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

5.6 Cas 3|p et b = 4p :

3|p =⇒ p = 3p′, p′ 6= 1 car 3� p, par suite b = 4p = 12p′.

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3

a

b
=
a

3
=⇒ 3|a

carA2m est un entier. Mais 3|p =⇒ 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec l’hypothèse
a, b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

5.7 Cas 3|p et b = 2p :

3|p =⇒ p = 3p′, p′ 6= 1 car 3� p, d’où b = 2p = 6p′.

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3

a

b
=

2a

3
=⇒ 3|a

car A2m est un entier, mais 3|p =⇒ 3|(2p) =⇒ 3|b, ce qui en contradiction avec l’hy-
pothèse a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.
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5.8 Cas 3|p et b 6= 3 est un diviseur de p :

On a b = p′ 6= 3, et p s’écrit p = kp′ avec 3|k =⇒ k = 3k′ et :

A2m =
4p

3
cos2

θ

3
=

4p

3
.
a

b
= 4ak′

BnC l =
p

3
.

(
3− 4cos2

θ

3

)
= k′(3p′ − 4a) = k′(3b− 4a)

** I-1- k′ 6= 1 :

** I-1-1- On suppose que k′ est premier, d’où A2m = 4ak′ = (Am)2 =⇒ k′|a. Or
BnC l = k′(3b− 4a) =⇒ k′|Bn ou k′|C l.

** I-1-1-1- Si k′|Bn =⇒ k′|B =⇒ B = k′B1 avec B1 ∈ N∗. Par suite k′n−1Bn
1C

l =

3b− 4a. Or n > 2, alors (n− 1) > 1 et k′|a, d’où k′|3b =⇒ k′ = 3 ou k′|b.

** I-1-1-1-1- Si k′ = 3 =⇒ 3|a, avec a qui s’écrit sous la forme a = 3a′2. Or Am =

6a′ =⇒ 3|Am =⇒ 3|A =⇒ A = 3A1 avec A1 ∈ N∗. D’où 3m−1Am1 = 2a′ =⇒ 3|a′ =⇒
a′ = 3a”. Mais k′n−1Bn

1C
l = 3n−1Bn

1C
l = 3b−4a =⇒ 3n−2Bn

1C
l = b−36a”2. Comme

n > 2 =⇒ n− 2 ≥ 1, donc 3|b d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** I-1-1-1-2- On suppose maintenant que k′|b, mais k′|a, d’où la contradiction avec a, b
copremiers.

** I-1-1-2- De la même façon si k′|C l, nous arrivons à des contradictions.

** I-1-2- On considère que k′ n’est pas premier.

** I-1-2-1- On suppose que k′, a copremiers : A2m = 4ak′ =⇒ Am = 2a′.p1 avec a = a′2

et k′ = p21, donc a′, p1 sont aussi copremiers. Comme Am = 2a′.p1 alors 2|a′ ou 2|p1.

** I-1-2-1-1- 2|a′, alors 2|a′ =⇒ 2 - p1. Or k′ = p21.

** I-1-2-1-1-1- Si p1 est premier, c’est impossible avec Am = 2a′.p1.

** I-1-2-1-1-2- On suppose que p1 est non premier et il s’écrit sous la forme p1 = ωm =⇒
k′ = ω2m. Par suite BnC l = ω2m(3b− 4a).

** I-1-2-1-1-2-1- Si ω est premier, il est différent de 2, alors ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.
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** I-1-2-1-1-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2m−nj(3b− 4a).

- Si 2m−n.j = 0, on obtientBn
1 .C

l = 3b−4a, comme C l = Am+Bn =⇒ ω|C l =⇒
ω|C, et ω|(3b − 4a). Or ω 6= 2 et ω est premier avec a′ donc premier avec a, par suite
ω - (3b), donc ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2m − nj ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a ω|C l =⇒ ω|C et
ω|(3b− 4a) et ω - a et ω 6= 3 et ω - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2m−nj < 0 =⇒ ωn.j−2mBn
1 .C

l = 3b−4a. Comme ω|C, utilisantC l = Am+Bn,
d’où C = ωh.C1 =⇒ ωn.j−2m+h.lBn

1 .C
l
1 = 3b− 4a. Si n.j − 2m+ h.l < 0 =⇒ ω|Bn

1C
l
1,

par suite la contradiction avec ω - B1 ou ω - C1. Si n.j − 2m+ h.l > 0 =⇒ ω|(3b− 4a)

avec ω, a, b copremiers, il en résulte que la conjecture (1.1) est vérifiée.

** I-1-2-1-1-2-1-2- On suppose ω|C l, utilisant la même raisonnement ci-dessus, on ob-
tient les mêmes résultats.

** I-1-2-1-1-2-2- Maintenant, k′ = ω2m et ω non premier, on écrit ω = ωf1 .Ω avec
ω1 premier - Ω et f ≥ 1 un entier, et ω1|A. D’où BnC l = ω2f.m

1 Ω2m(3b − 4a) =⇒
ω1|(BnC l) =⇒ ω1|Bn ou ω1|C l.

** I-1-2-1-1-2-2-1- Si ω1|Bn =⇒ ω1|B =⇒ B = ωj1B1 avec ω1 - B1, d’où Bn
1 .C

l =

ω2.fm−nj
1 Ω2m(3b− 4a).

- Si 2f.m− n.j = 0, on obtient Bn
1 .C

l = Ω2m(3b− 4a). Comme C l = Am +Bn =⇒
ω1|C l =⇒ ω1|C, et ω1|(3b− 4a). Or ω1 6= 2 et ω1 est premier avec a′ donc premier avec
a, par suite ω1 - (3b), donc ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2f.m − n.j ≥ 1, là aussi, avec le même raisonnement, on a ω1|C l =⇒ ω1|C et
ω1|(3b− 4a) et ω1 - a et ω1 6= 3 et ω1 - b. La conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2f.m − n.j < 0 =⇒ ωn.j−2m.f1 Bn
1 .C

l = Ω2m(3b − 4a). Comme ω1|C utili-
sant C l = Am + Bn, d’où C = ωh1 .C1 =⇒ ωn.j−2m.f+h.lBn

1 .C
l
1 = Ω2m(3b − 4a). Si

n.j − 2m.f + h.l < 0 =⇒ ω1|Bn
1C

l
1, par suite la contradiction avec ω1 - B1 et ω1 - C1.

Donc si n.j−2m.f +h.l > 0 et ω1|(3b−4a) avec ω1, a, b copremiers, alors la conjecture
(1.1) est vérifiée.

** I-1-2-1-1-2-2-2- On obtient les mêmes résultats si ω1|C l.

** I-1-2-1-2- Si 2|p1 : alors 2|p1 =⇒ 2 - a′ =⇒ 2 - a. Or k′ = p21.

** I-1-2-1-2-1- Si p1 est premier égal à 2, on obtient Am = 4a′ =⇒ 2|a′, d’où la contra-
diction.



40 Abdelmajid Ben Hadj Salem

** I-1-2-1-2-2- On suppose p1 non premier et 2|p1. Comme Am = 2a′p1, p1 s’écrit
sous la forme p1 = 2m−1ωm =⇒ p21 = 22m−2ω2m. Par suite BnC l = k′(3b − 4a) =

22m−2ω2m(3b− 4a) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** I-1-2-1-2-2-1- Si 2|Bn =⇒ 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. DeBnC l = 22m−2ω2m(3b−
4a) il s’ensuit que si 2|(3b− 4a) =⇒ 2|b mais comme 2 - a, il n’y aura pas de contradic-
tion avec a, b copremiers et la conjecture (1.1) est vérifiée.

** I-1-2-1-2-2-2- Même résultat si 2|C l.

** I-1-2-2- On suppose k′, a non copremiers : soit ω un nombre premier tel que ω|a et
ω|p21.

** I-1-2-2-1- On suppose que ω = 3. Comme A2m = 4ak′ =⇒ 3|A, or 3|p, comme
p = A2m + B2n + AmBn =⇒ 3|B2n =⇒ 3|B, par suite 3|C l =⇒ 3|C. On écrit A =

3iA1, B = 3jB1, C = 3hC1 avec 3 copremier avec A1, B1 et C1 et p = 32imA2m
1 +

32njB2n
1 + 3im+jnAm1 B

n
1 = 3s.g avec s = min(2im, 2jn, im + jn) et 3 - g. On a aussi

(ω = 3)|a et (ω = 3)|k′ ce qui donne a = 3αa1, 3 - a1 et k′ = 3µp2, 3 - p2 avec
A2m = 4ak′ = 32imA2m

1 = 4 × 3α+µ.a1.p2 =⇒ α + µ = 2im. Comme p = 3p′ =

3b.k′ = 3b.3µp2 = 3µ+1.b.p2. L’exposant du facteur 3 de p est s, l’exposant du facteur
3 du membre à gauche de l’équation précédente est µ + 1 ajouté de l’exposant β de 3
du facteur b, avec β ≥ 0, soit min(2im, 2jn, im + jn) = µ + 1 + β en rappelant que
α + µ = 2im. Mais BnC l = k′(4b − 3a) ce qui donne 3(nj+hl)Bn

1C
l
1 = 3µ+1p2(b −

4 × 3(α−1)a1) = 3µ+1p2(3
βb1 − 4 × 3(α−1)a1), 3 - b1. On a aussi Am + Bn = C l donne

3imAm1 + 3jnBn
1 = 3hlC l

1. On pose ε = min(im, jn), on obtient ε = hl = min(im, jn).
On a alors les conditions :

s = min(2im, 2jn, im+ jn) = µ+ 1 + β (5.4)

α + µ = 2im (5.5)

ε = hl = min(im, jn) (5.6)

3(nj+hl)Bn
1C

l
1 = 3µ+1p2(3

βb1 − 4× 3(α−1)a1) (5.7)

** I-1-2-2-1-1- α = 1 =⇒ a = 3a1 et 3 - a1, l’équation (5.5) devient :

1 + µ = 2im

et la première équation (5.4) s’écrit :

s = min(2im, 2jn, im+ jn) = 2im+ β
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- Si s = 2im =⇒ β = 0 soit 3 - b. On obtient 2im ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn, et 2im ≤
im+ jn =⇒ im ≤ jn. La troisième équation (5.6) donne hl = im. La dernière équation
(5.7) donne nj + hl = µ + 1 = 2im =⇒ im = jn, par suite im = jn = hl et
Bn

1C
l
1 = p2(b− 4a1). Si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si s = 2jn ou s = im+jn, on obtient β = 0, im = jn = hl etBn
1C

l
1 = p2(b−4a1).

Là aussi, si a, b sont copremiers, la conjecture (1.1) est vérifiée.

** I-1-2-2-1-2- α > 1 =⇒ α ≥ 2.
- Si s = 2im =⇒ 2im = µ+ 1 +β, or µ = 2im−α ce qui donne α = 1 +β ≥ 2 =⇒

β 6= 0 =⇒ 3|b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.
- Si s = 2jn = µ+ 1 + β ≤ 2im =⇒ µ+ 1 + β ≤ µ+ α =⇒ 1 + β ≤ α =⇒ β = 1.

Si β = 1 =⇒ 3|b or 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers et la conjecture (1.1)
est non vérifiée.

- Si s = im+jn =⇒ im+jn ≤ 2im =⇒ jn ≤ im, et im+jn ≤ 2jn =⇒ im ≤ jn,
par suite im = jn. Comme s = im+ jn = 2im = 1 + µ+ β et α+ µ = 2im qui donne
α = 1 + β ≥ 2 =⇒ β ≥ 1 =⇒ 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** I-1-2-2-2- On suppose que ω 6= 3. On écrit a = ωαa1 avec ω - a1 et k′ = ωµp2 avec
ω - p2. Comme A2m = 4ak′ = 4ωα+µ.a1.p2 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1, ω - A1. Or
BnC l = k′(3b− 4a) = ωµp2(3b− 4a) =⇒ ω|BnC l =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** I-1-2-2-2-1- ω|Bn =⇒ ω|B =⇒= ωjB1 et ω - B1. De Am + Bn = C l =⇒ ω|C l =⇒
ω|C. Comme p = bp′ = 3bk′ = 3ωµbp2 = ωs(ω2im−sA2m

1 +ω2jn−sB2n
1 +ωim+jn−sAm1 B

n
1 )

avec s = min(2im, 2jn, im+ jn). Par suite :
- Si s = µ, alors ω - b et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si s > µ, alors ω|b, or ω|a d’où la contradiction avec a, b copremiers.
- Si s < µ, il s’ensuit de :

3ωµbp1 = ωs(ω2im−sA2m
1 + ω2jn−sB2n

1 + ωim+jn−sAm1 B
n
1 )

que ω|A1 ou ω|B1 ce qui en contradiction avec les hypothèses.

** I-1-2-2-2-2- Si ω|C l =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1. De Am + Bn = C l =⇒
ω|(C l−Am) =⇒ ω|B. Par suite, on obtient les mêmes résultats de I-1-2-2-2-1- ci-dessus.

** I-2- k′ = 1 : par suite k′ = 1 =⇒ p = 3b, alors on a A2m = 4a = (2a′)2 =⇒ Am =

2a′, par suite a = a′2 est pair et :

AmBn = 2 3
√
ρcos

θ

3
. 3
√
ρ

(√
3sin

θ

3
− cosθ

3

)
=
p
√

3

3
sin

2θ

3
− 2a
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ou encore :

A2m + 2AmBn =
2p
√

3

3
sin

2θ

3
= 2b
√

3sin
2θ

3
(5.8)

Le membre à gauche de (5.8) est un entier et b aussi, alors 2
√

3sin
2θ

3
peut être écrit sous

la forme :
2
√

3sin
2θ

3
=
k1
k2

où k1, k2 sont deux entiers copremiers et k2|b =⇒ b = k2.k3.

** I-2-1- k′ = 1 et k3 6= 1 : alors A2m + 2AmBn = k3.k1. Soit µ un entier premier tel
que µ|k3. Si µ = 2 ⇒ 2|b, mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a, b copremiers. On
suppose donc µ 6= 2 et µ|k3, alors µ|Am(Am + 2Bn) =⇒ µ|Am ou µ|(Am + 2Bn).

** I-2-1-1- µ|Am : Si µ|Am =⇒ µ|A2m =⇒ µ|4a =⇒ µ|a. Comme µ|k3 =⇒ µ|b et que
a, b sont copremiers d’où la contradiction.

** I-2-1-2- µ|(Am + 2Bn) : Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et
µ - Bn. µ|(Am + 2Bn), on peut écrire Am + 2Bn = µ.t′. Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

En utilisant l’expression de p, on obtient :

p = t′2µ2 − 2t′Bnµ+Bn(Bn − Am)

Comme p = 3b = 3k2.k3 et µ|k3 d’où µ|p =⇒ p = µµ′, alors on a :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn − Am)

et µ|Bn(Bn − Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn − Am).

** I-2-1-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec I-2-1-2-.

** I-2-1-2-2- µ|(Bn − Am) : Si µ|(Bn − Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), on obtient :

µ|3Bn =⇒


µ|Bn =⇒ µ|B
ou
µ = 3

** I-2-1-2-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec I-2-1-2- ci-
dessus.
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** I-2-1-2-2-2- µ = 3 : Si µ = 3 =⇒ 3|k3 =⇒ k3 = 3k′3, et on a b = k2k3 = 3k2k
′
3, il

s’ensuit p = 3b = 9k2k
′
3 alors 9|p, mais p = (Am −Bn)2 + 3AmBn alors :

9k2k
′
3 − 3AmBn = (Am −Bn)2

qu’on écrit :
3(3k2k

′
3 − AmBn) = (Am −Bn)2 (5.9)

d’où :
3|(3k2k′3 − AmBn) =⇒ 3|AmBn =⇒ 3|Am ou 3|Bn

** I-2-1-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A et on a aussi 3|A2m, mais A2m = 4a =⇒
3|4a =⇒ 3|a. Comme b = 3k2k

′
3 alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’où la contradic-

tion. Alors 3 - A.

** I-2-1-2-2-2-2- 3|Bm : Si 3|Bn =⇒ 3|B, or l’équation (5.9) implique 3|(Am−Bn)2 =⇒
3|(Am−Bn) =⇒ 3|Am =⇒ 3|A. Mais en utilisant le résultat du cas précédent, on obtient
3 - A.

Alors l’hypothèse k3 6= 1 est impossible.

** I-2-2- Maintenant, on suppose que k3 = 1 =⇒ b = k2 et p = 3b = 3k2. on a alors :

2
√

3sin
2θ

3
=
k1
b

(5.10)

avec k1, b copremiers, on écrit (5.10) comme :

4
√

3sin
θ

3
cos

θ

3
=
k1
b

Prenons le carré des deux membres et en remplaçant cos2
θ

3
par

a

b
, on obtient :

3× 42.a(b− a) = k21 =⇒ k21 = 3× 42.a′2(b− a)

ce qui implique que :

b− a = 3α2 =⇒ b = a′2 + 3α2 =⇒ k1 = 12a′α

Comme :
k1 = 12a′α = Am(Am + 2Bn) =⇒ 3α = a′ +Bn

On considère maintenant que 3|(b−a) avec b = a′2+3α2. Le cas α = 1 donne a′+Bn = 3

ce qui impossible. On suppose que α > 1. Alors le couple (a′, α) est solution de l’équation
diophantine :

X2 + 3Y 2 = b (5.11)
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avec X = a′ et Y = α. Or d’après un théorème sur les solutions de l’équation donnée par
(5.11), b s’écrit (voir théorème 37.4 de [S]) :

b = 22s × 3t.pt11 · · · ptgg q
2s1
1 · · · q2srr

où les pi sont des nombres premiers vérifiant pi≡1( mod 6), les qj sont aussi des nombres
premiers tels que qj≡5(mod 6). Alors :

- si s ≥ 1 =⇒ 2|b, comme 2|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers ;
- si t ≥ 1 =⇒ 3|b, or 3|(b− a) =⇒ 3|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** I-2-2-1- Donc on suppose que b s’écrit sous la forme :

b = pt11 · · · ptgg q
2s1
1 · · · q2srr

avec pi≡1(mod6) et qj≡5(mod6). Finalement on obtient que b≡1(mod6). Vérifions
alors cette condition.

** I-2-2-1-1- On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de Am +Bn = C l en fonc-
tion des valeurs deAm, Bn( mod 6). On obtient le tableau ci-dessous après avoir retiré les
lignes (respectivent les colonnes ) de Am≡0(mod 6) et Am≡3(mod 6) (respectivement
de Bn≡0(mod 6) et Bn≡3(mod 6)), car ils présentent des cas contradictoires :

Am , Bn 1 2 4 5

1 2 3 5 0
2 3 4 0 1
4 5 0 2 3
5 0 1 3 4

TABLE 2 – Tableau de C l(mod 6)

** I-2-2-1-1-1- Pour les cas C l ≡ 0(mod 6) et C l ≡ 3(mod 6), on déduit que 3|C l =⇒
3|C =⇒ C = 3hC1, avec h ≥ 1 et 3 - C1. Il en résulte que p−BnC l = 3b− 3lhC l

1B
n =

A2m =⇒ 3|(A2m = 4a) =⇒ 3|a =⇒ 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** I-2-2-1-1-2- Pour les cas C l ≡ 0(mod6), C l ≡ 2(mod6) et C l ≡ 4(mod6), on
déduit que 2|C l =⇒ 2|C =⇒ C = 2hC1, avec h ≥ 1 et 2 - C1. Il en résulte que
p = 3b = A2m + BnC l = 4a + 2lhC l

1B
n =⇒ 2|3b =⇒ 2|b, d’où la contradiction avec

a, b copremiers.
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** I-2-2-1-1-3- On considère les cas Am≡1(mod6) et Bn≡4(mod6)( respectivement
Bn≡2(mod6)) : d’où 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1 avec j ≥ 1 et 2 - B1. Il en
résulte de 3b = A2m + BnC l = 4a + 2jnBn

1C
l, par suite 2|b, d’où la contradiction avec

a, b copremiers.

** I-2-2-1-1-4- On considère le cas Am≡5(mod6) et Bn≡2(mod6) : d’où 2|Bn =⇒
2|B =⇒ B = 2jB1 avec j ≥ 1 et 2 - B1. Il en résulte de 3b = A2m + BnC l =

4a+ 2jnBn
1C

l, par suite 2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.

** I-2-2-1-1-5- On considère le casAm≡2( mod 6) etBn≡5( mod 6) : commeAm≡2( mod

6) =⇒ Am≡2(mod 3), donc Am n’est pas un carré, de même pour Bn. Par suite, Am et
Bn s’écrivent sous la forme suivante :

Am = a0.A2

Bn = b0B2

où a0 (respectivement b0) regroupe le produit de nombres premiers d’exposants 1 de Am

(respectivement de Bn) sans que nécessairement (a0,A) = 1 et (b0,B) = 1. On a aussi
p = 3b = A2m + AmBn + B2n = (Am − Bn)2 + 3AmBn =⇒ 3|(b − AmBn) =⇒
AmBn≡b(mod 3) or b = a + 3α2 =⇒ b≡a≡a′2(mod 3), par suite AmBn≡a′2(mod 3).
Mais Am≡2(mod 6) =⇒ 2a′≡2(mod 6) =⇒ 4a′2≡4(mod 6) =⇒ a′2≡1(mod 3). Il en
résulte queAmBn est un carré, soitAmBn = N 2 = A2.B2.a0.b0. Notons parN 2

1 = a0.b0.
Soit p1 un nombre premier qui divise a0 =⇒ a0 = p1.a1 avec p1 - a1. p1|N 2

1 =⇒
p1|N1 =⇒ N1 = pt1N ′1 avec t ≥ 1 et p1 - N ′1, d’où p2t−11 N ′21 = a1.b0. Comme
2t ≥ 2 =⇒ 2t− 1 ≥ 1 =⇒ p1|a1.b0 mais (p1, a1) = 1, d’où p1|b0 =⇒ p1|Bn =⇒ p1|B.
Or p1|(Am = 2a′). p1 est différent de 2 car p1|Bn et Bn est impair, d’où la contradiction.
Par suite, p1|a′ =⇒ p1|a. Si p1 = 3, de 3|(b − a) =⇒ 3|b d’où la contradiction avec a, b
premiers. Donc p1 > 3 premier divise Am et Bn, par suite p1|(p = 3b) =⇒ p1|b, il en
résulte la contradiction avec a, b premiers, sachant que p = 3b≡3(mod 6) et en choisis-
sant le cas qui nous intéresse à savoir b≡1(mod 6).

** I-2-2-1-1-6- On considère le dernier cas du tableau précédentAm≡4( mod 6) etBn≡1( mod

6). On revient à l’équation (5.11) que vérifie b :

b = X2 + 3Y 2 (5.12)

avec X = a′; Y = α

et 3α = a′ +Bn

Supposons qu’il existe une autre solution de (5.12) :

b = X2 + 3Y 3 = u2 + 3v2 =⇒ 2u 6= Am, 3v 6= a′ +Bn
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Or Bn =
6α− Am

2
= 3α − a′ et b vérifie aussi :3b = p = A2m + AmBn + B2n, il est

impossible que u, v vérifie :

6v = 2u+ 2Bn

3b = 4u2 + 2uBn +B2n

Considérons que : 6v − 2u = 6α − 2a′ =⇒ u = 3v − 3α + a′. D’où b = u2 + 3v2 =

(3v − 3α + a′)2 + 3v2 ce qui donne :

2v2 −Bnv + α2 − a′α = 0

2v2 −Bnv − (a′ +Bn)(Am −Bn)

9
= 0

La résolution de la dernière équation donne en prenant la racine positive (car Am > Bn),
v1 = α, par suite u = a′. Il en résulte que b dans (5.12) a une représentation unique
sous la forme X2 + 3Y 2 avec X, 3Y copremiers. Comme b est un nombre entier impair,
on applique l’un des théorèmes d’Euler sur les nombres convenables ”numerus idoneus”
(voir [C],[F]) à savoir : Si n > 1 est un entier impair qui est représenté de façon unique
telle que n = x2 + 3y2 avec x, y ∈ N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est
premier. Il en résulte que b est premier.

On a aussi p = 3b = A2m + AmBn + B2n = 4a′2 + Bn.C l soit 9α2 − a′2 = Bn.C l,
par suite 3α, a′ ∈ N sont solutions de l’équation diophantine :

x2 − y2 = N (5.13)

avec N = BnC l > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de (5.13) et τ(N) le nombre
de façon d’écrire les facteurs de N , alors on annonce le résultat suivant concernant les
solutions de (5.13) (voir théorème 27.3 de [S]) :

- si N≡2(mod 4), alors Q(N) = 0 ;
- si N≡1 ou N≡3(mod 4), alors Q(N) = [τ(N)/2] ;
- si N≡0(mod 4), alors Q(N) = [τ(N/4)/2].

Rappelons que Am≡0(mod4). Concernant Bn, pour Bn≡0(mod4) ou Bn≡2(mod4),
on trouve que 2|Bn =⇒ 2|α =⇒ 2|b, par suite la contradiction avec a, b copremiers. Il
reste le cas Bn≡3(mod 4) =⇒ C l≡3(mod 4) =⇒ N = BnC l≡1(mod 4) =⇒ Q(N) =

[τ(N)/2] > 1. Or Q(N) = 1, puisque les inconnues de (5.13) sont aussi les inconnues de
(5.12) et on a une unique solution des deux équations diophantines, d’où la contradiction.

Il en résulte que la condition 3|(b− a) est contradictoire.

L’étude du cas 5.8 est donc achevée.
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5.9 Cas 3|p et b|4p :

Les cas suivants ont été déjà étudiés :
* 3|p, b = 2 =⇒ b|4p : cas 5.1
* 3|p, b = 4 =⇒ b|4p : cas 5.2
* 3|p =⇒ p = 3p′, b|p′ =⇒ p′ = bp”, p” 6= 1 : cas 5.3
* 3|p, b = 3 =⇒ b|4p : cas 5.4
* 3|p =⇒ p = 3p′, b = p′ =⇒ b|4p : cas 5.8

** J-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p =⇒ p = 3p′ et 4p = 12p′. En prenant b = 12,
on a b|4p. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 =⇒ 3 < a < 9. Comme 2|b et
3|b, les valeurs possibles de a sont 5 et 7.

** J-1-1- a = 5 et b = 12 =⇒ 4p = 12p′ = bp′. Or A2m =
4p

3
.
a

b
=

5bp′

3b
=

5p′

3
=⇒

3|p′ =⇒ p′ = 3p” avec p” ∈ N∗, alors p = 9p”. D’où les expressions :

A2m = 5p” (5.14)

BnC l =
p

3

(
3− 4cos2

θ

3

)
= 4p” (5.15)

Comme n, l > 3, on déduit de l’équation (5.15) que 2|p” =⇒ p” = 2αp1 avec α ≥ 1 et
2 - p1. Par suite, (5.14) devient : A2m = 5p” = 5 × 2αp1 =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1, i ≥ 1

et 2 - A1. On a aussi BnC l = 2α+2p1 =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** J-1-1-1- On suppose que 2|Bn =⇒ B = 2jB1, j ≥ 1 et 2 - B1. On obtient Bn
1C

l =

2α+2−jnp1 :
- Si α+2−jn > 0 =⇒ 2|C l, pas de contradiction avecC l = 2imAm1 +2jnBn

1 =⇒ 2|C l

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si α+2− jn = 0 =⇒ Bn

1C
l = p1. De C=2imAm1 +2jnBn

1 =⇒ 2|C l ce qui implique
que 2|p1 d’où la contradiction.

- Si α + 2 − jn < 0 =⇒ 2jn−α−2Bn
1C

l = p1 ce qui implique que 2|p1 d’où la
contradiction.
** J-1-1-2- On suppose que 2|C l, utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient
les mêmes résultats.

** J-1-2- On suppose maintenant que a = 7 et b = 12 =⇒ 4p = 12p′ = bp′. Or

A2m =
4p

3
.
a

b
=

12p′

3
.

7

12
=

7p′

3
=⇒ 3|p′ =⇒ p = 9p”. On obtient :

A2m = 7p”

BnC l =
p

3

(
3− 4cos2

θ

3

)
= 2p”
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La dernière équation implique que 2|BnC l. En utilisant la même méthodologie appliquée
en J-1-1- ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

On passe maintenant au cas général. Comme 3|p ⇒ p = 3p′ et b|4p ⇒ ∃k1 ∈ N∗ et
4p = 12p′ = k1b.

** J-2- k1 = 1 : Si k1 = 1 donc b = 12p′, (p′ 6= 1 sinon p = 3� A2m + B2n + AmBn).

Mais A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=

12p′

3

a

b
=

4p′.a

12p′
=

a

3
⇒ 3|a car A2m est un entier, d’où la

contradiction avec a, b copremiers.

** J-3- k1 = 3 : Si k1 = 3, d’où b = 4p′ et A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=
k1.a

3
= a = (Am)2 =

a′2 =⇒ Am = a′. Le calcul de AmBn donne AmBn =
p
√

3

3
sin

2θ

3
− a

2
, soit :

A2m + 2AmBn =
2p
√

3

3
sin

2θ

3
= 2p′

√
3sin

2θ

3
(5.16)

Le membre à gauche de (5.16) est un entier et p′ aussi, alors 2
√

3sin
2θ

3
peut être écrit

sous la forme :
2
√

3sin
2θ

3
=
k2
k3

où k2, k3 sont deux entiers copremiers et k3|p′ =⇒ p′ = k3.k4.

** J-3-1- k4 6= 1 : on suppose k4 6= 1, alors :

A2m + 2AmBn = k2.k4 (5.17)

Soit µ un entier premier tel que µ|k4. Alors µ|Am(Am+2Bn) =⇒ µ|Am ou µ|(Am+2Bn).

** J-3-1-1- µ|Am : Si µ|Am =⇒ µ|A2m =⇒ µ|a. Comme µ|k4 =⇒ µ|p′ ⇒ µ|(4p′ = b).
Or a, b sont copremiers d’où la contradiction.

** J-3-1-2- µ|(Am + 2Bn) : Si µ|(Am + 2Bn) =⇒ µ - Am et µ - 2Bn alors µ 6= 2 et
µ - Bn. µ|(Am + 2Bn), on peut écrire Am + 2Bn = µ.t′. Il s’ensuit :

Am +Bn = µt′ −Bn =⇒ A2m +B2n + 2AmBn = µ2t′2 − 2t′µBn +B2n

Utilisant l’expression de p, on obtient p = t′2µ2 − 2t′Bnµ + Bn(Bn − Am). Comme
p = 3p′ et µ|p′ ⇒ µ|(3p′)⇒ µ|p, on peut écrire : ∃µ′ et p = µµ′, alors on arrive à :

µ′µ = µ(µt′2 − 2t′Bn) +Bn(Bn − Am)
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et µ|Bn(Bn − Am) =⇒ µ|Bn ou µ|(Bn − Am).

** J-3-1-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

** J-3-1-2-2- µ|(Bn − Am) : Si µ|(Bn − Am) et utilisant µ|(Am + 2Bn), on obtient :

µ|3Bn =⇒


µ|Bn

ou
µ = 3

** J-3-1-2-2-1- µ|Bn : Si µ|Bn =⇒ µ|B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

** J-3-1-2-2-2- µ = 3 : Si µ = 3 =⇒ 3|k4 =⇒ k4 = 3k′4, et on a p′ = k3k4 = 3k3k
′
4, il

s’ensuit p = 3p′ = 9k3k
′
4, alors 9|p, mais p = (Am −Bn)2 + 3AmBn, il en résulte :

9k3k
′
4 − 3AmBn = (Am −Bn)2

qu’on écrit : 3(3k3k
′
4−AmBn) = (Am−Bn)2, d’où : 3|(3k3k′4−AmBn) =⇒ 3|AmBn =⇒

3|Am ou 3|Bn.

** J-3-1-2-2-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A2m ⇒ 3|a, mais 3|p′ ⇒ 3|(4p′) soit 3|b d’où la
contradiction avec a, b copremiers. Alors 3 - A.

** J-3-1-2-2-2-2- 3|Bn : Si 3|Bn or Am = µt′ − 2Bn = 3t′ − 2Bn =⇒ 3|Am, ce qui est
contradictoire. Alors l’hypothèse k4 6= 1 est impossible.

** J-3-2- k4 = 1 : Maintenant, on suppose que k4 = 1 =⇒ p′ = k3k4 = k3. On a alors :

2
√

3sin
2θ

3
=
k2
p′

(5.18)

avec k2, p′ copremiers, on écrit (5.18) comme :

4
√

3sin
θ

3
cos

θ

3
=
k2
p′

Prenons le carré des deux membres et en remplaçant cos2
θ

3
par

a

b
et b = 4p′, on obtient :

3.a(b− a) = k22

Comme A2m = a = a′2, ce qui implique que :

3|(b− a), et b− a = b− a′2 = 3α2
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Comme k2 = Am(Am + 2Bn) d’après l’équation (5.17) et que 3|k2 =⇒ 3|Am(Am +

2Bn) =⇒ 3|Am ou 3|(Am + 2Bn).

** J-3-2-1- 3|Am : Si 3|Am =⇒ 3|A2m =⇒ 3|a, mais 3|(b − a) =⇒ 3|b d’où la contra-
diction avec a, b copremiers.

** J-3-2-2- 3|(Am + 2Bn) =⇒ 3 - Am et 3 - Bn. Comme d’une part k22 = 9aα2 =

9a′2α2 =⇒ k2 = 3a′α = Am(Am + 2Bn), par suite :

3α = Am + 2Bn (5.19)

Comme b s’écrit sous la forme b = a′2 + 3α2, donc le couple (a′, α) est une solution de
l’équation diophantine :

x2 + 3y2 = b (5.20)

Comme b = 4p′, par suite :

** J-3-2-2-1- Si x, y sont pairs, d’où 2|a′ =⇒ 2|a, il en résulte la contradiction avec a, b
copremiers.

** J-3-2-2-2- Si x, y sont impairs, soit a′, α impairs, c’est-à-dire Am = a′≡1(mod 4) ou
Am≡3( mod 4). Si u, v vérifient (5.20), soit b = u2+3v2, avec u 6= a′ et v 6= α, alors u, v
ne vérifie pas (5.19), soit 3v 6= u+2Bn, sinon u = 3v−2Bn =⇒ b = (3v−2Bn)2+3v2 =

a′2+3α, la résolution de l’équation du second degré obtenue en v donne la racine positive
v1 = α, par suite u = 3α − 2Bn = a′, d’où l’unicité de l’écriture de b représentée par
(5.20).

** J-3-2-2-2-1- On suppose Am≡1(mod 4) et Bn≡0(mod 4), d’où Bn est pair et Bn =

2B′. L’expression de p devient :

p = a′2 + 2a′B′ + 4B′2 = (a′ +B′)2 + 3B′2 = 3p′ =⇒ 3|(a′ +B′) =⇒ a′ +B′ = 3B”

p′ = B′2 + 3B”2 =⇒ b = 4p′ = (2B′)2 + 3(2B”)2 = a′2 + 3α2

Soit 2B′ = Bn = a′ = Am, d’où la contradiction avec Am > Bn.

** J-3-2-2-2-2- On suppose Am≡1(mod 4) et Bn≡1(mod 4), d’où C l est pair et C l =

2C ′. L’expression de p devient :

p = C2l − C lBn +B2n = 4C ′2 − 2C ′Bn +B2n = (C ′ −Bn)2 + 3C ′2 = 3p′

=⇒ 3|(C ′ −Bn) =⇒ C ′ −Bn = 3C”

p′ = C ′2 + 3C”2 =⇒ b = 4p′ = (2C ′)2 + 3(2C”)2 = a′2 + 3α2
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Soit 2C ′ = C l = a′ = Am, d’où la contradiction.

** J-3-2-2-2-3- On suppose Am≡1(mod 4) et Bn≡2(mod 4), d’où Bn est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

** J-3-2-2-2-4- On suppose Am≡1(mod 4) et Bn≡3(mod 4), d’où C l est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

** J-3-2-2-2-5- On suppose Am≡3(mod 4) et Bn≡0(mod 4), d’où Bn est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

** J-3-2-2-2-6- On suppose Am≡3(mod 4) et Bn≡1(mod 4), d’où C l est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

** J-3-2-2-2-7- On suppose Am≡3(mod 4) et Bn≡2(mod 4), d’où Bn est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

** J-3-2-2-2-8- On suppose Am≡3(mod 4) et Bn≡3(mod 4), d’où C l est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

On a achevé donc l’étude de J-3-2-2- qui a mené à des contradictions.

** J-4- On suppose k1 6= 3 et 3|k1 =⇒ k1 = 3k′1 avec k′1 6= 1, alors 4p = 12p′ =

k1b = 3k′1b ⇒ 4p′ = k′1b. A
2m s’écrit A2m =

4p

3
cos2

θ

3
=

3k′1b

3

a

b
= k′1a et BnC l =

p

3

(
3− 4cos2

θ

3

)
=
k′1
4

(3b − 4a). Comme BnC l est un entier, on doit avoir 4|(3b − 4a)

ou 4|k′1 ou [2|k′1 et 2|(3b− 4a)].

** J-4-1- On suppose que 4|(3b− 4a).

** J-4-1-1- On suppose que 3b− 4a = 4 =⇒ 4|b =⇒ 2|b. On a alors :

A2m = k′1a

BnC l = k′1

** J-4-1-1-1- Si k′1 est premier, de BnC l = k′1, c’est impossible.

** J-4-1-1-2- On suppose que k′1 > 1 est non premier. Soit ω un nombre premier tel que
ω|k′1.
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** J-4-1-1-2-1- On suppose que k′1 = ωs, avec s ≥ 6. On a donc :

A2m = ωs.a (5.21)

BnC l = ωs (5.22)

** J-4-1-1-2-1-1- Supposons ω = 2, si a, k′1 sont non copremiers alors 2|a, comme 2|b,
c’est la contradiction avec a, b copremiers.

** J-4-1-1-2-1-2- Supposons ω = 2 et a, k′1 sont copremiers donc 2 - a. De (5.22), on
en déduit que B = C = 2 et n + l = s, et A2m = 2s.a, mais Am = 2l − 2n =⇒
A2m = (2l − 2n)2 = 22l + 22n − 2(2l+n) = 22l + 22n − 2 × 2s = 2s.a =⇒ 22l +

22n = 2s(a + 2). Si l = n, on obtient a = 0 d’où la contradiction. Si l 6= n, comme
Am = 2l − 2n > 0 =⇒ n < l =⇒ 2n < s, d’où 22n(1 + 22l−2n − 2s+1−2n) = 2n2l.a.
Posons l = n + n1 =⇒ 1 + 22l−2n − 2s+1−2n = 2n1 .a, or le terme à gauche est impair et
le membre à droite est pair d’où la contradiction. Donc le cas ω = 2 est impossible.

** J-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k′1 = ωs avec ω 6= 2 :

** J-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k′1 sont non copremiers, alors ω|a =⇒ a = ωt.a1 et
t - a1. On a donc :

A2m = ωs+t.a1 (5.23)

BnC l = ωs (5.24)

De (5.24), on déduit que Bn = ωn, Cn = ωl, s = n+ l et Am = ωl − ωn > 0 =⇒ l > n.
De plus, A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 = ω2l + ω2n − 2 × ωs. Comme ω 6= 2 =⇒ ω est
impair, par suite A2m = ωs+t.a1 = (ωl − ωn)2 est pair, donc 2|a1 =⇒ 2|a ce qui est en
contradiction avec a, b copremiers, alors ce cas est impossible.

** J-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k′1 sont copremiers, avec :

A2m = ωs.a (5.25)

BnC l = ωs (5.26)

De (5.26), on déduit que Bn = ωn, C l = ωl et s = n + l. Comme ω 6= 2 =⇒ ω est
impair et A2m = ωs.a = (ωl − ωn)2 est pair, d’où 2|a. Par suite la contradiction avec a, b
copremiers, donc ce cas est impossible.
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** J-4-1-1-2-2- On suppose que k′1 = ωs.k2, avec s ≥ 6, ω - k2. On a donc :

A2m = ωs.k2.a

BnC l = ωs.k2

** J-4-1-1-2-2-1- Si k2 est premier, de la dernière équation ci-dessus, ω = k2, c’est en
contradiction avec ω - k2. Donc ce cas est impossible.

** J-4-1-1-2-2-2- On suppose que k′1 = ωs.k2, avec s ≥ 6, ω - k2 et k2 non premier. On a
donc :

A2m = ωs.k2.a

BnC l = ωs.k2 (5.27)

** J-4-1-1-2-2-2-1- On suppose ω, a copremiers, donc ω - a. Comme A2m = ωs.k2.a =⇒
ω|A =⇒ A = ωiA1 avec i ≥ 1 et ω - A1, par suite s = 2im. De (5.27), on a
ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** J-4-1-1-2-2-2-1-1- On suppose ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec j ≥ 1 et ω - B1.
D’où : Bn

1C
l = ω2im−jnk2 :

- Si 2im − jn > 0, ω|C l =⇒ ω|C, pas de contradiction avec C l = ωimAm1 + ωjnBn
1

et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si 2im − jn = 0 =⇒ Bn

1C
l = k2, comme ω - k2 =⇒ ω - C l d’où la contradiction

avec ω|(C l = Am +Bn).
- Si 2im−jn < 0 =⇒ ωjn−2imBn

1C
l = k2 =⇒ ω|k2 d’où la contradiction avec ω - k2.

** J-4-1-1-2-2-2-1-2- On suppose ω|C l, avec la même méthode suivie ci-dessus, on ob-
tient les mêmes résultats.

** J-4-1-1-2-2-2-2- Supposons que a, ω sont non copremiers, alors ω|a =⇒ a = ωt.a1 et
ω - a1. On a donc :

A2m = ωs+t.k2.a1 (5.28)

BnC l = ωs.k2 (5.29)

Comme A2m = ωs+t.k2.a1 =⇒ ω|A =⇒ A = ωiA1 avec i ≥ 1 et ω - A1, par suite
s+ t = 2im. De (5.29), on a ω|(BnC l) =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** J-4-1-1-2-2-2-2-1- On suppose ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec j ≥ 1 et ω - B1.
D’où : Bn

1C
l = ω2im−t−jnk2 :
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- Si 2im−t−jn > 0, ω|C l =⇒ ω|C, pas de contradiction avec C l = ωimAm1 +ωjnBn
1

et la conjecture (1.1) est vraie.
- Si 2im−t−jn = 0 =⇒ Bn

1C
l = k2, comme ω - k2 =⇒ ω - C l d’où la contradiction

avec ω|(C l = Am +Bn).
- Si 2im− t− jn < 0 =⇒ ωjn+t−2imBn

1C
l = k2 =⇒ ω|k2 d’où la contradiction avec

ω - k2.

** J-4-1-1-2-2-2-2-2- On suppose ω|C l, avec la même méthode suivie ci-dessus, on ob-
tient les mêmes résultats.

** J-4-1-2- 3b − 4a 6= 4 et 4|(3b − 4a) =⇒ 3b − 4a = 4sΩ avec s ≥ 1 et 4 - Ω. On
obtient :

A2m = k′1a (5.30)

BnC l = 4s−1k′1Ω (5.31)

** J-4-1-2-1- Supposons k′1 = 2, de (5.30) on déduit que 2|a. Comme 4|(3b−4a) =⇒ 2|b,
d’où la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** J-4-1-2-2- Supposons que k′1 = 3, de (5.30) on déduit que 33|A2m. De (5.31), il
en résulte que 33|Bn ou 33|C l. Dans les deux cas précédents, on obtient 33|p. Mais
4p = 3k′1b = 9b, or 27|p ce qui donne 3|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.
Donc ce cas est impossible.

** J-4-1-2-3- Supposons que k′1 est un nombre premier ≥ 5 :

** J-4-1-2-3-1- Supposons k′1 et a copremiers. L’équation (5.30) donne (Am)2 = k′1.a ce
qui est impossible avec k′1 - a. Donc ce cas est impossible.

** J-4-1-2-3-2- Supposons k′1 et a sont non copremiers, soit k′1|a =⇒ a = k′α1 a1 avec
α ≥ 1 et k′1 - a1. L’équation (5.30) s’écrit :

A2m = k′1a = k′α+1
1 a1

La dernière équation donne k′1|A2m =⇒ k′1|A =⇒ A = k′i1 .A1, avec k′1 - A1. Si
2i.m 6= (α + 1) c’est impossible. On suppose que 2i.m = α + 1, par suite k′1|Am.
Revenons à l’équation (5.31). Si k′1 et Ω sont copremiers, c’est impossible. On suppose
donc que k′1 et Ω ne sont pas copremiers c’est-à-dire que k′1|Ω et que l’exposant de k′1
dans Ω est tel que l’équation (5.31) soit satisfaite. On déduit facilement que k′1|Bn. Par
suite k′21 |(p = A2m +B2n +AmBn), mais 4p = 3k′1b =⇒ k′1|b, d’où la contradiction avec
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a, b copremiers.

** J-4-1-2-4- Supposons que k′1 ≥ 4 non premier.

** J-4-1-2-4-1- Supposons que k′1 = 4. On a alors : A2m = 4a et BnC l = 3b − 4a =

3p′ − 4a. Ce cas a été traité dans le paragraphe 5.8 cas ** I-2-.

** J-4-1-2-4-2- On suppose que k′1 > 4 non premier.

** J-4-1-2-4-2-1- On suppose que a, k′1 sont copremiers. De l’expression A2m = k′1.a on
déduit que a = a21 et k′1 = k”2

1. Ce qui donne :

Am = a1.k”1

BnC l = 4s−1k”2
1.Ω

Soit ω un nombre premier tel que ω|k”1, soit k”1 = ωt.k”2 avec ω - k”2. Les deux
équations précédentes deviennent :

Am = a1.ω
t.k”2 (5.32)

BnC l = 4s−1ω2t.k”2
2.Ω (5.33)

De (5.32) ω|Am =⇒ ω|A =⇒ A = ωi.A1 avec ω - A1 et im = t. De (5.33), on a
ω|BnC l =⇒ ω|Bn ou ω|C l.

** J-4-1-2-4-2-1-1- Si ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωj.B1, avec ω - B1. De (5.32), on a
Bn

1C
l = ω2t−j.n4s−1.k”2

2.Ω. Si ω = 2 et 2 - Ω, on a Bn
1C

l = 22t+2s−j.n−2k”2
2 :

- Si 2t+ 2s− jn− 2 ≤ 0 alors 2 - C l ce qui est en contradiction avec C l = ωimAm1 +

ωjnBn
1 .

- Si 2t+ 2s− jn− 2 ≥ 1 =⇒ 2|C l =⇒ 2|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

(Mêmes résultats si 2|Ω =⇒ Ω = 2µ.Ω1, on remplace 2t+ 2s− jn− 2 par 2t+ 2s+

µ− jn− 2). Si ω 6= 2, on a Bn
1C

l = ω2t−jn4s−1k”2
2.Ω.

Là aussi, si ω - Ω :
-Si 2t− jn ≤ 0 =⇒ ω - C l ce qui est en contradiction avec C l = ωimAm1 + ωjnBn

1 .
-Si 2t− jn ≥ 1 =⇒ ω|C l et la conjecture (1.1) est vérifiée.

Mêmes résultats si 2|Ω =⇒ Ω = 2µ.Ω1, on remplace 2t− jn par 2t+ µ− jn.
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** J-4-1-2-4-2-1-2- Si ω|C l =⇒ ω|C =⇒ C = ωh.C1, avec ω - C1. En utilisant les
mêmes méthodes en J-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, on obtient les mêmes résultats suivants les
cas.

** J-4-1-2-4-2-2- On suppose que a, k′1 sont non copremiers. Soit ω un nombre premier
tel que ω|a et ω|k′1. On écrit :

a = ωα.a1

k′1 = ωµ.k”1

avec a1, k”1 copremiers. L’expression de A2m devient A2m = ωα+µ.a1.k”1. Le terme
BnC l devient :

BnC l = 4s−1.ωµ.k”1.Ω (5.34)

** J-4-1-2-4-2-2-1- Si ω = 2 =⇒ 2|a, mais 2|b, d’où la contradiction avec a, b copre-
miers. Ce cas est donc impossible.

** J-4-1-2-4-2-2-2- Si ω ≥ 3. On a ω|a. Si ω|b c’est la contradiction avec a, b copremiers.
On suppose que ω - b. De l’expression de A2m, on obtient ω|A2m =⇒ ω|A =⇒ A =

ωi.A1 avec ω - A1, i ≥ 1 et 2i.m = α + µ. De (5.34), on déduit que ω|Bn ou ω|C l.

** J-4-1-2-4-2-2-2-1- On suppose que ω|Bn =⇒ ω|B =⇒ B = ωjB1 avec ω - B1 et
j ≥ 1. Par suite, Bn

1C
l = 4s−1ωµ−jn.k”1.Ω :

* ω - Ω :
- Si µ− jn ≥ 1 on a ω|C l =⇒ ω|C, pas de contradiction avec C l = ωimAm1 + ωjnBn

1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si µ − jn ≤ 0 avec ω - Ω, alors ω - C l et c’est la contradiction avec C l =

ωimAm1 + ωjnBn
1 . Donc ce cas est impossible.

* ω|Ω : soit Ω = ωβ.Ω1 avec β ≥ 1 et ω - Ω1. Comme 3b−4a = 4s.Ω = 4s.ωβ.Ω1 =⇒
3b = 4a + 4s.ωβ.Ω1 = 4ωα.a1 + 4s.ωβ.Ω1 =⇒ 3b = 4ω(ωα−1.a1 + 4s−1.ωβ−1.Ω1). Si
ω = 3 et β = 1, on obtient b = 4(3α−1a1 + 4s−1Ω1) et Bn

1C
l = 4s−13µ+1−jn.k”1Ω1.

- Si µ− jn+ 1 ≥ 1, alors 3|C l et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si µ− jn+ 1 ≤ 0, alors 3 - C l et c’est la contradiction avec C l = 3imAm1 + 3jnBn

1 .

Maintenant, si β ≥ 2 et α = im ≥ 3, on obtient 3b = 4ω2(ωα−2a1 + 4s−1ωβ−2Ω1). Si
ω = 3 ou non, alors ω|b, mais ω|a, d’où la contradiction avec a, b copremiers.
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** J-4-1-2-4-2-2-2-2- On suppose que ω|C l =⇒ ω|C =⇒ C = ωhC1 avec ω - C1 et
h ≥ 1. Par suite, BnC l

1 = 4s−1ωµ−hl.k”1.Ω. En utilisant la méthodologie ci-dessus, on
obtient les résultats analogues.

** J-4-2- On suppose que 4|k′1.

** J-4-2-1- k′1 = 4 =⇒ 4p = 3k′1b = 12b =⇒ p = 3b = 3p′, c’est le cas déjà étudié au
I-2- paragraphe 5.8.

** J-4-2-2- k′1 > 4 avec 4|k′1 =⇒ k′1 = 4sk”1 et s ≥ 1, 4 - k”1. On a donc :

A2m = 4sk”1a = 22sk”1a

BnC l = 4s−1k”1(3b− 4a) = 22s−2k”1(3b− 4a)

** J-4-2-2-1- On suppose s = 1 et k′1 = 4k”1 avec k”1 > 1, soit p = 3p′ et p′ = k”1b,
c’est le cas 5.3 déjà étudié.

** J-4-2-2-2- On suppose s > 1, par suite k′1 = 4sk”1 =⇒ 4p = 3× 4sk”1b et on a :

A2m = 4sk”1a (5.35)

BnC l = 4s−1k”1(3b− 4a) (5.36)

** J-4-2-2-2-1- On suppose que 2 - (k”1.a) =⇒ 2 - k”1 et 2 - a. Comme (Am)2 =

(2s)2.(k”1.a), on pose d2 = k”1.a, par suite Am = 2s.d =⇒ 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A =

2iA1 avec 2 - A1 et i ≥ 1. D’où : 2imAm1 = 2s.d =⇒ s = im. De l’équation (5.36), on a
2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** J-4-2-2-2-1-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j.B1, avec j ≥ 1 et 2 - B1.
L’équation (5.36) devient :

Bn
1C

l = 22s−jn−2k”1(3b− 4a) = 22im−jn−2k”1(3b− 4a)

* On suppose que 2 - (3b− 4a) :
- Si 2im− jn− 2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et
la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im− jn− 2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 .

* On suppose que 2µ|(3b− 4a), µ ≥ 1 et que a, b restent copremiers :
- Si 2im+µ− jn−2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 +2jnBn

1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
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- Si 2im+µ−jn−2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avecC l = 2imAm1 +2jnBn
1 .

** J-4-2-2-2-1-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1 et 2 - C1.
De la même manière traitée ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** J-4-2-2-2-2- On suppose que 2|(k”1.a) :

** J-4-2-2-2-2-1- On suppose que k”1 et a sont copremiers :

** J-4-2-2-2-2-1-1- On suppose que 2 - a et 2|k”1 =⇒ k”1 = 22µ.k”2
2 et a = a21. Alors

les équations (5.35-5.36) deviennent :

A2m = 4s.22µk”2
2a

2
1 =⇒ Am = 2s+µ.k”2.a1 (5.37)

BnC l = 4s−122µk”2
2(3b− 4a) = 22s+2µ−2k”2

2(3b− 4a) (5.38)

L’équation (5.37) donne 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec 2 - A1, i ≥ 1 et im = s+ µ.
De l’équation (5.38), on a 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** J-4-2-2-2-2-1-1-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j.B1, 2 - B1 et j ≥ 1.
Par suite Bn

1C
l = 22s+2µ−jn−2k”2

2(3b− 4a) :

* On suppose que 2 - (3b− 4a) :
- Si 2im− jn− 2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et
la conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2im− jn− 2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 .

* On suppose que 2α|(3b− 4a), α ≥ 1 et que a, b restent copremiers :
- Si 2im+α− jn−2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 +2jnBn

1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2im+α−jn−2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avecC l = 2imAm1 +2jnBn

1 .

** J-4-2-2-2-2-1-1-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1 et
2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** J-4-2-2-2-2-1-2- On suppose que 2 - k”1 et 2|a =⇒ a = 22µ.a21 et k”1 = k”2
2. Alors

les équations (5.35-5.36) deviennent :

A2m = 4s.22µa21k”2
2 =⇒ Am = 2s+µ.a1.k”2. (5.39)

BnC l = 4s−1k”2
2(3b− 4a) = 22s−2k”2

2(3b− 4a) (5.40)
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L’équation (5.39) donne 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec 2 - A1, i ≥ 1 et im = s+ µ.
De l’équation (5.40), on a 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** J-4-2-2-2-2-1-2-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j.B1, 2 - B1 et j ≥ 1.
Par suite Bn

1C
l = 22s−jn−2k”2

2(3b− 4a) :

* On suppose que 2 - (3b− 4a) =⇒ 2 - b :
- Si 2s− jn− 2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et la
conjecture (1.1) est vérifiée.

- Si 2s− jn− 2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1 .

* On suppose que 2α|(3b − 4a), α ≥ 1, dans ce cas a, b sont non copremiers, c’est la
contradiction.

** J-4-2-2-2-2-1-2-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1 et
2 - C1. De la même manière traitée ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** J-4-2-2-2-2-2- On suppose k”1 et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”1. Soit a =

2t.a1 et k”1 = 2µk”2 et 2 - a1 et 2 - k”2. De (5.35), on a µ + t = 2λ et a1.k”2 = ω2. Les
équations (5.35-5.36) deviennent :

A2m = 4sk”1a = 22s.2µk”2.2
t.a1 = 22s+2λ.ω2 =⇒ Am = 2s+λ.ω (5.41)

BnC l = 4s−12µk”2(3b− 4a) = 22s+µ−2k”2(3b− 4a) (5.42)

De (5.41) on a 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2iA1,i ≥ 1 et 2 - A1. De (5.42), 2s+ µ− 2 ≥ 1,
on déduit 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l.

** J-4-2-2-2-2-2-1- On suppose 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2j.B1, 2 - B1 et j ≥ 1. Par suite
Bn

1C
l = 22s+µ−jn−2k”2(3b− 4a) :

* On suppose que 2 - (3b− 4a) :

- Si 2s+ µ− jn− 2 ≥ 1, alors 2|C l, pas de contradiction avec C l = 2imAm1 + 2jnBn
1

et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2s+µ−jn−2 ≤ 0, alors 2 - C l, d’où la contradiction avec C l = 2imAm1 +2jnBn

1 .

* On suppose que 2α|(3b − 4a), pour une valeur α ≥ 1. Comme 2|a, alors 2α|(3b −
4a) =⇒ 2|(3b− 4a) =⇒ 2|(3b) =⇒ 2|b, d’où la contradiction avec a, b copremiers.
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** J-4-2-2-2-2-2-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C =⇒ C = 2h.C1, avec h ≥ 1 et 2 - C1.
De la même manière traitée ci-dessus, on obtient les mêmes résultats.

** J-4-3- 2|k′1 et 2|(3b− 4a) : alors on obtient 2|k′1 =⇒ k′1 = 2t.k”1 avec t ≥ 1 et 2 - k”1.
2|(3b − 4a) =⇒ 3b − 4a = 2µ.d avec µ ≥ 1 et 2 - d. On a aussi 2|b. Si 2|a, c’est la
contradition avec a, b copremiers.

On suppose dans la suite de cette section que 2 - a. Les équations (5.35-5.36) de-
viennent :

A2m = 2t.k”1.a = (Am)2 (5.43)

BnC l = 2t−1k”1.2
µ−1d = 2t+µ−2k”1.d (5.44)

De (5.43), on déduit que t est un exposant pair, soit t = 2λ. Par suite, on pose ω2 = k”1.a

ce qui donne Am = 2λ.ω =⇒ 2|Am =⇒ 2|A =⇒ A = 2i.A1 avec i ≥ 1 et 2 - A1. De
(5.44), on a 2λ+ µ− 2 ≥ 1, par suite 2|(BnC l) =⇒ 2|Bn ou 2|C l :

** J-4-3-1- On suppose que 2|Bn =⇒ 2|B =⇒ B = 2jB1, avec j ≥ 1 et 2 - B1. Il
s’ensuit que Bn

1C
l = 22λ+µ−jn−2.k”1.d.

- Si 2λ + µ − jn − 2 ≥ 1, on a 2|C l =⇒ 2|C, il n’y a pas de contradiction avec
C l = 2imAm1 + 2jnBn

1 et la conjecture (1.1) est vérifiée.
- Si 2λ + µ − jn − 2 ≤ 0, il s’ensuit que 2 - C, d’où la contradiction avec C l =

2imAm1 + 2jnBn
1 .

** J-4-3-2- On suppose que 2|C l =⇒ 2|C. En utilisant la même méthode ci-dessus, on
obtient les mêmes résultats.

Le Principal Théorème est démontré.

6 Exemples Numériques

6.1 Exemple 1 :

Soit l’exemple : 63 + 33 = 35 avec Am = 63, Bn = 33 et C l = 35. Avec les notations
utilisées dans le papier, on obtient :

p = 36 × 73, q = 8× 311, ∆̄ = 4× 318(37 × 42 − 733) < 0

ρ =
38 × 73

√
73√

3
, cosθ = −4× 33 ×

√
3

73
√

73
(6.1)
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Comme A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=⇒ cos2

θ

3
=

3A2m

4p
=

3× 24

73
=
a

b
=⇒ a = 3× 24, b = 73 ;

alors :

cos
θ

3
=

4
√

3√
73
, p = 36.b (6.2)

On vérifie facilement l’équation (6.1) utilisant (6.2). Pour cet exemple, on peut utiliser les
deux conditions de (3.4) comme 3|a, b|4p et 3|p. Les cas 4.4 et 5.3 sont respectivement
utilisés. Pour le cas 4.4, c’est le sous-cas B-2-2-1- qui a été utilisé et la conjecture (1.1)
est vérifiée. Concernant le cas 5.3, c’est le sous-cas G-2-2-1- qui a été appliqué et la
conjecture (1.1) est vérifiée. On trouve pour les deux cas que Am, Bn et C l de l’exemple
1 ont un facteur commun ce qui est vrai.

6.2 Exemple 2 :

Soit le deuxième exemple : 74 + 73 = 143. On prend Am = 74 , Bn = 73 et C l = 143.
On obtient p = 57 × 76 = 3 × 19 × 76 , q = 8 × 710 , ∆ = 27q2 − 4p3 = 27 × 4 ×
718(16×49−193) = −27×4×718×6075 < 0 , ρ = 19×79×

√
19 , cosθ = − 4× 7

19
√

19
.

Comme A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=⇒ cos2

θ

3
=

3A2m

4p
=

72

4× 19
=
a

b
=⇒ a = 72, b = 4× 19,

alors cos
θ

3
=

7

2
√

19
et on a le cas 3|p et b|(4p). Le calcul de cosθ à partir de l’expression

de cos
θ

3
confirme la valeur ci-dessous :

cosθ = cos3(θ/3) = 4cos3
θ

3
− 3cos

θ

3
= 4

(
7

2
√

19

)3

− 3
7

2
√

19
= − 4× 7

19
√

19

On obtient donc 3|p ⇒ p = 3p′, b|(4p) avec b 6= 2, 4 alors 12p′ = k1b = 3 × 76b. Ceci
concerne le paragraphe 5.9 de la deuxième hypothèse. Comme k1 = 3 × 76 = 3k′1 avec
k′1 = 76 6= 1. C’est le sous-cas J-4-1-2-4-2-2- avec la condition 4|(3b − 4a). Vérifions
alors :

3b− 4a = 3× 4× 19− 4× 72 = 32 =⇒ 4|(3b− 4a)

avec A2m = 78 = 76 × 72 = k′1.a et k′1 non premier, avec a et k′1 non copremiers avec
ω = 7 - Ω(= 2). On retrouve bien que la conjecture (1.1) est vérifiée avec un facteur
commun à savoir le nombre premier 7 un diviseur de k′1 = 76.

6.3 Exemple 3 :

Soit le troisième exemple : 194 + 383 = 573 avec Am = 194, Bn = 383 et C l = 573.
On obtient p = 196 × 577 , q = 8 × 27 × 1910 , ∆ = 27q2 − 4p3 = 4 × 1918(273 ×

16 × 192 − 5773) < 0 , ρ =
199 × 577

√
577

3
√

3
, cosθ = −4× 34 × 19

√
3

577
√

577
. Comme
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A2m =
4p

3
.cos2

θ

3
=⇒ cos2

θ

3
=

3A2m

4p
=

3× 192

4× 577
=
a

b
=⇒ a = 3 × 192, b = 4 × 577,

alors cos
θ

3
=

19
√

3

2
√

577
et on a le cas 3|a et b|(4p). Le calcul de cosθ à partir de l’expression

de cos
θ

3
confirme la valeur ci-dessus :

cosθ = cos3(θ/3) = 4cos3
θ

3
− 3cos

θ

3
= 4

(
19
√

3

2
√

577

)3

− 3
19
√

3

2
√

577
= −4× 34 × 19

√
3

577
√

577

On obtient donc 3|a ⇒ a = 3a′ = 3 × 192, b|(4p) avec b 6= 2, 4 et b = 4p′ avec p = kp′

soit p′ = 577 et k = 196. Ceci concerne le paragraphe 4.8 de la première hypothèse. C’est
le sous-cas E-2-2-2-2-1- avec ω = 19, a′, ω non copremiers et ω = 19 - (p′ − a′) =

(577− 192) avec s− jn = 6− 1× 3 = 3 ≥ 1, et la conjecture (1.1) est vérifiée.

7 Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est vraie a demandé l’étude
de plusieurs cas possibles. On a confirmé la méthode par les trois exemples numériques
présentés. En conclusion, on peut annoncer le théorème :

Théorème 7.1. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2018) : Soient A,B,C,m, n, et l des
entiers positifs avec m,n, l > 2. Si :

Am +Bn = C l (7.1)

alors A,B, et C ont un facteur en commun.
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Démonstration complète de la conjecture de Beal 63

[F] G. Frei : Leonhard Euler’s convenient numbers. The Mathematical Intelligencer, Vol.
7, n◦3, 55–58 and 64 (1985)


	Introduction
	Cas trivial

	Calculs Préliminaires 
	Démonstration

	Préambule de la Démonstration du Principal Théorème
	Cas cos23=1b
	b=1
	b=2
	b=3

	Cas a>1, cos23=ab

	Hypothèse : {3|a  et  b |4p } 
	Cas b=2 et 3|a :
	Cas b=4 et 3|a :
	Cas b=p et 3|a :
	Cas b|p p=b.p', p'>1, b=2, b=4 et 3|a :
	Cas b=2p et 3|a :
	Cas b=4p et 3|a :
	Cas 3|a et b=2p'b=2 avec p'|p :
	Cas 3|a et b=4p'b=2 avec p'|p :
	Cas 3|a et b|4p:

	Hypothèse:  {3|p  et  b|4p} 
	Cas b=2 et 3|p :
	Cas b=4 et 3|p :
	Cas: b=2, b=4,b=3, b|p et 3|p :
	Cas b=3 et 3|p :
	Cas 3|p et b=p:
	Cas 3|p et b=4p :
	Cas 3|p et b=2p :
	Cas 3|p et b=3 est un diviseur de p :
	Cas 3|p et b|4p:

	Exemples Numériques
	Exemple 1:
	Exemple 2:
	Exemple 3:

	Conclusion

