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Résumé

En 1997, Andrew Beal [DM]] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A, B, C, m, n,
et | des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si A™ + B" = C' alors A, B, et C ont un
facteur commun.

Nous commengons par construire le polynéme P(z) = (z — A™)(z — B")(z +
CY = 2% — px + ¢ avec p, q des entiers qui dépendent de A™, B" et C'. Nous
résolvons 22 — pz + ¢ = 0 et nous obtenons les trois racines x1, T2, £3 comme
fonctions de p, ¢ et d’un parametre §. Comme A™, B™, —C! sont les seules racines
de 2% — pxr + ¢ = 0, nous discutons les conditions pourque 1, x2, x3 soient des
entiers. Trois exemples numériques sont présentés.

Abstract

In 1997, Andrew Beal [DM]] announced the following conjecture : Let A, B, C,m,n,
and | be positive integers with m,n,l > 2. If A™ + B™ = C" then A, B, and C have
a common factor. We begin to construct the polynomial P(z) = (z — A™)(x —
B™)(xz + CY) = 2® — pa + ¢ with p, q integers depending of A™, B" and C'. We
resolve 2> — px + ¢ = 0 and we obtain the three roots 1, z2, x3 as functions of p, ¢
and a parameter 6. Since A™, B", —C" are the only roots of 2% — pz + ¢ = 0, we
discuss the conditions that x1, x2, x3 are integers and have or not a common factor.
Three numerical examples are given.
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A mon épouse Wahida, mes enfants Senda et Mohamed Mazen

1 Introduction

En 1997, Andrew Beal [DM]] avait annoncé la conjecture suivante :

Conjecture 1.1. Soient A, B,C, m,n, et des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A"+ B" = (" (1.1)
alors A, B, et C ont un facteur commun.

Dans ce papier, on donne une démonstration de la conjecture de Beal. L’idée est de
considérer un polynéme P(x) de troisieme degré ayant comme racines les nombres A™, B"
et —C' en tenant compte de la condition . Le papier est organisé comme suit : dans
la section 2, on exprime les racines de P(x) = z* — pzr + ¢ = 0 en fonction de deux
paramétres p, 6 qui dépendent de A™, B™ et C'. Les sections 3,4 et 5 représentent la par-
tie importante du papier, on obtient que A*™ = %00522. Comme A%™ est un entier, il
s’ensuit que cos2€ doit &tre écrit comme une fraction - ol a, b sont deux entiers positifs
non nuls copremiers. On discutera alors les conditions de divisibilité de p, a, b telles que
I’expression de A*™ soit un entier et que a, b restent copremiers. Suivant les cas étudiés,
on obtient que A, B, C' aient ou non un facteur commun. Dans la section 6, trois exemples
numériques sont présentés et on finit par la conclusion en section 7.

1.1 Cas trivial

On commence avec le cas trivial ot A”™ = B". L’équation (1.1) devient :
24™ = ('

Comme [ > 2, on déduit facilement que 2 est un facteur commun. La conjecture (1.1) est
vérifiée.

On suppose dans la suite que A™ > B™.

2 Calculs Préliminaires
On suppose la donnée de m,n,l € N* > 2et A, B,C € N* tels que :

A™ 4+ B" = (" 2.1)
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On note :
P(z) = (x — A™)(z — B")(z + C") (2.2)

Utilisant I’équation (2.1, P(x) peut s’écrire :
P(x) = 2° + 2[A™"B" — (A" + B")?] + A"B"(A™ + B") (2.3)
On introduit les notations :
p=(A"+4+ B")? — A™"B";q= A"B"(A™ + B")
Comme A™ # B"™, on obtient p > (0. L’équation devient :
P(z) =2° - pr+q

En utilisant 1’équation (2.2)), P(x) = 0 a trois racines réelles différentes : A™, B" et —C".
Maintenant, on résoud I’équation :

Px)=2—pr+q=0 (2.4)
Pour résoudre (2.4)), on pose :
r=u+v;a=A"B">0;8=(A"+ B")?
Alors P(z) = 0 donne les deux conditions sur u et v :
uP 0P = —quuv =p/3 >0
Alors u? et v3 sont solutions de I’équation du second degré :
X2+ qX +p*/27=0 (2.5)

Son descriminant A s’écrit :

27q% — 4p? B A

A=q*—4p*/27 = 5 5

avece
A =27¢% — 4p* = 270’3 — 4(B — a)*

Comme « # 0, on peut aussi re-€crire 1’équation précédente comme :

3
A:a3<27§—4<§—1>>

On appelle ¢ le parametre é, A devient :
a

A =a?27t —4(t —1)%)
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On note :
y=vy(t) =27t —4(t — 1)

Comme « > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). L’étude du signe de la fonction

y montre que y < 0 pour ¢ > 4. Dans notre cas, on est intéressé a ¢ > 0. Pour £ = 4, on
obtient y(4) = 0 et pour ¢ €]0,4[, y > 0. Comme ona t = g > 4 parce que A™ # B™:

(A™ — B")? > 0= 3= (A" + B")* > 4a = 4A™B"

Alorsy < 0 = A < 0 = A < 0. Alors I’équation (2.5)) n’a pas de racines réelles u> et
v3. Retrouvons les solutions u et v avec & = u + v un réel positif ou négatif et u.v = p/3.

2.1 Démonstration

Démonstration. Les solutions de 1’équation (2.5)) sont :

_ /—A

On doit résoudre : . .
u3:—q+2\/—A‘ U3:—q—2\/—A
2 ’ 2
Ecrivons X sous la forme X; = pew avec :

_VEE B VB

. q
= ;osinl = —— >0; cosf=——<0
2 3V3 2p 2p

alors 0 [27] €] + g, +[, soit :

T 1 0 V3

T T 0
— <<+t -< =< == =< cos= < —

2 6 3 3 2 3 2
et:
L_ 20 3
- cos” — -
4 3 4

d’oli ’expression de X5 : X5 = pe~®. On pose :

: . =143 ;2m
uw=re"; et j:—\/_:e’iﬂ
2
avec j est une racine complexe cubique de 1’unité, alors les solutions w et v sont :

up = re’t = Ype's

. i .50 . - 0427
uy = re? = Ypje's = Hpe' 3

: o 40— An L0 64dr
Uz = res — \3/5]2613 = \3/5@z 3etls = 3 pez 3

(2.6)

(2.7)
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et similairement :

vy =re W = ¥pe '3
. Py Y Ar—0
Vg = re W2 — \3/5]26 '3 = \3/562 3 e '3 = \3/561 3
-2 —0

vy = re W3 = {’/ﬁje‘ig = ¥/pe's

On doit choisir uy et vy, tels que uy + vy, soit réel. Dans ce cas, on a nécessairement :

U1 = Uy Uz =gy Uz =Ug

On obtient comme solutions réelles de I’équation (2.4)) :

(

0
Ty =U +v; = 2\3/56055 > 0

0+2 0 0
To = Uy + Vg = 2/pcos +3 T —/p (cos§ + \/§sin§) <0 (2.8)
0+4 0 0
T3 = uz + v3 = 2/pcos 2 T Jp (—6085 + \/gsmg) > 0
\

Comparant les expressions de x; et x3, on obtient facilement x; > 3. Comme A™, B"
et —C' sont les seules solutions réelles de 1} on considere, comme A" est supposé
supérieur a B", les expressions :

;

0
A" =z =u + v = ZWcosg

0+4 0 0
B" = x3 = uz + vy = 2/pcos 2 L P (—0035 + \/gsmg) (2.9)

\ 3

0+ 2 0 0
—Cl=ay=uy+ vy = 2/pcos +em =—p <cos§ + \/§sin§>

]

3 Préambule de la Démonstration du Principal Théoreme
Théoreme 3.1. Soient A, B, C, m,n, et des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :

A"+ B" = (" (3.1)
alors A, B, et C ont un facteur commun.

, 0 ) 0 . .
Démonstration. A™ = 2{’/50055 estun entier = A?™ = 4/ pgcoszg est un entier. Mais :

3/ 5 P
T
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Alors :

0
AT =43 p20052§ = 42 cos

) ) 0 . . )
Comme A?™ est un entier, et p est un entier, alors 00525 doit étre écrit sous la forme :

6 1 0
00325 =- ou cos’- =

a
b 3 b

avec b € N*, pour la derniere condition a € N* et a, b copremiers.

Notations : dans la suite du papier, les scalaires a,b,..., 2z, o, (3,..., A, B,C, ... et
A, P, ... représentent des entiers positifs sauf les parametres 6, p, ou ceux mentionnés

dans le texte, sont des réels.

g 1
3.1 Cas 0032§ = b

On obtient :

4 0 4.
AP — p.g.coszg =

g~

0
o

1 20 3 1 1 3

— << - =2 - < -<-=b<4<3b=0b=1,2,3.
Comme4<cosg<4:>4<b<4:< < 3b= 2,3
311 b=1

b=1=4 < 3 ce qui est impossible.

312 bv=2
_ om _ 4L _ 2D — 3y /
b=2=A _p,3,2 =3 = 3|lp = p = 3p’ avec p’ # 1 parce que 3 < p, on
obtient :
2
AP = (A™)? = gp =2p =2y = p' =2°p]
avec 21p;, a+1=2p
A™ = 28p, (3.2)
0
BrCl = 3/ p? (3 - 400325) =p =2%? (3.3)

De I’équation (3.2)), il s’ensuit que 2|A™ = A = 27A;, 7 > 1 et 21 A;. Par suite, on a
B = i.m = im. L’équation (3.3)) entraine que 2|(B"C") = 2|B" ou 2|C".
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Cas 2|B" :Si2|B" = 2|B = B = 2/B; avec 2 { B;. L'expression de B"C"
devient :
B?CZ — 22im—1—jnp%

-Si2im—1—jn > 1, 2|C' = 2|C en accord avec C! = 2™ AT + 27" B? et 1a conjecture
(1.1) est vérifiée.

-Si2im — 1 — jn < 0= 21+ C", d’ou la contradiction avec C! = 2m A" + 2" B1,
Cas2|C! :Si2|C': dela méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

313 b=3

41 4
b=3= A = p§§ = Ep = 9p = p = 9 avec p’ # 1 comme 9 < p, alors
A?™ = 49/, Si p' est premier c’est impossible car m > 2. On suppose que p’ est non
premier, comme m > 3, il s’ensuit que 2|p/, d’ot 2|A™. Or B"C' = 5p et 2|(B"C"). En

utilisant la maniere traitée du cas b = 2, on obtient les mémes résultats.

0 «a
32 Casa>1, cos’= =—
3 b
On a donc : / A 0 4
60825 = %; AP — p.§.0032§ = 3pba
ol a, b vérifient I'une des deux conditions :
{3la et bldp}|ou|{3|p et bl4p} (3.4)

et en utilisant I’équation (2.7)), on obtient une troisieme condition :

b<4da < 3b (3.5)
0
Pour ces conditions, A*™ = 43/ p%cos*$ = 42.00325 est un entier.

On va étudier alors les conditions données par I’équation (3.4) dans les deux sections
suivantes.

4 Hypothese : {3|a et bldp}

On a donc :
3la=3d e N* [ a=3d 4.1)
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41 Casb=2et3|a:

A% g’écrit

4p 0 4dpa 4dpa 2.pa

33730 32 3
En utilisant I’équation (4.1]), A?™ devient :

2.p.3d
Az = EPO0 2.p.a
3
0 3a’
mais 00325 = % = 7a > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.
42 Casb=4et3la:
A?™ g écrit
g2m 4p 0 4p 4.p p.a  p.3d

ce qui est impossible. Alors le cas b = 4 est impossible.

43 Casb=pet3la:
Ona:

et:

et B"C'=p—A" =b—4d =b—4a"?

Le calcul A™B" donne :

3 . 260
A"B" = p.\/?_smg —2d
3 . 26
ou AMB" +2d = p.gsing 4.2)

) ) 3 .20 . .
Le membre a gauche de (4.2)) est un entier et p aussi, alors 2\/?_5271? s’écrit sous la

V320 Ky

2—sin— = —
35m3 s

forme :
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ou k1, ko sont deux entiers copremiers et ko|p = p = b = ko.k3, k3 € N*.

** A-1- On suppose que k3 # 1, on obtient :
A™(A™ +2B") = ky.k3

Soit £ un entier premier avec p|ks, alors p|b et u| A™(A™ +2B") = p|A™ ou p|(A™ +
2B™).

#k A-1-1- Si p|A™ = u|A et p|A*™, mais A*™ = 4d’ = plda’ = (p = 2 mais 2|a’)
ou (u]a’). Alors pia d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

% A-1-2- Si p|(A™ +2B™) = put A™ et u 1 2B™ alors 1 # 2 et u 4 B". On écrit
w|(A™ + 2B™) comme :
A™ 4+ 2B" = p.t

Il s’ensuit :
A™ 4 B" = yt' — B" = A*™ + B> + 2A™B" = p*t* — 2t uB" + B*"
En utilisant I’expression de p :
p=t?p* —2'B"u+ B"(B" — A™)
Comme p = b = ko.ks et p|ks alors u|b = 3’ et b = pyt/, ainsi on peut écrire :
Wi = p(ut? — 26 B") + B"(B" — A™)
De la derniére équation, on obtient y| B"(B™ — A™) = p|B" ou u|(B" — A™).

** A-1-2-1- Si u|B™ ce qui en contradiction avec 1 B".

** A-1-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant pu|(A™ + 2B™), on arrive a :
pulB"
u|3B™ < ou
p=3

*% A-1-2-2-1- Si u|B" = p| B c’est la contradiction avec u 1 B citée ci-dessus.

** A-1-2-2-2- Si . = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.
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** A-2- On assume maintenant k3 = 1, alors :

AP L 2AMB" =

b=ko
—Qﬁsin% = ﬁ
3 3 b

Finalement :

mais @’ = a”2, alors p — a est un carré. Soit :

Abdelmajid Ben Hadj Salem

4.3)

N=p-—a=b-a=b-3a""= N +3a"*=b

L’équation (4.3)) devient :

a7\ =k} = ky = 4a” A

en prenant la racine carrée positive, mais k; = A™(A™ 4+ 2B™) = 2a” (A™ + 2B"), par

suite :

A" +2B" =2 = \A=a" + B" 4.4)

## A-2-1- Comme A™ = 2a” = 2|A™ —> 2|A = A = 2'Aj,aveci > let2 1 Ay,
par suite A™ = 24" = 2MAP = a” = 2™7LAP, orim > 3 = 4|a”. Comme
A=a" +B"— \= 2im_1A71” + B™. Prenons son carré, d’ou :

)\2 — 22im72A%m 4 2zmA§an 4 B2n

Comme im > 3, on peut écrire \> = 4\ +B*" = \?’=B?"( mod 4) = A\?=B*"=0( mod

4) ou \*=B?"=1(mod 4).

#% A-2-1-1- On suppose que \>’=B*'=0(mod4) = 4|\*> = 2|(b — a). Or 2|a car
a = 3a' =3a"? = 3 x 220m=1) A2™ et jm > 3. Par suite 2, il en résulte la contradiction

avec a, b copremiers.
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## A-2-1-2- On suppose maintenant que A?’=B?"=1(mod 4). Comme A™ = 2/~ 1A
etim —1 > 2, d’ott A"=0(mod 4). Comme B?"=1(mod 4), alors B" ne peut étre que
B"=1(mod 4) ou B"=3(mod 4) ce qui donne dans les deux cas B"C'=1(mod 4).

Onaaussip = b = A*™ + A™B" + B> = 4d' + B".C' = 4a”? + B"C" soit
B"C' = )\?—q”? = B".C', par suite \,a” € N sont solutions de 1’équation diophantine :

2= N (4.5)

avec N = B"C' > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de et 7(N) le nombre
de fagon d’écrire les facteurs de [V, alors on annonce le résultat suivant concernant les
solutions de (#.3) (voir théoréme 27.3 de [S]) :

- si N=2(mod 4), alors Q(N) = 0;

-si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- si N=0(mod 4), alors Q(N) = [1(N/4)/2].

Soit (u, v), u,v € N un autre couple solution de 1’équation {.5), alors u* —v? = 22 —
y? = N = B"C', mais A = x et a” = y vérifie I'équation (4.4) soit x —y = B", par suite
u, v vérifient aussi u —v = B", ce qui donne u+v = C', parsuiteu =z = A\ = a” + B"
etv = a”. On a ainsi démontré I’unicité des solutions de I’équation avec la condition
r—y = B". Comme N = B"C'=1(mod 4) = Q(N) = [r(N)/2] > 1.0rQ(N) =1,
d’ou la contradiction.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

On va vérifier la condition (3.5 donnée par b < 4a < 3b. Dans notre cas, la condition
devient :

p <347 < 3p avec p= A4 B* 4+ AmB"

et 3A%™ < 3p = A?™ < p est donc Vérifié. Si :

2

p < 3AM — 24*™ _ AmB" — BTSN
En étudiant le signe du polyndme Q(Y) = 2Y? — B"Y — B*" eten prenant Y = A™ >
B", la condition 242%™ — A™B™ — B?" > () est vérifiée, par suite, la condition b < 4a < 3b
est vraie.

Dans la suite du papier, on vérifie facilement que la condition b < 4a < 3b implique a
vérifier A™ > B" ce qu’est vrai.
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44 Casblp= p=bp,p>1,b#£2,b+4et3|a:

4.b.p".3.d/

4.p
A2m —
3.b

a
&P —Apd
3D pa

Calculons B"C" :

B"C!' = W (3sin2€ — cos2€> = W (3 — 400322)

3 3

bp  3.0"

mais v/ p? = g d’ou en utilisant cos*3 = 7

0 .a 4.a'
B"C' = W (3 —400525) = g (3 _43ba ) = p. (1 - ba ) =p'(b—4d)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, on a alors :

B"C' = p/(b — 4a’)
et A*™ =4y .d

## B-1- On suppose que p’ est premier, d’ott A*™ = 4ap’ = (A™)?> = p'la. Or
B"C' = p/(b—4d') = p/|B" ou p/|C".

#% B-1-1- Si p/|B" = p/|B = B = p'B; avec B; € N*. Par suite : p" 'BrC! =
b—4a’.0rn > 2alors (n — 1) > letp|a/,d’ ot p'|b = a et b non copremiers, d’ou la

contradiction.

## B-1-2- Si p/|C! = p/|C. La méme méthode utilisée ci-dessus, on obtient le méme
résultat.

** B-2- On considere que p’ n’est pas un nombre premier.

#% B-2-1- p/, a sont supposés copremiers : A>™ = 4ap’ = A™ = 2da’.p; avec a = a* et
p' = p?, donc d’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.

## B-2-1-1- 2|a/, alors 2|a’ = 2 { p;. Mais p’ = p?.
** B-2-1-1-1- Si p; est premier, c’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

** B-2-1-1-2- On suppose que p; est non premier, il s’écrit sous la forme p; = W™ =
p' = w?™. Par suite B"C! = ™ (b — 4d').
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#% B-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B" ou w|C".

s B2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = B, avec w | B, d'ot B.C! =
w2 (b — 4a’).

#% B-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, on obtient B.C' = b — 4a’. Comme C' =
A™ + B" = w|C! = w|C, et w|(b — 4a’). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc

premier avec a, par suite w { b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

** B-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a w|Cl —
w|Cetw|(b—4a") etw{aetwtb. Laconjecture (1.1)) est vérifie.

#4 B-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m — nj < 0 = W™ 2"Br.C' = b — 4d’. Comme w|C
utilisant C! = A™ + B" dot € = Wh.Cy = wmi=2mthipn Ol — ) _ 4q'. S
n.j—2m+h.l < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w 1 Cy. Donc si
n.j—2m+h.0 > 0etw|(b—4d’) avec w, a, b copremiers et la conjecture est vérifiée.

## B-2-1-1-2-1-2- On obtient les mémes résultats si w|C".

*% B-2-1-1-2-2- Maintenant, p’ = w?™ et w non premier, on écrit w = w{ Q) avec
wy premier  Q et f > 1 un entier, et wy|A. D’od B"C! = w2 (h — 4d) =
w1|(B"C’l) — w1|B” ou W1|Cl.

#% B-2-1-1-2-2-1- Si wy|B" = wi|B = B = w!B, avec w; { By, d’ott B.C! =
wrmdmrigm (p — 44/

## B-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, on obtient By.C' = Q?™(b — 4a’). Comme
Cl'= A" + B" = w,|C' = w,|C = w;|(b — 4d’). Or w; # 2 et w; est premier avec
a’ donc premier avec a, par suite w; 1 b, donc wy 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

*#*% B-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m — n.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a
w1|Ct = w1|C = wy|(b — 4a’) et wy { a et wy 1 b. La conjecture (1.1)) est vérifiée.

# B-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m — n.j < 0 = ™/ Br.Ct = Q**(b — 4a/). Comme
w1|C utilisant C* = A™ + B", d’ot C' = wh.Cy = wnJi=2mSrhipn ol — Q2m(h —44").
Sin.j—2m.f+h.l < 0= w|BIC!, par suite la contradiction avec w; { B etw; { C}.
Donc si n.j — 2m.f + h.l > 0 et w;|(b — 4a’) avec wq, a, b copremiers et la conjecture

(1.1)) est vérifiée.
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#% B-2-1-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si w; |C".

% B-2-1-2- Si 2|p; : alors 2|p; = 2t d' = 21 a.Orp’ = p.

*% B-2-1-2-1- Si p; est premier égal a 2, on obtient A™ = 4a’ = 2|a’, d’ou la contra-
diction avec a, b copremiers.

** B-2-1-2-2- Donc p; est non premier et 2|p;, Comme A™ = 2a'p;, p; s’écrit sous la
forme p; = 2™ 1w = p/ = 22m720)?™ Par suite B"C! = 222" (h—4a’) = 2|B"
ou 2|C".

#% B-2-1-2-2-1- Si 2| B® = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C! = 22m~2,>™(ph —
4a') il s’ensuit que si 2|(b — 4a’) = 2|b mais comme 2 { «a, il n’y aura pas de contradic-
tion avec a, b copremiers et la conjecture (1.1]) est vérifiée.

**k B-2-1-2-2-2- Si 2|Cl, de la méme maniere ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

** B-2-2- p/, a sont supposés non copremiers. Soit w un nombre premier tel que w|a et
/

wlp'.

## B-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A*" = 4dap’ = 3|A, or 3|p’ = 3|p,
comme p = A*™ + B + AmB" = 3|B?" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. On
écrit A = 3'A,, B = 3'B,, C = 3"C, avec 3 copremier avec A;,B; et C} et p =
32im A2m 4 32nj B2n 4 gimtin AmBn — 3k g avec k = min(2im, 2jn,im + jn) et 3 1 g.
On a aussi (w = 3)|a et (w = 3)|p’ ce qui donne a = 3% = 3d’ = o = 3°lay,
3tayetp = 3Mpy, 31 pravec A2 = 4dp = 3FMAI = 4 x 3 M a1 p =
a+pu—1=2im. Comme p = bp’ = b.3*p; = 3*.b.p;. Lexposant du facteur 3 de p
est k, I’exposant du facteur 3 du membre a gauche de 1’équation précédente est . Si 3|b
c’est la contradiction avec a, b copremiers. Donc, on suppose que 3 1 b, et on a 1’égalité
des exposants : min(2im,2jn,im + jn) = u en rappelant que o + p — 1 = 2im.
Mais B"C! = p/(b — 4a’) ce qui donne 3"+ BrCt = 3#p; (b — 4 x 3(®Yg;). On a
aussi A™ + B" = (' donne 3™ AT + 3mB} = 3"MCL. Posons € = min(im, jn), on a
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¢ = hl = min(im, jn). On a alors les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) = u (4.6)
a+pu—1=2m 4.7)

€ = hl = min(im, jn) (4.8)

3th) Brot — 3y, (b — 4 x 3(@ Day) (4.9)

#% B-2-2-1-1-a = 1 = a = 3a; = 3a’ et 31 a1, I’équation devient :
W= 2im
et la premiere équation (4.6) s’écrit :
k = min(2im,2jn,im + jn) = 2im

- Si k = 2im, par suite 2im < 2jn = im < jn = hl = im, et donne
p = 2im = nj + hl = im +nj = im = jn = hl. Par suite 3| A, 3|B et 3|C et la
conjecture (L. T)) est vérifiée.

-Si k = 2jn = 2jn = 2im = im = jn = hl. Par suite 3|A,3|B et 3|C et la
conjecture (. T)) est vérifiée.

-Sik =1im+ jn = 2im = im = jn => ¢ = hl = im = jn cas étudié ci-dessus et
par suite 3| A, 3| B et 3|C' et la conjecture est vérifiée.

¥ B2-2-1-2-a> 1= a >2etd =3 1qa,.

-Sik = 2im = 2im = pu, or p = 2im + 1 — a ce qui impossible.

-Sik =2n = pu = 2jn = 22m + 1 — a. On obtient 2jn < 2im = jn <
im = 2jn < im + jn, k = 2jn est bien le minimum de (2im, 2jn,im + jn). On
obtient jn = hl < im et 1’équation devient :

BrC! = pi(b— 4 x 3@ Vay)

La conjecture est vérifiée.

-Sik=im+jn < 2im = jn <imetk =im+ jn < 2jn = im < jn =
mm = jn=—=k=1m+ jn =2um = por = 2im+ 1 — « ce qui impossible.

-Sik =im+jn < 2im = jn < im et 2jn < im + jn = k ce qui est une
contradiction avec k = min(2im, 2jn,im + jn).

** B-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit a = w®a; avec w { a; et p' = whp; avec
w 1 p1. Comme A?™ = dap’ = 4w .a1.py = w|A = A = W'A;, w { Ay Or
B"C!' = p'(b— 4d") = whp, (b — 4d’) = w|B"C' = w|B" ou w|C".
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#% B-2-2-2-1-w|B" = w|B = B = w/ B etw { B;.De A"+ B" = C! = w|C! =
w|C. Comme p = bp' = whbp; = wk(w?m kA 4 2in—kBIn 4 yimtin=k AT Bn) avec
k = min(2im,2jn,im + jn). Par suite :

- Si = k, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

-Si k > p, alors w

b, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
-Si k < p, il s’ensuit de :

wubpl — wk(WZim—kA%m + w?jn—kB%n + wim+jn—kA71nB711)
que w|A; ou w|Bj ce qui en contradiction avec les hypotheses.
#4 B-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = W"C) avec w t C}. De A™ + B" = C! =
w|(C' — A™) = w|B. Par suite, on obtient les mémes résultats de B-2-2-2-1- ci-dessus.
45 Casb=2pet3|a:
Ona:
20 a  3d _4p.a 4p 3d

A A2 — = — " =2 =(A")? = 2|d =2
3TV B 3z =W la la

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a, b copremiers.

46 Casb=4pet3|a:

Ona:
COSQQ_E_B—CL/:> = —
3 b 4dp 3b 3 " 4p

Calculons A™B™, on obtient :

pV3 20 2p L0 pV3 20 o
—— .50

AmBn: _——— - = — . SMM— — —
3 3 3 3 3 3 2
A?™ p/3 20
Ampnp 2 PV 2
+ 5 3 sin 3
soit : \/_
29V 3 20
A2 oqmpn — 2P S sin (4.10)

. ) 2v3 . 20 L.
Le membre a gauche de (4.10) est un entier et p est un entier, alors Tsmg sera €écrit :
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ou k1, ko sont deux entiers copremiers et ko|p = p = ko k3.

** C-1- Premie¢rement, on suppose que k3 # 1. D’ou :

AP L 2AM B = kg ky

17

Soit i un entier premier et |k, alors pu|A™(A™ 4 2B™) = u|A™ ou p|(A™ + 2B™).

#k C-1-1-Si p|(A™ = a”) = pl|(a”? = ') = u|(3d’ = a). Comme plks = pulp =

w|(4p = b), d’ot la contradiction avec a, b copremiers.
** C-1-2- Si p|(A™ 4+ 2B™) = pu{ A™ et 1 2B", alors :

p#2 et pfB"

w|(A™ + 2B™), on écrit :
A™ +2B" = p.t’

Alors :

Am+Bn :ut'—B” — A2m+82n+2AmBn =,u2t’2 —2t/ﬂBn+BQn
= p=t?uy? —2¢B"u+ B"(B" — A™)

Comme b = 4p = 4ky.k3 et p|ks alors u|b = Iy’ tel que b = p.4/, on obtient :

p o= p(dut® — 8'B") + 4B™(B" — A™)

La derni¢re équation implique p|4B™(B™ — A™), mais p # 2 alors p| B™ ou p|(B"

*% C-1-1-1- Si u|B™ = c’est la contradiction avec (4.11]).

*% C-1-1-2- Si p|(B™ — A™) et en utilisant p|(A™ + 2B"),on a :

p|B"
p|3B" = ¢ ou
p=3

% C-1-1-2-1- Si p| B™ ¢’est contradictoire avec (4.11).

(4.11)

—A™),

** C-1-1-2-2- Si p = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.
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*% (C-2- On assume maintenant que k3 = 1, d’ou :
A% 4 2AMB" = ky

p = ko

23 .20 Iy
—QSsin—_— = —
3 3 P

4.12)

On prend le carré de la derniere équation, on obtient :

37" 3 T

Finalement :
4.13)

a'(4p — 3a’) = ki
mais a’ = a”2, alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :

N=4p—-3d=4p—a=b—a

L’équation (4.13)) devient :
a?\N =k} =k =a’ ) (4.14)

en prenant la racine carrée positive. Utilisant (4.12)), on a :

ky = A™(A™ + 2B") = " (A™ + 2B")

Par suite :
A"+ 2B™ = )\

On considére maintenant que b — a = \> = A\? + 3a”? = b, par suite le couple (\, a”)

est une solution de I’équation diophantine :

X2 4+3Y?=0p (4.15)

avec X = AetY = a”. Or d’apres un théoreme sur les solutions de I’équation donnée
par (4.15)), b s’écrit sous la forme (voir théoreme 37.4 de [B]) :
251 25y

b:228 x3t_p§1...pggq1 qT

ou les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les g; sont aussi des nombres

premiers tels que ¢;=5(mod 6). Alors, comme b = 4p :
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-sit > 1 = 3|b, mais 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** (C-2-2-1- Donc, on suppose que p s’€crit sous la forme :

281 28y

p:pgl...ptggql ...qT
avec p;=1( mod 6) et ¢;=5( mod 6). Finalement, on obtient que p=1( mod 6). On va vérifier

alors si cette condition ne donne pas des contradictions.

On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de p = A*™ + A™B" + B*" en fonction
des valeurs de A, B"(mod 6). On obtient le tableau ci-dessous :

A" B" 01 2 3 4 5
0 0143 41
1 131131
2 410143
3 311311
4 4 34101
5 113113

TABLE 1 — Tableau de p (mod 6)

## C-2-2-1-1- Cas A"=0(mod 6) = 2|(A™ = a”) = 2|(d’ = a"?) = 2|a, or 2|b,
d’ot la contradiction avec a, b copremiers. Tous les cas de la premiere ligne du tableau
sont a rejeter.

*%k C-2-2-1-2- Cas A"=1(mod 6) et B"=0(mod 6), d’ou 2|B" = B" = 2B’, alors p
s’écrit p = (A™ + B')? + 3B" avec (p,3) = 1, sinon 3|p, par suite 3|, or 3|a, d’ou la
contradiction avec a, b copremiers. Donc le couple (A™+B’, B’) est solution de 1’équation
diophantine :

22+ 3y  =p (4.16)

La solution x = A™ + B’y = B’ est unique vue que x — y vérifie vt — y = A™. En effet,
si (u,v) un autre couple solution de (4.16), avec u,v € N, alors on a :
u? 430 =p
u—v=A"

D’ol u = v+ A™, on obtient I’équation du second degré 4v? +20A™ —2B'(A™+2B') =
0 qui donne comme racine positive v; = B’ = y, par suite u = A™ + B = z. 1l
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en résulte que p dans a une représentation unique sous la forme X? 4 3Y? avec
X, 3Y copremiers. Comme p est un nombre entier impair, on applique 1’un des théorémes
d’Euler sur les nombres convenables ’numerus idoneus” (voir [[C]|,[[E]) a savoir : Sin > 1
est un entier impair qui est représenté de facon unique telle que n = x* + 3y* avec
x,y € N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est premier. Donc p est premier
et I’écriture 4p est unique (il suffit de poser U = 2u, V = 2v, avec U? + 3V? = 4p et
U—-V =24™).0rb = 4p = N+ 3a"? = (2(A™ + B’))? + 3(2B’)? 'unicité de
I’écriture de 4p donne :

A=2(A" 4+ B') = 24" + B" = 24" + B"
et o’ =2B'=B"=A™

Or A™ > B"™, d’ou la contradiction.
*% C-2-2-1-3- Cas A”=1(mod 6) et B"=2(mod 6), d’out B" est pair, voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-4- Cas A™ = 1(mod 6) et B = 3(mod 6), d’ou 3|B" — B"™ = 3B’. On
peut écrire b = 4p = (2A™ + 3B’)? + 3(3B’)? = \? + 3a”2. L'unicité de I’écriture de b
comme 22 + 3y?> = A\ + 3a"? = a” = A™ = 3B’ = B", d’ou la contradiction avec
A™ > B".

#% (C-2-2-1-5- Cas A™ = 1(mod 6) et B® = 5(mod 6), d’ot C'=0(mod 6), donc 2|C",
voir C-2-2-1-2-.

*# (C-2-2-1-6- Cas A™ = 2(mod 6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradiction avec
a, b copremiers.

#% C-2-2-1-7-Cas A™ = 3( mod 6) et B" = 1( mod 6),d ou C'=4( mod 6) = 2|C! =
C' = 2", on peut écrire que p = (C' — B™)? + 3C"?, voir C-2-2-1-2-.

** C-2-2-1-8- Cas A™ = 3(mod 6) et B = 2(mod 6), d’ou B™ est pair, voir C-2-2-1-
2-.

** C-2-2-1-9- Cas A™ = 3(mod 6) et B™ = 4(mod 6), par suite B" est pair, voir C-2-2-
1-2-.

#% C-2-2-1-10- Cas A™ = 3(mod 6) et B" = 5(mod 6), d’ott C'=2(mod 6), donc 2|C",
voir C-2-2-1-2-.
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** C-2-2-1-11- Cas A™ = 4(mod6) = 2|a” = 2|a, or 2|b, d’ou la contradiction
avec a, b copremiers.

*# (C-2-2-1-12- Cas A™ = 5(mod 6) et B" = 0(mod 6), par suite B" est pair, voir C-2-
2-1-2-.

#% C-2-2-1-13- Cas A™ = 5(mod 6) et B" = 1(mod 6), d’ott C'=0(mod 6), donc 2|C",
voir C-2-2-1-2-.

#% (C-2-2-1-14- Cas A™ = 5( mod 6) et B" = 3( mod 6),d ou C'=2( mod 6) = 2|C! =
C' = 20", ps’écrit p = (C" — B™)? + 3C", voir C-2-2-1-2-.

*% C-2-2-1-15- Cas A™ = 5(mod 6) et B" = 4(mod 6), par suite B" est pair, voir C-2-
2-1-2-.

On a achevé I’étude de tous les cas du tableau |1| ayant tous des contradictions.

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

47 Cas3laethb=2p b+# 2avecp|p:
3la= a=3d,b=2p avec p = k.p/,d’ou:

4, 4k.p 3.0
PR L .

a
3D 6/
Calculons B"C" :

6 6 0
B"C' = {/p? (33in2§ — 00825) = W (3 - 400525)

: . 0 3.d
mais v/ p? = g d’ou en utilisant cos?~ = :

3 b
0 P 3.a 4.0/
nel _— 3 2 —_ 2— —_ - —_ — —_ — A /
B"C" = +/p (3 4cos 3) 3(3 4 2 ) . (1 ; ) k(p" —2a)

Comme p = b.p/,etp’ > 1, on a alors :

B"C' = k(p —2d) 4.17)
et A" =2k.d (4.18)

** D-1- On suppose que k est premier.
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##D-1-1-Si k = 2, onadonc p = 2p' = b = 2|b, mais A*™ = 4d' = (A")? = A™ =

92

2a” avec a’ = a”?, par suite 2|a” = 2|(a = 3a”?), il en résulte la contradiction avec

a, b copremiers.

*## D-1-2- On suppose k # 2. De A?™ = 2k.d’ = (A™)? = kl|d et 2|d’, o a' =
2.k.a"? = A™ = 2.k.a”. Par suite k|A" = k|A = A =Fk"A;aveci > letk{ A;.
Fim AT — 9ka” —> 20" = K™ AT De B'C! = k(pf — 2a') —> k|(B"C) —> k|B"
ou k|C".

## D-1-2-1- On suppose que k|B" = k|B = B = k/.B; avec j > l etk { B;. Par
suite k" 1BrC! = p' — 2d' = p' — 4ka”?. Comme n > 3 = nj — 1 > 2, d’ou k|p/
mais k # 2 = k|(2p' =b), or k|’ = k|(3a’ = a). Il s’ensuit la contradiction avec a, b
copremiers.

## D-1-2-2- Si k|C" on obtient le méme résultat.

*% D-2- On suppose £ est non premier. Soit w un nombre premier tel que k = w®.ky, avec
s> 1, w1 ky. Les équations (4.17H4.18)) deviennent :
B"C' = w* ki (p' — 2d)

et A = 2w ky.d
** D-2-1- On suppose que w = 2, on a alors les équations :

AP = 25 | (4.19)
B"C' = 2° ky(p' — 2d) (4.20)

** D-2-1-1- Cas : 2|a’ = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

## D-2-1-2- Cas : 2 { a’. Comme 2 { ky, ’équation (4.19) donne 2|A?™ = A = 2A;,
avec i > 1et2{ Ay. On déduit que 2im = s + 1.

*% D-2-1-2-1- On suppose que 2 1 (p’ — 2a’) = 2 1 p'. De I’équation (4.20)), on obtient
que 2|B"C' = 2|B™ ou 2|C" :

#% D-2-1-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2B, avec 2{ By et j > 1, par
suite BIC! = 257"k, (p' — 2d/) :

-Si s — jn > 1, alors 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A™ 4 2in B,
et la conjecture est vérifiée.
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-Sis —jn <0,de BrC! = 2579k (p) — 2a') = 21 C!, d’ou la contradiction avec
Cl = 2m AN 4 2Bl = 2|C".

** PD-2-1-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement, on obtient les mémes résultats si 2|C’.
** D-2-1-2-2- On suppose maintenant que 2|(p’ — 2a’) = p' — 2a’ = 2#.Q, avec u > 1
et 21 Q. On rappelle que 2 1 a’. L’équation (4.20)) s’écrit :
B"C' = 2" k1.0

Cette derniére équation implique que 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C".
## D-2-1-2-2-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/B; avec j > let2{ By. Par
suite : BRC! = 25TH=in | Q)

-Si s+ p— jn > 1, alors 2|C' = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2m AT +
2/m B, et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

-Sis+ pu—jn <0,de BrC! = 2570k, Q) = 2 1 C', d’oti la contradiction avec
Cl = 2mAM + 2n BN = 2|C".

## D-2-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si 2|C".

** D-2-2- On suppose que w # 2. On a alors les équations :

AP = 20° ky.d (4.21)
B"C! = w' ky.(p) — 2d) (4.22)

Comme w # 2, de ’équation (4.21)), on a 2|(k;.a’). Si 2|’ = 2

a, mais 2|b par suite la
contradiction avec a, b copremiers.

#% D-2-2-1- 24 d et 2|ky = ky = 2*.Q avec p > 1 et 21 Q. De I’équation (#.21)), on a
2|A?" = 2|A = A = 2'A; avec i > 1 et 21 Ay, par suite 2im = 1 + u. L’équation
#.22) devient :

B"C' = w*.2" Q.(p' — 2d)) (4.23)

De I’équation (4.23)), on obtient 2|(B"C') = 2| B" ou 2|C".
## D-2-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B => B = 2/ By, avec j € N* et 2{ B.
## D-2-2-1-1-1- On suppose que 2 { (p’ — 2a’), alors on a BIC! = w2+="Q(p’ — 2d') :

-Sip—jn > 1= 2|C" = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A" 4 2i" B?
et la conjecture (|1.1)) est vérifiée.
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-Sip—jn < 0= 2¢C"d ot la contradiction avec C' = 2/ AT + 2" By,

## D-2-2-1-1-2- On suppose que 2|(p' — 2a’) = p/ —2a’ = 2*.P, avec o € N* et 2| P.
Il s’ensuit que BC! = w2rte=inQ P :

-Sip+a—jn > 1 = 2|C! = 2|C, pas de contradiction avec C! = 2™ A" +2/" B}
et la conjecture est vérifiée.

-Sip+a—jn < 0= 21{C"doula contradiction avec C! = 2™ AT 4 2" B7,

*#* PD-2-2-1-2- On suppose maintenant que 2|C"™ = 2|C. En utilisant la méme méthode
décrite ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

4.8 Cas3laethb=4p b+ 2avecp'|p:

3la = a =3d,b=4p avec p = k.p/, k # 1 sinon b = 4p ce cas a été étudié (voir
paragraphe 4.6)), alors on a :

Calculons B"C" :

6 6 0
B"C' = {/p? (33in2§ — 00825) = W (3 - 400525)

/
Q:?).a_

5T
0 a' 4.a/
B'Cl = /2 (3—40052§) -£ (3_43;) = p. (1 - ba) = k(p/ - d)

Comme p =b.p/,etp’ > 1,ona:

mais / p? = g d’ou en utilisant cos?

B"C' = k(p — d) (4.24)
et A =k.d (4.25)

## B-1- On suppose que k est premier. De A?™ = k.a' = (A™)? = k|d' et d’ =
k.a’? = A™ = k.a”. Par suite k|A™ = k|A = A = k' A aveci > letk t A;.
AT = ka? — " = k™LAM. De BPC! = k(p — a) —> k|(B"C') —> k|B" ou
k|C!.

## E-1-1- On suppose que k|B" = k|B = B = k’.B; avec j > l etk { By. Par
suite k™7 1BPC = p' — a/. Comme n.j — 1 > 2 = k|(p' — @’). Or k|a’ = k|a, d’o0
k|p = k|(4p" = b) et on arrive a la contradiction que a, b sont copremiers.
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## B-1-2- On suppose que k|C, en utilisant le méme raisonnement avec I”hypothése k| B"
ci-dessus, on obtient le méme résultat.

*#% E-2- On suppose £ est non premier.
## E-2-1- On prend k = 4 = p = 4p’ = b, C’est le cas[4.3|déja étudié ci-dessus.

*% E-2-2- On suppose que k£ > 6 non premier. Soit w un nombre premier tel que £ =
w®.k1, avec s > 1, w1 ky. Les équations (4.24f4.25) deviennent :

B"C! = w K (p' — d) (4.26)
et A =wsk.d (4.27)

## B-2-2-1- On suppose que w = 2.

#k E-2-2-1-1- Si 2|a’ = 2|(3¢’ = a), mais 2|(4p’ = b), par suite la contradiction avec
a, b copremiers.

## E-2-2-1-2- On considere que 2 { @. De I’équation (4.27)), il s’ensuit que 2|A*™ =
20A = A=2'A;avec2t A, et:

Bnc«l — 28]471(]7/ o CL/>

## B-2-2-1-2-1- Supposons que 2 { (p'—a’), de I’expression ci-dessus, on a 2|(B"C!) =
2| B™ ou 2|C".

## B-2-2-1-2-1-1- Si 2|B" = 2|B = B = 2/B, avec 2 { By. Par suite B}C' =
22m=ink (p' — d') :

- Si 2im — jn > 1 = 2|C' = 2|C, il n’a pas de contradiction avec C! = 2™ AT +
2/" BT et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn < 0 = 21 C', d’ou la contradiction avec C! = 2Mm A + 21" Bl —>
2|C".

#% B-2-2-1-2-1-2- Si 2|C! = 2|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.

*% B-2-2-1-2-2- On suppose que 2|(p’ — a’). Comme 2 { o/ = 2 { p'. 2|(p) — d') =
p'—a =2%Paveca > let2{ P.L'équation (4.26) s’écrit :

B! = 9k, P = g%, p +.28)
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d’ou 2|(B"C") = 2|B" ou 2|C".

## B-2-2-1-2-2-1- On suppose que 2| B" = 2|B = B = 2/ By, avec 2 { B;. L’équation
s’écrit B! = 2%mta=ing, p .

-Si 2im + a — jn > 1 = 2|C! = 2|C, il n’ay pas de contradiction avec ! =
2im AT + 29" BT et la conjecture est vérifiée.

-Si 2im+a—jn < 0= 21+ C', d’ o la contradiction avec C! = 2" A" +-2/" B} —
2|C".

## B-2-2-1-2-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C. Utilisant la méme méthode décrite ci-
dessus, on obtient les mémes résultats.

*% E-2-2-2- On suppose que w # 2. Rappelons les équations :

AP = k. (4.29)
B"C' = w' k(p — d) (4.30)

** E-2-2-2-1- On suppose que w, a’ sont copremiers, donc w 1 a’. De 1’équation (4.29),
onaw|A*™ = w|A = A=w'A; avecw | A; et s = 2im.

#% B-2-2-2-1-1- Supposons que w 1 (p'—a’). De I’équation (4.30)) ci-dessus, on aw|(B"C!) =
w|B™ ou w|C".

## B-2-2-2-1-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B; avec w { Bj. Par suite B}C! =
22m=ink, (p' —d') :

- Si 2im — jn > 1 = w|C' = w|C, il n’a y pas de contradiction avec C! =
w™ AT + wi" BT et la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn < 0 = w { C', d’ou la contradiction avec C! = W™ AT + w/" B} =
w|Ct.

4 B-2-2-2-1-1-2- Si w|C' = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on

obtient les mémes résultats.

% B-2-2-2-1-2- Supposons que w|(p' —a') = w t p sinonwl|d’. w|(p' —d’) = p'—d’ =
w*. P avec a > 1etw{ P.L’équation (4.30) s’écrit :

B"C' = w*Tk, . P = ¥k P 4.31)

d’ ot w|(B"C") = w|B" ou w|C".



Démonstration complete de la conjecture de Beal 27

#% E-2-2-2-1-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w/Bj, avec w { B.
L’équation s’écrit BpC! = 22mta=ing, p .

-Si 2im +a — jn > 1 = w|C' = w|C, il n’y a pas de contradiction avec
C! = wm AT + wI" B et la conjecture est vérifiée.

-Si2im+ a —jn < 0 = w { C!, d’ou la contradiction avec C! = w™AT +
Wi B = w|C".

#% B-2-2-2-1-2-2- On suppose que w|C! = w|C. Utilisant la méme méthode décrite
ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

#% B-2-2-2-2- On suppose que w, a’ ne sont pas copremiers, donc a’ = w”.a” avec w { a”.
L’équation (4.29) devient :
A = ¥ kd = W Pky.a”

Onaw|A?™ = w|A = A=w'A; avecw { A et s + 3 = 2im.

% E-2-2-2-2-1- Supposons que w { (p' —a') = w1t p' = w1 (b = 4p’). De I’équation
(4.30), on a w|(B"C") = w|B" ou w|C".

#% B-2-2-2-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’/B) avec w { Bj. Par suite B}C' =
2570k (p' — d')

-Sis—jn > 1= w|C' = w|C, il n’y a pas de contradiction avec C! = w™ A" +
w’™ BY et la conjecture est vérifiée.

-Sis—jn <0 = w1 ' dou la contradiction avec C! = w™AT" + wW/"B} =
w|Ct.

% B-2-2-2-2-1-2- Si w|C! = w|C, en utilisant la méme méthode décrite ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.

## B-2-2-2-2-2- On suppose que w|(p) — ' = p' — wh.a”) = wlp/ = w|(4p’ = b),
mais w|a’ = w|a. D’ou la contradiction avec a, b copremiers.

L’ étude des cas du est achevée.

49 Cas3laetb|dp:

4 0  4p3d
a = 3a’ et 4p = k;b. Comme A?™ = §0082§ = Ep% = kya' et B*C" :

0 0 0 ! k
B"C' = {/p? <3sin2§ — cos2§) = g (3 - 40032§> = 'g (3 — 4%) = Zl(b —4a’)
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Comme B"C" est un entier, on doit avoir 4|k;, ou 4|(b — 4a’) ou (2|k; et 2|(b — 4a’)).
#F-1-Siky =1=b=4p:’estle cas 4.6

**F-2-Siky =4=p=>b:c’estlecasi4.3

## F-3- Si ky = 2 et 2|/(b — 4a’) : Dans ce cas, on a A*™ = 2d = 2|d = 2|a.
2|(b—4a") = 2|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

** F-4-Si 2|k et2|(b—4ad) : 2|(b—4d) = b—4a' =2\, aet A\ € N > lavec 21 \;
2|ky = k; =2'kjavect > 1 € Navec2{kjetona:

AP =2 a! (4.32)
B"Cl = 212 ) (4.33)

De I’équation (4.32), on a 2| A*™ = 2|A = A =2'A;,i > let 21 A;.
** F-4-1- On suppose que t = o = 1, par suite les équations (4.32}4.33) deviennent :

AP = 2khd/ (4.34)
B"C' = K\ (4.35)

De I’équation (4.34) il en résulte 2|a’ = 2|(a = 3a’). Or b = 4a’ + 2\ = 2|b, d’ol la
contradiction avec a, b copremiers.

** F-4-2- On suppose maintenant que ¢ + o — 2 > 1 et on a les expressions :

AP =2 (4.36)
B"C! = 22 ) (4.37)

*#* F-4-2-1- On suppose maintenant que 2|a’ = 2|a, or b = 2%\ + 4a’ = 2|b, d’oui la
contradiction avec a, b copremiers.

## F-4-2-2- On suppose maintenant que 2 { a’. De (4.36), on a 2|A*™ = 2|A = A =
2 A, et B"C! = 2402k \ = 2| B"C" —> 2|B" ou 2|C".

## F-4-2-2-1- On suppose que 2|B". On adonc 2|B = B = 2/B;,j > let2{ By.
L’équation devient B}C! = 2tFa=2=0n ki \ ;

-Sit+a—-2—jn >0 = 2|C' = 2|C, il n’y a pas de contradiction avec
C! = 2m A" 4 29" B et la conjecture est vérifiée.

-Sit+a—2—jn < 0= 2|k[\, mais 2 { k] et 2t A\. Donc ce cas est impossible.
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-Sit+a—2—jn=0= BrC' = kjA = 21 C' ce qui en contradiction avec
Cl = 2im A™ 4 2/nB™ et ce cas est impossible.

#% F-4-2-2-2- On suppose que 2|C". On utilise le méme raisonnement ci-dessus et on ob-
tient les mémes résultats.

** F-5- On suppose que 4|k; avec ky > 4 = k; = 4k), on a donc :
A = 4KLa (4.38)
B"C' = (b — 4d) (4.39)

#% F-5-1- On suppose kY est premier, de (4.38), on a kj|a’. De (4.39), ky|(B"C!) =
k4| B™ ou K, |C.

## F-5-1-1- On suppose kj|B" —> kj|B = B = k). By avec § > let ki, { By. Par
suite, on a k)" ' BrC! = b — 4d’ —> kj|b d’on la contradiction avec a, b copremiers.
Donc ce cas est impossible.

## F-5-1-2- Méme résultat si on suppose que kb|C".
*#* F-5-2- On suppose que &, est non premier.

** F-5-2-1- On suppose que k% et a’ sont copremiers. De (4.38), k) peut s’écrire sous
la forme k), = ¢’ .q2 et q; 1 o et ¢ premier. On a A" = 4¢7 2d = q|A et

B"C!' = ¢ .¢3(b — 4d’) => ¢1|B" ou ¢, |C".

** F-5-2-1-1- Supposons que ¢;|B" — ¢:|B = B = q{.Bl avec g1 1 By. On obtient
BrC! = ¢ "3 (b — 4a’) :

-Si2j — fn > 1= ¢|C" = ¢|C mais C' = A™ + B" donne aussi ¢;|C et la
conjecture (L.T)) est vérifie.

-Si2j — fn=0,ona B! = ¢3(b — 4a’), mais C' = A™ + B" donne ¢;|C' par suite
¢1|(b—4a’). Comme ¢; et a’ sont copremiers alors ¢; 1 b, et la conjecture est vérifiée.
-Si2j— fn <0 = q|(b—4d") = ¢ { b car d’ est copremiers avec ¢;, de plus
C'= A™ 4+ B™ donne ¢1|C, et la conjecture (1.1} est vérifiée.

*#* F-5-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats
si q1 |Cl

** F-5-2-2- On suppose que k% et ' non copremiers. Soit ¢; premier tel que ¢ |k} et ¢1]a’.
On écrit k), sous la forme ¢7.q, avec j > 1, q1 1 qo. De A2™ = 4kha/ = q|A?" —=
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q1|A. Par suite de B"C" = ¢lqo(b — 4d’), il s’ensuit que ¢, |(B"C") = ¢1|B" ou ¢q1|C".

*% F-5-2-2-1- On suppose que ¢1|B" — ¢|B = B = qf.Bl avec § > letq { Bi.
Par suite, on a ¢’ B'C! = ¢/ qo(b — 4d’) = BI'C! = ¢ gy (b — 4d)).
-Sij—nB > 1,alors ¢;|C' = ¢;|C, mais C' = A™+ B" donne ¢, |C, donc la conjecture

est vérifiée.

-Sij —nB = 0, on obtient BFC! = ¢o(b — 4a’), de C' = A™ + B" donne ¢, |C par suite
q1|(b—4a’) = q|b car ¢;|a’ = q1]a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
-Sij—nB < 0= q|(b—4d") = q|b, car ¢;|a’ => q1|a, d’ol la contradiction avec
a, b copremiers.

** F-5-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats

si on suppose que ¢, |C*.

*% F-6- Si 4 1 |(b— 4a’) et 4 1 ky c’est impossible. On suppose maintenant que 4|(b —
4a’') = 4|b,etb —4a’ =4'.g ,t > 1 avec 41 g, alorsona:
AQm = k;la'
B"C' = k.47 g

#% F-6-1- On suppose que k; est premier. De A?*™ = ka’ il s’ensuit facilement que &, |a’.
De B"C' = k;.4'"1.g on obtient que k;|(B"C"') = ki|B" ou k;|C".

#% F-6-1-1- Supposons que ki|B" = ki|B = B = kJ.B, avec j > O et k; { By. D’oll
K BrCH = ey Al g = KT BrC = 4171 g.Orn > 3etj > ldoncng — 1 > 2.

Par suite, comme k; # 2, alors ki|g = k1|(b — 4a’) mais k;|a’ = k;|b d’ou la contra-
diction avec a, b copremiers.

## F-6-1-2- On obtient le méme résultat si k;|C".
*#* F-6-2- On suppose que k; est non premier, différent de 4 (cas deja vu), avec 4 1 k.

## F-6-2-1- Si ky = 2k’ avec k" impair > 1. D’olt A?™ = 2k'd’ = 2|d’ = 2
4|b par suite la contradiction avec a, b copremiers.

a, mais

** F-6-2-2- On suppose que ky est impair avec k; et a’ copremiers. On écrit k; sous la
forme ki = ¢J.qo avec q; 1 g2, q1 premier et j > 1. B"C! = ¢.qu4""'g = ¢1|B" ou
Q1|Cl.
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## F-6-2-2-1- On suppose que q;|B" = ¢1|B = B = qf.B; avec q; { By. On obtient
BrC! = ¢ g4ty

-Sij— fn>1= q|C" = ¢|C, mais C' = A™ + B" donne aussi ¢;|C et la
conjecture (L. T)) est vérifie.

-Sij — fn = 0,0na B! = ¢4 g, mais C' = A™ + B" donne ¢,|C, par suite
¢1|(b—4a’). Comme ¢, et a’ sont copremiers alors ¢; 1 b et la conjecture est vérifiée.
-Sij—fn < 0= q|(b—4d) = q 1 bcar q;,d sont premiers. C' = A™ + B"
donne ¢, |C' et la conjecture est vérifiée..

** F-6-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement, on obtient le méme résultat si ¢; |C’l.

*#* F-6-2-3- On suppose que k; et @’ non copremiers. Soit ¢; premier tel que ¢;|k1 et ¢1|a’.
On écrit k; sous la forme q{.qz avec q, 1 qo. De A’ = kja/ = ¢1|A*™ = ¢|A. Par
suite, de B"C' = ¢lqa(b — 4d'), il s’ensuit que ¢, |(B"C') = ¢,|B™ ou ¢q,|C".

** F-6-2-3-1- Supposons que ¢;|B" = ¢;|B = B = qf.Bl avec f > letq, t By. Par
suite, on a ¢’ BrC! = ¢l qo(b — 4a') = BIC' = ¢ P g (b — 4d') -

-Sij —nB > 1, alors ¢;|C' = ¢|C, mais C' = A™ + B" donne ¢, |C, donc la
conjecture est vérifiée.

-Sij—npB = 0, on obtient ByC! = qo(b— 4a’), or ¢;|A et ¢;| B donc ¢ |C et par suite
¢1|(b —4a") = q1|b car ¢1|a’ = ¢|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sij—nf < 0= q1|(b—4a’) = ¢1|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** F_6-2-3-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats

si on suppose que q;|C".

5 Hypothese : {3|p et b|dp}

51 Casb=2et3|p:

3|p = p = 3p  avec p’ # 1 parce que 3 < p, et b = 2, on obtient :

/

_4p.a  43pa  4p.a ,

AP = = =27,
3b 3D 9 p-a
Comme :
1 0 3 0 1
1<0032§=%:g<1:1<2a<3:>a:1:c052§:—

mais ce cas a été étudié (voir cas|3.1.2)).



32 Abdelmajid Ben Hadj Salem

52 Casb=4et3|p:

Ona3|p = p = 3p’ avec p’ € N*, il s’ensuit :

dp.a  4.3p.a
A2m: pr— pr— /_
3, 3xa D°
o 1 0 3
Z<0082§:%:Z<1:>1<a<3:>a:2

mais a, b sont copremiers, alors le cas b = 4 et 3|p est impossible.

53 Cas:b#2b#4,b#3,bpet3|p:
Comme 3|p, alors p = 3p’ et :

dp .0 4pa  4x3p'a  4pla

A2m: — —
39373 3 b b

On considere le cas : b|p’ = p' = bp” etp” # 1 (sip” = 1, alors p = 3b, voir paragraphe
[5.8/Cas k' = 1). Finalement, on obtient :

_dbpa

A%m = 4ap”; B"C'=p’.(3b— 4a)

## G-1- On suppose que p” est premier, d’ott A*™ = 4ap” = (A™)?

B"C' = p”(3b — 4a) = p”|B" ou p” |C".

= p’|a. Or

#% G-1-1- Si p”|B" = p”’|B = B = p” By avec B; € N*. Par suite : p"" ! BFC! =
3b—4a.Orn > 2,alors (n — 1) > letp”|a,d’oup’|3b = p” = 3 oup”|b.

## G-1-1-1- Si p” = 3 = 3Ja, avec a s’écrit sous la forme a = 3a?. Or A™ =
60/ = 3|A™ = 3|A = A = 3A;. D’ou 3" AT = 2d = 3|d’ = d = 3a’.
Mais p’" 1BrC! = 3" 1BrCY = 3b — da = 3" 2BPC! = b — 36a”% Comme
n > 2=>n—2 > 1, donc 3|b d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** G-1-1-2- On suppose maintenant que p” |b, mais p”|a, d’ou la contradiction avec a, b
copremiers.

** 3-1-2- De la méme facon, si p” |Cl on arrive a des contradictions.

** (3-2- On consideére maintenant que p” n’est pas premier.
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#% G-2-1- p”, a copremiers : A*™ = 4ap” = A™ = 2d'.p; avec a = a* et p” = p?,
donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p;, alors 2|a’ ou 2|p;.

## (G-2-1-1- On suppose 2|a’, alors 2|a’ = 21 p;, or p” = pi.
** G-2-1-1-1- Si p; est premier, ¢’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

*% G-2-1-1-2- On suppose p; non premier et qu’on écrit sous la forme p; = W™ = p” =
w?™. Par suite B"C' = w?™(3b — 4a).

#% G-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C!) = w|B" ou w|C".

#% G-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/B, avec w { By, dot B.C' =
w?mI (3h — 4a).

#% G-2-1-1-2-1-1-1- Si 2m — n.j = 0, on obtient B}.C' = 3b — 4a. Comme C' =
A™ + B" = w|C! = w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec a’ donc
premier avec a, par suite w { (3b), donc w # 3 et w 1 b. La conjecture (1.1]) est vérifiée.

*#* (G-2-1-1-2-1-1-2- Si 2m —nj > 1, 1a aussi, avec le méme raisonnement, on a w|C’l —
w|Cetw|(3b—4a)etwtaetw# 3etwtb. Laconjecture (1.1]) est vérifiée.

% G-2-1-1-2-1-1-3- Si 2m — nj < 0 => w™~2mBr.C! = 3b — 4a. Comme w|C
utilisant ¢! = A™ + B" dou C = w'.C}, = w7 2mthipn O = 3h — 4a. Si
n.j —2m + hl < 0 = w|B}C! par suite la contradiction avec w { By ou w { C.
Donc n.j — 2m + h.l > 0 et w|(3b — 4a) avec w, a, b copremiers et la conjecture est
vérifiée.

** (3-2-1-1-2-1-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats
si w|C".

*#% (3-2-1-1-2-2- Maintenant on suppose p” = w?™ et w non premier, on écrit w = w{ 0
avec w; premier 1 2 et f > 1 un entier, et wi|A. D’ott B"C' = w} ™ Q¥ (3b — 4a) =
w1|(B"C’l) — W1|Bn ou W1|Cl.

#5 G2-1-1-2-2-1- Si w1 |B" —> wi|B — B = wiB) avec wi { B, d’od B.C! =
WO (3h — 4al) :
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## (G-2-1-1-2-2-1-1- Si 2f.m — n.j = 0, on obtient BP.C' = Q?™(3b — 4a). Comme
Cl = A™ 4+ B" = w|C!' = w,|C, et w1|(3b — 4a). Or w; # 2 et w, est premier avec
a’ donc premier avec a, par suite wy 1 (3b), donc wy # 3 et w; 1 b. La conjecture (1.1]) est
vérifiée.

** (G-2-1-1-2-2-1-2- Si 2f.m — n.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a
w1]|C! = w|C et wi|(3b — 4a) et w; | a et w; # 3 etw; { b. La conjecture (1.1)) est
vérifiée.

# G-2-1-1-2-2-1-3- Si 2f.m — n.j < 0 = w7/ *"/ Br.Ct = Q*™(3b — 4a). Comme
w1 |C utilisant C' = A™ + B" d’ou C' = wh.Cy = wmi=2mIThipn O = O™ (3b — 4a).
Sin.j —2m.f + h.l < 0= w;|B}C! par suite la contradiction avec w; { B etw; 1 C}.
Donc si n.j — 2m.f + h.l > 0 et wy|(3b — 4a) avec w1, a, b copremiers et la conjecture

(1.1]) est vérifiée.

%k (3-2-1-1-2-2-2- Utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient les mémes résultats
si w1 ’Cl .

#% (G-2-1-2- On suppose 2|p; : alors 2|p; = 2t d’ = 2t a,orp’ = pi.
** (G-2-1-2-1- On suppose p; est premier égal a 2, on obtient A™ = 4a’ = 2|d/, d’ot la
contradiction avec a, b copremiers.

** (3-2-1-2-2- On suppose p; non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a'py, p; s’écrit sous la
forme p; = 2™ lw™ = p” = 22m=2W¥™, Par suite B"C! = 22m20*™(3h — 4a) =
2|B" ou 2|C".

## (G-2-1-2-2-1- On suppose 2|B" = 2|B, comme 2|A, par suite 2|C. De B"C! =
22m=20,2m (3} — 4a) s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { a, il n’y aura pas

de contradiction avec a, b copremiers et la conjecture (1.1]) est vérifiée.

## (3-2-1-2-2-2- On suppose 2|C*, on obtient les mémes résultats en utilisant le raisonne-
ment appliqué ci-dessus.

** (3-2-2- On suppose p”, a non copremiers : soit w un nombre premier tel que w|a et
7
wlp”.

#% (3-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A?™ = 4dap’ = 3|A, or 3|p, comme



Démonstration compléte de la conjecture de Beal 35

p = A’ + B + AmB" = 3|B?*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. On écrit A =
3iA;, B = 3B, C = 3"C, avec 3 copremier avec Ay, By et O et p = 32MmAI™ +
32ni pn 4 3imtin Ampn — 3k g avec k = min(2im, 2jn,im + jn) et 3 { g. on a aussi
(w = 3)|aet (w = 3)|p” ce qui donne a = 3%ay, 3 1 a; et p” = 3#py, 3 1 p; avec
AP = dap” = 3FMAI = 4 x 3% .a;.py = a + p = 2im. Comme p = 3p =
3b.p” = 3b.3"p; = 3#*1.b.p;. Lexposant du facteur 3 de p est k, ’exposant du facteur
3 du membre a gauche de 1’équation précédente est p + 1 ajouté de 1’exposant /5 de 3
du facteur b,avec 5 > 0, soit min(2im,2jn,im + jn) = p + 1 + [ en rappelant que
o+ pu = 2im. Mais B"C' = p”(3b — 4a) ce qui donne 3W+h) BrCl = 3p+lp (b —
4 x 3@ Dg,) = 3#F1p (3%, — 4 x 3@ Vay), 34 by. On a aussi A™ + B™ = C' donne
3imAM + 39mBr = 3MCL Posons € = min(im, jn), on a e = hl = min(im, jn). On a
les conditions :

k = min(2im,2jn,im + jn) =u+ 1+ (5.1)
a4+ = 2im (5.2)
€ = hl = min(im, jn)

3t pnot — gutly (38h, — 4 x 30 Vqy)
** G-2-2-1-1- @« = 1 = a = 3ay et 31 ay, I’équation devient :
14 p=2im
et la premiere équation (5.1)) s’écrit :
k = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im + 3

-Si k = 2im = [ = 0 soit 3 1 b. on obtient 2im < 2jn = im < jn, et 2im <
1m—+jn = im < jn. Latroisieme équation donne hl = im. La derniere équation donne
nj + hl = p+ 1 = 2im = im = nj, par suite im = nj = hi et BXC! = p,(b — 4ay).
Si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

-Sik = 2jnouk = im+jn,onobtient 3 = 0, im = jn = hl et BPCl = p;(b—4a,).
Si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

** G-2-2-1-2-a> 1= a > 2.

-Sik=2im = 2im=pu+1+p,orp=2tm—acequidonnea =1+ >2 =
b#0=3

-Sik=2in=p+1+8<2im=p+1+<p+a=1+8<a= >1
Si 8 > 1 = 3|bor 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Sik =1m+jn = im+jn < 2im = jn < im,etim+jn < 2jn = 1m < jn,

b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.

par suite vm = jn. Comme k = tm + jn = 2im = 1 + u + [ et a + p = 2¢m qui donne
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a=14F>2= [ >1= 3|b,d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** (3-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit & = w®a; avec w { a; et p” = whp; avec
w 1 p1. Comme A*™ = dap” = 4w .a;.py = w|A = A = WA}, w Ay Or
B"C! = p”(3b — 4a) = w"p; (3b — 4a) = w|B"C' = w|B" ou w|C".

## (-2-2-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w/Bj etw { B;. De A™ +
B" = C! = w|C! = w|C. Comme p = by’ = 3bp” = 3whbp; = wF (WM FAIM 4
w2n=kp2n 4 yimtin=k Am By avec k = min(2im, 2jn, im + jn). Par suite :

- Si k = pu, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

-Si k > p, alors w|b, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

-Si k < p,il s’ensuit de :

3W’ubp1 — wk(w%m—kA%m + w2jn—kB%n + wim+jn_kATB?)
que w|A; ou w|By ce qui en contradiction avec les hypotheses.
#4 (G-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C = w"(C) avec w 1 €. De A™ + B" = C! =

w|(C' — A™) = w|B. Par suite, utilisant le méme raisonnement pour le cas G-2-2-2-1-
ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

54 Casb=3et3|p:
Comme 3|p = p = 3p/, on écrit :

A2m24—p0052€:@g: dx3pa_ dpla

3 3 30b 3 3 3

Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et coszg ne peut pas prendre la
valeur 1 en référence a I’équation (2.6), alors on a nécessairement 3|p’ — p' = 3p”
avec p” # 1,sinonp = 3p = 3 x 3p” = 9, mais 9 < (p = A*™ + B> + A™B"),
I’hypothese p” = 1 est impossible, alors p” > 1. Dot :

4/ 4 79
qrm = WO XAy Bret = (9 da)
3 3
1 0 a a
CommeZ<cos§:5:§ < Z:>3<4a<9:>commea> 1,a = 2 et on
obtient : 957 (0 4
AZm :4p77a:8p77; Bnc«l _ 14 (3_ a) :p7> (53)

Les 2 dernieres équations ci-dessus impliquent que p” n’est pas premier. Soit 1’écriture
de p” en facteurs premiers : p” = [],.; p;* ou les p; sont des entiers premiers et I un
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ensemble fini d’indices. On peut écrire p” = p{'.q; avec p; 1 ¢1. De (5.3), on a p1| A et
p1|B"C' = p1|B™ ou p;|C".

##% H-1- On suppose que p;|B" = B = pi*.By avec p; { By et 8, > 1. Par suite, on
obtient B}C! = p " ¢y avec les cas suivants :

-Sia;—nB > 1= p;|C" = p,|C, en accord avec p;|(C' = A™+ B"), il s’ensuit
que la conjecture est vraie.

-Siag —np =0 = B?Cl =q = p1 1 C! ce qui en contradiction avec
p1|(A™ — B™) soit p;|C". Donc ce cas est impossible.

- Si a; — nfy < 0, on obtient pI”' "™ BrC! = ¢, = pi|q ce qui en contradiction
avec p; 1 ¢1. Donc ce cas est impossible.

*## H-2- On suppose maintenant que p;|C', utilisant le méme raisonnement appliqué ci-
dessus, on obtient les mémes résultats.

55 Cas3lpetb=p:

a
Ona6032§:—: et:

a
b p
4a

AP = @00529 = @

a
373 3p 3

Comme A?™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p = 3|b. Comme a et b sont

copremiers, d’ou la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

56 Cas3lpetb=4p:

3lp=p=3p,p # 1car3 < p, parsuite b = 4p = 12p'.
4p 0 4dpa a
AQm:_ 2—:——:—:}3
3053 =3y 30l
car A%™ est un entier. Mais 3|p = 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec I’hypothése

a, b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

57 Cas3|petb=2p:

3p=p=3p,p #1lcar3 < p,d’oub=2p=6p.
4p 0 4pa 2a
A2m:— 2—:——:—:}3
393730 3 la
car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3|b, ce qui en contradiction avec I’hy-

pothese a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.
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5.8 Cas 3|petb # 3 estun diviseur de p :
Onab=yp #3,etps’écritp =kp avec 3|k =k =3k et:

4 4
AP = —pcosQQ i
3 3 30
B"C! = g (3 — 400522) =k (3p' — 4a) = k'(3b — 4a)
oLk £

## [-1-1- On suppose que &’ est premier, d’out A*" = dak’ = (A™)? = k/|a. Or
BC! = k/(3b — 4a) —> K| B" ou K|C".

#% [-1-1-1- Si k'|B" = K/|B = B = k'B; avec B; € N*. Par suite k"1 BPC! =
3b—4a.Orn > 2,alors (n — 1) > 1 et k'|a, d’ou k|30 = k' = 3 ou k’|b.

#% 1-1-1-1-1- Si K’ = 3 = 3|a, avec a qui s’écrit sous la forme a = 3a’?. Or A™ =
60/ = 3|A™ = 3|A = A =3A; avec A; € N*.D’ou 3" AT = 2d’ = 3|d’ =
a' = 3a”. Mais k" 1BrC! = 31 BrC! = 3b—4a = 3" 2BYC! = b— 36a"2. Comme

n > 2= n—2>1, donc 3|bd ou la contradiction avec a, b copremiers.

*#* [-1-1-1-2- On suppose maintenant que k’|b, mais k’|a, d’ou la contradiction avec a, b

copremiers.
*%# [-1-1-2- De la méme facon si £’ \C’l, nous arrivons a des contradictions.
*#* [-1-2- On considere que &’ n’est pas premier.

#% ]-1-2-1- On suppose que k', a copremiers : A*™ = dak’ = A™ = 2d/.p, avec a = a’

et k' = p?, donc a’, p; sont aussi copremiers. Comme A™ = 2a’.p; alors 2|a’ ou 2|p;.
% [-1-2-1-1- 2|d’, alors 2|’ = 2 { p;. Or k' = pi.
*# [-1-2-1-1-1- Si p; est premier, ¢’est impossible avec A™ = 2a’.p;.

#%# ]-1-2-1-1-2- On suppose que p; est non premier et il s’écrit sous la forme p; = W™ =
k' = w?™. Par suite B"C! = w?™(3b — 4a).

#% [-1-2-1-1-2-1- Si w est premier, il est différent de 2, alors w|(B"C') = w|B" ouw|C".
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#% [-1-2-1-1-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w/Bj avec w { By, d’ou B}.C' =
W™= (3b — 4a).

-Si2m —mn.j = 0, on obtient B}.C! = 3b— 4a, comme C' = A™ + B" = w|C! =
w|C, et w|(3b — 4a). Or w # 2 et w est premier avec ¢’ donc premier avec a, par suite
w1 (3b), donc w # 3 et w { b. La conjecture est vérifiée.

- Si 2m — njy > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a w\Cl — w|C et
w|(3b —4a)etw taetw # 3etw1b. La conjecture est vérifiée.

-Si2m—nj < 0 = W™ 2mBr.C! = 3b—4a. Comme w|C, utilisant C! = A™+ B",
d’ot C = wh.C) = wmi=2mthipn Ot = 3h — 4a. Sin.j — 2m + h.l < 0 = w|B}CY,
par suite la contradiction avec w { By ouw 1 C. Sin.j —2m + h.l > 0 = w|(3b — 4a)
avec w, a, b copremiers, il en résulte que la conjecture est vérifiée.

#% [-1-2-1-1-2-1-2- On suppose w|C", utilisant la méme raisonnement ci-dessus, on ob-
tient les mémes résultats.

#% ].1-2-1-1-2-2- Maintenant, ¥ = w?™ et w non premier, on écrit w = w{ .0 avec
wy premier f Q et f > 1 un entier, et w;|A. D’ott B"C' = w}™0¥"(3b — 4a) —
w1|(B"CY) = w|B" ou w;|C".

#% [11-2-1-1-2-2-1- Si w1 |B" = w|B = B = w!B, avec w, { By, d’ott BI.C! =
w2mTI02m (3 — 4a).

-Si2f.m —n.j = 0, on obtient B}.C' = Q*™(3b — 4a). Comme C! = A™ + B" =
w1|C! = w1|C, et wy|(3b — 4a). Or w; # 2 et w; est premier avec a’ donc premier avec
a, par suite w; 1 (3b), donc w; # 3 et wy 1 b. La conjecture est vérifiée.

-Si2f.m —n.j > 1, la aussi, avec le méme raisonnement, on a w|C! = w;|C et
wi|(3b —4a) etw; faetw; # 3etw; tb. La conjecture est vérifiée.

“Si2fm—ng < 0 = WPIBrCY = O2(3b — 4a). Comme w|C' utili-
sant C' = A™ + B", d’ou C = wh.C} = wri—2mSHhipn O = O?™(3h — 4a). Si
n.j —2m.f + h.l < 0 = w;|B2C!, par suite la contradiction avec w; 1 B; et w; { C}.
Donc sin.j —2m.f+h.l > 0 etw;|(3b—4a) avec wy, a, b copremiers, alors la conjecture

(1.1) est vérifiée.
## ]-1-2-1-1-2-2-2- On obtient les mémes résultats si w;|C".

% [-1-2-1-2- Si 2|p, : alors 2|p; = 24 d = 2{a. Or k' = p2.

% ]-1-2-1-2-1- Si p; est premier égal a 2, on obtient A = 4a’ = 2|a/, d’ou la contra-
diction.
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*#% ]-1-2-1-2-2- On suppose p; non premier et 2|p;. Comme A™ = 2a'p;, p; s’écrit
sous la forme p; = 2™ lw™ = p? = 22m2?™ Par suite B"C! = k' (3b — 4a) =
22m=20y?m(3h — 4a) = 2|B" ou 2|C".

#4-1-2-1-2-2-1- Si 2| B = 2| B, comme 2| A, par suite 2|C. De B"C"! = 22m~2?™(3b—
4a) il s’ensuit que si 2|(3b — 4a) = 2|b mais comme 2 { a, il n’y aura pas de contradic-
tion avec a, b copremiers et la conjecture (1.1]) est vérifiée.

% [-1-2-1-2-2-2- Méme résultat si 2|C".

** [-1-2-2- On suppose k', a non copremiers : soit w un nombre premier tel que w|a et

wlpi.

## ]-1-2-2-1- On suppose que w = 3. Comme A?*™ = 4ak’ = 3|A, or 3|p, comme
p = A 4 B 4+ AmB" = 3|B*" = 3|B, par suite 3|C' = 3|C. On écrit A =
3'A;, B = 3B,, C = 3"C} avec 3 copremier avec A, By et C) et p = 3%MmA?™ 4
32 Bin 4 imTin AmMBY = 3% g avec s = min(2im, 2jn,im + jn) et 3 1 g. On a aussi
(w = 3)|a et (w = 3)|k’ ce qui donne a = 3%ay, 3 1 a; et k' = 3#py, 3 1 pa avec
AP = dak! = 3FMAI = 4 x 3% .a1.py = a+ pu = 2im. Comme p = 3p =
3b.k" = 3b.3#py, = 3#T1.b.p,. Lexposant du facteur 3 de p est s, I'exposant du facteur
3 du membre a gauche de 1’équation précédente est ;1 + 1 ajouté de 1’exposant 5 de 3
du facteur b, avec 5 > 0, soit min(2im,2jn,im + jn) = p + 1 + [ en rappelant que
a + pu = 2im. Mais B"C! = K'(4b — 3a) ce qui donne 3"+ BnCt = 3r+lp, (b —
4 x 3@ Dg)) = 3#1py(3%h, — 4 x 3@ Vay), 34 by. On a aussi A™ + B™ = C' donne
3m AN 4 3mBr = 3MCL. On pose € = min(im, jn), on obtient € = hl = min(im, jn).

On a alors les conditions :

s = min(2im,2jn,im+ jn) =pu+ 1+ 5 (5.4)
o+ p = 2im (5.5)

€ = hl = min(im, jn) (5.6)

it prot — iy, (38h, — 4 x 31 Vgy) (5.7)

#k [-1-2-2-1-1- @ = 1 = a = 3a; et 31 a;, I’équation (5.5)) devient :
1+p=2im
et la premiere équation (5.4)) s’écrit :

s = min(2im, 2jn,im + jn) = 2im +
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-Sis = 2im = f = 0 soit 3 1 b. On obtient 2im < 2jn = im < jn, et 2im <
im + jn => tm < jn. La troisiéme équation (5.6) donne hl = im. La derniére équation
(5.7) donne nj + hl = p+ 1 = 2im = im = jn, par suite im = jn = hi et
B"C! = py(b — 4ay). Si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

-Sis = 2jnous = im+ jn,onobtient 3 = 0, im = jn = hi et B}C! = py(b—4a,).
La aussi, si a, b sont copremiers, la conjecture est vérifiée.

¥[-1-2-2-1-2-a > 1 = o > 2.
-Sis=2im=2im=pu+1+p,orp=2im—acequidonnex =1+ > 2 =

b#0=3
-Sis=2n=p+1+B<2im=p+1+< ppta=1+p<a= pB=1.

Si 8 =1 = 3|bor 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers et la conjecture

b, mais 3|a c’est la contradiction avec a, b copremiers.

est non vérifiée.

-Sis =im+jn = im+jn < 2im = jn <im,etim—+jn < 2jn = 1m < jn,
par suite vm = jn. Comme s = im + jn = 2tm = 1 + p+ [ et « + p = 2im qui donne
a=14pF>2= [ >1= 3|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

** ]-1-2-2-2- On suppose que w # 3. On écrit a = w®a; avec w t a; et k' = w’p, avec
w 1 po. Comme A*™ = dak’ = 4w .a;.py = w|d = A = WA}, w1 Ay Or
B"C! = K'(3b — 4a) = w"py(3b — 4a) = w|B"C' = w|B" ou w|C".

## [-1-2-2-2-1- w|B" = w|B == w/B etw{ B;.De A" + B" = (! = w|C! =
w|C.Comme p = bp’ = 3bk’ = 3w!bpy = w® (WM™ A¥M 4205 BInyyimFin=s Am Bn)
avec s = min(2im, 2jn,im + jn). Par suite :

- Si s = p, alors w 1 b et la conjecture est vraie.

- Si s > p, alors w|b, or w|a d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

- Si s < p,il s’ensuit de :

3&]’“()}?1 — ws(WZim—sA%m 4 w2jn—sB%n + wim—l—jn—sATBvl@)
que w|A; ou w|By ce qui en contradiction avec les hypotheses.

## [-1-2-2-2-2- Si w|C! = w|C = C' = w"(Cj avec w t 1. De A™ + B" = C! =
w|(C'— A™) = w|B. Par suite, on obtient les mémes résultats de I-1-2-2-2-1- ci-dessus.

## [-2- k' = 1: par suite k' = 1 = p = 3b, alors on a A>™ = 4a = (2d')> = A™ =
2a’, par suite a = a'? est pair et :
0 V3 . 20

0 0
A"B" = 2%0085.\3/_;) <\/§sm§ — cosg) = Tsmg — 2a
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ou encore :

2pf

20
A2 oAm BN — sm— - 2b\/§sm§ (5.8)

3

. . . 20 NI
Le membre a gauche de || est un entier et b aussi, alors 2\/332713 peut étre €crit sous
la forme :

2\/_ sm 20 kl
Tk

ou kq, ko sont deux entiers copremiers et k2|b — b= ky.ks.

#k 12-1- k' = 1et kg # 1 : alors A*™ + 2A™B"™ = ks.k;. Soit 4 un entier premier tel
que p|ks. Si p = 2 = 2|b, mais 2|a, ce-ci est en contradiction avec a, b copremiers. On
suppose donc 1 # 2 et pu|ks, alors u| A™(A™ + 2B"™) = u|A™ ou p|(A™ + 2B™).

w0k [-2-1-1- pu|A™ : Si p|A™ = p|A*™ = pl4a = pla. Comme |k = u|b et que
a, b sont copremiers d’ou la contradiction.

#k 1-2-1-2- p|(A™ + 2B™) : Si p|(A™ +2B") = pt A™ et p t 2B™ alors p # 2 et
wt B™. p|(A™ + 2B™), on peut écrire A™ + 2B"™ = p.t'. 1l s’ensuit :

A™ 4 B" = yt' — B" = A*™ + B* + 2A™B" = p*t* — 2t uB" + B*™
En utilisant I’expression de p, on obtient :
p=t?p* —2'B"u+ B"(B" — A™)
Comme p = 3b = 3ky.k3 et pu|ks d’ot ulp = p = py/, alorsona:
= p(ut? = 2t'B") + B"(B" — A™)

et u|B"(B" — A™) = pu|B" ou u|(B" — A™).
##1.2-1-2-1- p| B™ : Si u| B™ = u|B ce qui est en contradiction avec [-2-1-2-.

ok [-2-1-2-2- p|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B™), on obtient :

p|B" = p|B
w|3B" = { ou
p=3

*% 1-2-1-2-2-1- p|B™ : Si p|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec 1-2-1-2- ci-
dessus.
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** [-2-1-2-2-2- M= 3:Si n = 3 = 3|]€3 — kg = 3ké, etonab = kyks = 3k2ké, il
s’ensuit p = 3b = 9ko kY alors 9|p, mais p = (A™ — B")* + 3A™B"™ alors :

Yok — 3A™B™ = (A™ — B")?
qu’on écrit :
3(3kokly — A™B") = (A™ — B")? (5.9)
d’ou :
3|(3koky — A™B") = 3|A"B" = 3|A™ ou 3|B"

## 1-2-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A et on a aussi 3|A%™, mais A>" = 4a =
3|4a = 3|a. Comme b = 3kyk} alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’ou la contradic-
tion. Alors 3 1 A.

4 [-2-1-2-2-2-2- 3| B™ : Si 3| B" = 3| B, or I’équation (5.9) implique 3|(A™—B")? =
3|(A™— B") = 3|A™ — 3| A. Mais en utilisant le résultat du cas précédent, on obtient
31 A.

Alors I’hypothese k3 # 1 est impossible.

*% [-2-2- Maintenant, on suppose que k3 = 1 = b = ks et p = 3b = 3ko. on a alors :

20k
2V/3sin- = — (5.10)
3 b
avec ky, b copremiers, on écrit (5.10) comme :
0 0 k
4\/352'7150035 = ?1

0 a .
Prenons le carré des deux membres et en remplacant 00325 par 7 on obtient :

3x4%alb—a) =k = k¥ =3 x4%.d”*b—a)
ce qui implique que :

b—a=30>=b=d*+30> =k = 12da
Comme :

ki =12da = A™(A™ +2B") = 3a =d' + B"

On considere maintenant que 3|(b—a) avec b = a’*+3a?. Le cas « = 1 donne o'+ B™ = 3
ce qui impossible. On suppose que o > 1. Alors le couple (a’, o) est solution de 1’équation
diophantine :

X?243Y2=b (5.11)
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avec X = a’ et Y = «. Or d’apres un théoréme sur les solutions de 1’équation donnée par
(5.11)), b s’écrit (voir théoreme 37.4 de [S]) :

b= 2% x 3Lplt - plogh g2
ot les p; sont des nombres premiers vérifiant p;=1(mod 6), les g; sont aussi des nombres
premiers tels que ¢;=5(mod 6). Alors :
-si s > 1 = 2|b, comme 2|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers;
-sit > 1= 3|b, or 3|(b — a) = 3|a, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

*#* [-2-2-1- Donc on suppose que b s’écrit sous la forme :

b = pil .. .ptggq%sl N qEST
avec p;=1(mod6) et ¢;=5(mod6). Finalement on obtient que b=1(mod6). Vérifions
alors cette condition.

#% ].2-2-1-1- On va présenter le tableau des valeurs modulo 6 de A™ + B™ = C" en fonc-
tion des valeurs de A™, B"( mod 6). On obtient le tableau ci-dessous apres avoir retiré les
lignes (respectivent les colonnes ) de A”=0(mod6) et A"=3(mod6) (respectivement
de B"=0(mod 6) et B"=3(mod 6)), car ils présentent des cas contradictoires :

A" B" 1 2 4 5
1 2350
2 34 01
4 5 0 2 3
5) 013 4

TABLE 2 — Tableau de C!(mod 6)

#% 1.2-2-1-1-1- Pour les cas C' = 0(mod 6) et C' = 3(mod 6), on déduit que 3|C! =
3|C = C = 3"C,, avec h > 1 et 31 C,. Il en résulte que p — B"C' = 3b — 3"CLB" =
AP = 3|(A?™ = 4a) = 3|la =3

b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.

## [.2-2-1-1-2- Pour les cas C' = 0(mod6), C' = 2(mod6) et C' = 4(mod6), on
déduit que 2|C! = 2|C = C = 2"C}, avec h > 1 et 2 { C,. Il en résulte que
p=3b= A’ + B"C' = 4a + 2""CIB" = 2|3b = 2|b, d’ou la contradiction avec

a, b copremiers.
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*% 1.2-2-1-1-3- On considére les cas A™=1(mod6) et B"=4(mod6)( respectivement

"=2(mod6)) : d’ott 2|B" = 2|B = B = 2By avecj > let2 { By. Il en
résulte de 3b = A?" + B"C! = 4a + 2j”B?Cl , par suite 2|b, d’ou la contradiction avec
a, b copremiers.

#% ].2-2-1-1-4- On considere le cas A™=5(mod6) et B"=2(mod6) : d’ou 2|B" —
2|B = B = 2/By avec j > let2 { By Il en résulte de 3b = A*™ + B"C! =
da + 27 ”B{‘Cl, par suite 2|b, d’oti la contradiction avec a, b copremiers.

% ]-2-2-1-1-5- On considere le cas A™=2( mod 6) et B"=5( mod 6) : comme A"=2( mod
6) = A™=2(mod 3), donc A™ n’est pas un carré, de méme pour B". Par suite, A™ et
B™ s’écrivent sous la forme suivante :

A" = ao.A2
B"™ = b,3?

ou ag (respectivement by) regroupe le produit de nombres premiers d’exposants 1 de A™
(respectivement de B™) sans que nécessairement (ao, . A) = 1 et (b, B) = 1. On a aussi
p =3b= A+ A"B" + B> = (A™ — B")? + 3A"B" = 3|(b — A"B") =
AmB"=b(mod 3) or b = a + 3a® = b=a=a"*(mod 3), par suite A" B"=a?(mod 3).
Mais A™=2(mod 6) = 2a/=2(mod 6) = 4a”*=4(mod 6) = a*=1(mod 3). Il en
résulte que A™ B" est un carré, soit A" B" = N'? = A2.8%.ay.by. Notons par N = a.by.
Soit p; un nombre premier qui divise a9 = a9 = pj.a; avec p; { aj. p1|N12 —
N = N = piN] avec t > 1et p, 1 N, dou pi' *N{? = a1.by. Comme
2t >2 =2t —1> 1= pi|a;.bp mais (p1,a;) = 1, d’ot p;|by = p1|B" = p1|B.
Or p1|(A™ = 24d’). p; est différent de 2 car p;| B™ et B™ est impair, d’ou la contradiction.
Par suite, p;|a’ = pi]a. Si p1 = 3, de 3|(b — a) = 3|b d’ou la contradiction avec a, b
premiers. Donc p; > 3 premier divise A™ et B", par suite p;|(p = 3b) = py|b, il en
résulte la contradiction avec a, b premiers, sachant que p = 3b=3(mod 6) et en choisis-
sant le cas qui nous intéresse a savoir b=1(mod 6).

*#[-2-2-1-1-6- On considére le dernier cas du tableau précédent A™=4( mod 6) et B"=1( mod
6). On revient a I’équation (5.11) que vérifie b :

b= X?43Y? (5.12)
avec X =d; Y=o«
et 3a=d + B"
Supposons qu’il existe une autre solution de (5.12)) :

b=X?43Y =u?+30 = u#A™, 3v#d + B"
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6o — Am ’ , . . 2 2n
Or B" = —y = 3a — a’ et b vérifie aussi :3b = p = A" + A™B" + B", il est
impossible que wu, v vérifie :
6v =2u + 2B"
3b = 4u® + 2uB" + B*"
Considérons que : 6v — 2u = 6 — 24’ => u = 3v — 3o+ d’. Dou b = u? + 3? =
(3v — 3+ @) + 3v? ce qui donne :
20 — B"w+a® —da=0
! n m __ RN
2UQ_BnU_(a—i-B);A B™)

La résolution de la derniére équation donne en prenant la racine positive (car A™ > B"),

=0

v = a, par suite v = d'. Il en résulte que b dans a une représentation unique
sous la forme X? + 3Y? avec X, 3Y copremiers. Comme b est un nombre entier impair,
on applique I'un des théoremes d’Euler sur les nombres convenables “numerus idoneus”
(voir [C],[F]) a savoir : Si n > 1 est un entier impair qui est représenté de facon unique
telle que n = x° + 3y? avec x,y € N et x et 3y sont relativement premiers, alors n est

premier. 1l en résulte que b est premier.

Onaaussi p = 3b = A> + A" B" 4+ B?" = 44" + B".C" soit 9o? — a> = B".C",
par suite 3, @' € N sont solutions de 1’équation diophantine :

2 —y? =N (5.13)

avec N = B"C'" > 0. Soit Q(N) le nombre des solutions de et 7(N) le nombre
de fagcon d’écrire les facteurs de [V, alors on annonce le résultat suivant concernant les
solutions de (voir théoreme 27.3 de [S])) :

-si N=2(mod 4), alors Q(N) = 0;

-si N=1 ou N=3(mod 4), alors Q(N) = [7(N)/2];

- si N=0(mod 4), alors Q(N) = [7(N/4)/2].

Rappelons que A™=0(mod4). Concernant B", pour B"=0(mod4) ou B"=2(mod4),
on trouve que 2|B" — 2|ac = 2|b, par suite la contradiction avec a, b copremiers. Il
reste le cas B"=3(mod 4) = C'=3(mod 4) = N = B"C'=1(mod 4) = Q(N) =
[T(N)/2] > 1.0r Q(N) = 1, puisque les inconnues de sont aussi les inconnues de
et on a une unique solution des deux équations diophantines, d’ou la contradiction.

Il en résulte que la condition 3|(b — a) est contradictoire.

L’étude du cas[5.8] est donc achevée.
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59 Cas3lpetb|ip:

Les cas suivants ont été déja étudiés :
*3|p, b=2=>bldp: cas[5.]]
*3|p, b=4= bldp: cas[5.2]
*3p=p=3p, blp = p =bp”, p’ #1:cas]5.3|
*3|p, b=3 = bldp: cas[5.4]
*3lp=p=3p,b=p = bldp: cas[5.§

*% J-1- Cas particulier : b = 12. En effet 3|p = p = 3p/ et 4p = 12p’. En prenant b = 12,
onabldp. Or b < 4a < 3b, ce qui donne 12 < 4a < 36 = 3 < a < 9. Comme 2|b et
3

b, les valeurs possibles de a sont 5 et 7.

4
¥ J1-1-a = 5eth = 12 = 4p = 12p' = bp'. Or A" = ?% =
3|p' = p' = 3p” avec p” € N*, alors p = 9p”. D’ou les expressions :

Sbp"  5pf

A2 — 5 (5.14)
Bt =P (3 4e0sl ) — 4 5.15
= g — 4C0S8 g = 4p ( . )

Comme n,l > 3, on déduit de 1’équation (5.15) que 2|p” = p” = 2%p; avec a > 1 et
2 4 py. Par suite, (5.14) devient : A?™ = 5p” =5 x 2%p; = 2|A = A =2'A,,i > 1
et 21 A;. On a aussi B"C! = 2972p; = 2| B" ou 2|C".

#% J-1-1-1- On suppose que 2|B" = B = 2/B, j > 1 et 2 { B;. On obtient B}C! =
2a+2—jnp1 :

-Sia+2—jn > 0 = 2|C', pas de contradiction avec C! = 2m AT +-2/" B — 2|C!
et la conjecture est vérifiée.

-Sia+2—jn=0= B}C' =p;. De C72Mm AT + 2" B = 2|C" ce qui implique
que 2|p; d’ou la contradiction.

-Sia+2—jn < 0 = 2" 2BrC! = p; ce qui implique que 2|p; d’ou la
contradiction.
#% J-1-1-2- On suppose que 2|C", utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient
les mémes résultats.

*#* J-1-2- On suppose maintenant que ¢ = 7etb = 12 = 4p = 12p' = bp'. Or
dp a 120 7T TP )

AZm:_._: —_— = =3 /:> =9p".0 btient :

30 3 12 3 v b= =P T OHEn
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La derniere équation implique que 2| B"C". En utilisant la méme méthodologie appliquée
en J-1-1- ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

On passe maintenant au cas général. Comme 3|p = p = 3p’ et b|ldp = TFk; € N* et
dp = 12p" = kqb.

#% J.2-k; = 1:Sik; = ldonc b =120/, (p/ # 1sinon p = 3 <K A?™ + B?" + AmB™),

. 4 0 12p'a  4p'a «a .
Mais A2m = L o220 — 2P ¢ _ P44 3la car A*™ est un entier, d’ol la
3 3 30 12p/ 3
contradiction avec a, b copremiers.

0 k.
#6013k = 3:Siky =3, doi b = 4p' et A2 = L 2" 1Ta =a=(A")? =

3 3
3 20
a? = A™ = d. Le calcul de A" B"™ donne A™B" = pT\/_smg — %, Soit :
20V 3 20 20
AP L 2AMB" = p;/_smg = 2p’\/§3m§ (5.16)

) ) .26 N
Le membre a gauche de (5.16) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sm§ peut étre écrit

sous la forme : o0 K
2\/§sm— — 2

3 ks
ou ks, k3 sont deux entiers copremiers et k3|p’ = p’ = k3.ky.
** J-3-1- k4 # 1 : on suppose k4 # 1, alors :
AP 4+ 2AMB" = ky.ky (5.17)

Soit 4 un entier premier tel que u|ky. Alors u|A™(A™+2B") = pu|A™ ou p|(A™+2B").

w4 J-3-1-1- p|A™ : Si p|A™ = p|A*™ = pla. Comme plky = plp’ = u|(4p’ = b).
Or a, b sont copremiers d’ou la contradiction.

*k J-3-1-2- p|(A™ + 2B™) @ Si p|(A™ +2B") = pt A™ et p { 2B™ alors u # 2 et
wt B™. p|(A™ + 2B™), on peut écrire A™ + 2B"™ = p.t'. 1l s’ensuit :

Am+Bn :/Lt/—Bn :>A2m+BQn+2AmBn :uzt’z—Qt/,uB"—I—BQ"

Utilisant I’expression de p, on obtient p = t?u? — 2¢/B"y + B"(B™ — A™). Comme
p=3p et ulp’ = p|(3p’) = wu|p, on peut écrire : I’ et p = py’, alors on arrive a :

= p(ut? — 2t'B") + B"(B" — A™)
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et u|B"(B™ — A™) = u|B" ou pu|(B™ — A™).
*% J-3-1-2-1- u|B™ : Si p|B™ = p| B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

ok J-3-1-2-2- p|(B™ — A™) : Si p|(B™ — A™) et utilisant pu|(A™ + 2B"™), on obtient :

pl|B"
w|3B" = ¢ ou
p=3

#% J-3-1-2-2-1- p| B™ : Si p| B™ = p| B ce qui est en contradiction avec J-3-1-2-.

% J.3.122-2- 1= 3: Si i = 3 = 3|ky = ku = 3k}, etonap’ = ksky = 3kskl, il
s’ensuit p = 3p’ = 9ks3kj, alors 9|p, mais p = (A™ — B™)? + 3A™B", il en résulte :

Oksk, — BA™B" = (A™ — B)?

qu’on écrit : 3(3k3k),—A™B") = (A™—B")?, d’ou: 3|(3ksk},— A" B") = 3|A"B" =
3|A™ ou 3|B".

ok J-3-1-2-2-2-1- 3|A™ : Si 3| A™ = 3| A*™ = 3|a, mais 3|p’ = 3|(4p’) soit 3|b d ol la
contradiction avec a, b copremiers. Alors 3 1 A.

*% J-3-1-2-2-2-2- 3|B" : Si 3|B" or A" = ut' — 2B"™ = 3t' — 2B" —> 3| A™, ce qui est
contradictoire. Alors I’hypothéese k4 # 1 est impossible.

*# J-3-2- k, = 1 : Maintenant, on suppose que ks = 1 = p’ = k3ky = k3. On a alors :

20 k
2V/3sin = Ff (5.18)
avec ks, p’ copremiers, on écrit ((5.18) comme :
0 0 k
4\/§Sm§cos§ = i

0 a .
Prenons le carré des deux membres et en remplagant 00325 par 7 et b = 4p/, on obtient :

3.a(b—a) = k2
Comme A*™ = q = a2, ce qui implique que :

3[((b—a), et b—a=b—a?=3a
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Comme ky = A™(A™ + 2B™) d’apres ’équation (5.17)) et que 3|ky — 3|A™(A™ +
2B™) = 3|A™ ou 3|(A™ + 2B").

ok J.3-2-1- 3|A™ : Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ou la contra-
diction avec a, b copremiers.

ok J-3-2-2- 3|(A™ + 2B™) = 3+ A™ et 3  B". Comme d’une part k3 = 9aa® =
9a2a? = ko = 3d'a = A™(A™ + 2B"), par suite :

30 =A™+ 2B" (5.19)

Comme b s’écrit sous la forme b = a’* + 3a?, donc le couple (a’, @) est une solution de
I’équation diophantine :
* +3y°=b (5.20)

Comme b = 4p/, par suite :

#% J-3-2-2-1- Si x, y sont pairs, d’oti 2|’ = 2|a, il en résulte la contradiction avec a, b
copremiers.

*%* J-3-2-2-2- Si x, y sont impairs, soit a’, « impairs, ¢’est-a-dire A™ = a/=1(mod 4) ou
Am=3(mod 4). Si u, v vérifient (5.20), soit b = u?+3v?, avec u # a’ et v # a, alors u, v
ne vérifie pas , s0it 3v # u+2B", sinonu = 3v—2B" = b = (3v—2B")*+3v? =
a’? + 3a, la résolution de I’équation du second degré obtenue en v donne la racine positive
v = «, par suite u = 3o — 2B™ = d/, d’ou 'unicité de I’écriture de b représentée par

(5.20).

*%* J-3-2-2-2-1- On suppose A"=1(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ou B™ est pair et B" =
2B’. L’expression de p devient :
p=a?+2dB +4B? = (d' + B')?+3B? =3p = 3|(d'+ B') = d' + B' = 3B”
p=B*+3B"?=b=4p = (2B")? + 3(2B”)? = d’* + 3a?

Soit 2B’ = B" = d’ = A™, d’ou la contradiction avec A™ > B".
#% J-3-2-2-2-2- On suppose A™=1(mod 4) et B"=1(mod 4), d’ou C' est pair et C' =
2C". L’expression de p devient :

p= 021 _ Can + B2n — 40/2 _ 2C/Bn + B2n — (Cr/ _ Bn)Q + 30/2 — 3]3/
— 3|(C"— B") = " — B" =3C"
p/ — 0/2 + 30)72 _— b — 4p/ — (201)2 + 3(2077)2 — a/2 + 3052
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Soit 2C" = C' = a/ = A™, d’ou la contradiction.

*#* J-3-2-2-2-3- On suppose A™=1(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

#% J-3-2-2-2-4- On suppose A™=1(mod 4) et B"=3(mod 4), d’ot C" est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

*% J-3-2-2-2-5- On suppose A"=3(mod 4) et B"=0(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

#% J.3.2-2-2-6- On suppose A™=3(mod 4) et B"=1(mod 4), d’ott C" est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

#% J-3-2-2-2-7- On suppose A™=3(mod 4) et B"=2(mod 4), d’ou B" est pair, voir J-3-
2-2-2-1-.

#% J.3-2-2-2-8- On suppose A™=3(mod 4) et B"=3(mod 4), d’ou C' est pair, voir J-3-
2-2-2-2-.

On a achevé donc I’étude de J-3-2-2- qui a mené a des contradictions.

**% J-4- On suppose k1 # 3 et 3|ky = k; = 3k} avec k| # 1, alors 4p = 12p/ =

4 0 3k1b
kb = 3Kb = 4p = kb, A% 'écrit A2 = §c052§ == % = Kaet B'C! =
0 K
‘g <3 - 400325) = Zl(Bb — 4a). Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|(3b — 4a)

ou 4|k} ou [2]k] et 2|(3b — 4a)].
*% J-4-1- On suppose que 4|(3b — 4a).

*% J-4-1-1- On suppose que 3b — 4a = 4 = 4|b = 2|b. On a alors :

A*™ = Ka
B"C' = k|

## J-4-1-1-1- Si K} est premier, de B"C' = k{, c’est impossible.

*%* J-4-1-1-2- On suppose que k] > 1 est non premier. Soit w un nombre premier tel que
w]| k.
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*%* J-4-1-1-2-1- On suppose que k7 = w®, avec s > 6. On a donc :

AP = i a (5.21)
B"C' = w* (5.22)

*% J-4-1-1-2-1-1- Supposons w = 2, si a, k] sont non copremiers alors 2|a, comme 2|b,
c’est la contradiction avec a, b copremiers.

** J-4-1-1-2-1-2- Supposons w = 2 et a, k} sont copremiers donc 2 t a. De , on
en déduit que B = C' = 2etn + 1 = s, et A2" = 2°.q, mais A™ = 2/ — 2" —
AP = (20— 2m)2 = 2% 4 92 _ 9(Qlm) = 220 4 220 _ 9 x 2% = 25.q = 2% +
22" = 2%(a + 2). Sil = n, on obtient @ = 0 d’ol la contradiction. Si [ # n, comme
Am =20 — 2" > )0 = n < | = 2n < s, o 227(1 + 2220 _ 9s+1=2n) — 9nol 4,
Posons [ = n +n; = 1 4 2272 —_ 25¥1-2n — 9m1 4 or le terme & gauche est impair et
le membre a droite est pair d’ou la contradiction. Donc le cas w = 2 est impossible.

*%* J-4-1-1-2-1-3- Supposons maintenant que k] = w® avec w # 2 :

*% J-4-1-1-2-1-3-1- Supposons que a, k] sont non copremiers, alors w|a = a = w'.a; et
t{a,.Onadonc:

AP = Wy (5.23)
B"C' = w* (5.24)

De (5.24), on déduit que B" = w", C" =w!, s =n+let A" = w' —w" >0 =1 > n.
De plus, A*™ = w'tt.a; = (W' — w")? = W + W — 2 x W, Comme W # 2 => w est

l

impair, par suite A*™ = w*.q; = (w' — wW")? est pair, donc 2|a; = 2|a ce qui est en

contradiction avec a, b copremiers, alors ce cas est impossible.

*%* J-4-1-1-2-1-3-2- Supposons que a, k} sont copremiers, avec :

A2 5 4 (5.25)
B"C' = w* (5.26)

De (5.26), on déduit que B" = w", C' = w'et s = n + 1. Comme w # 2 = w est

l

impair et A?™ = w®.a = (w' — w™)? est pair, d’ol 2|a. Par suite la contradiction avec a, b

copremiers, donc ce cas est impossible.
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#% J-4-1-1-2-2- On suppose que k] = w®.ky, avec s > 6, w { ko. On a donc :

A% = % ky.a

B"C! = w® ks

*% J-4-1-1-2-2-1- Si ko est premier, de la derniere équation ci-dessus, w = ko, c’est en
contradiction avec w 1 ky. Donc ce cas est impossible.

#% J-4-1-1-2-2-2- On suppose que k) = w®.ky, avec s > 6, w { ko et ko non premier. On a
donc :

AP = Wi ky.a

B"C' = w® ks (5.27)

#% J-4-1-1-2-2-2-1- On suppose w, a copremiers, donc w { a. Comme A*™ = w* .ky.a =
wlA = A = Ww'A; avec i > 1etw { A, par suite s = 2im. De (5.27), on a
w|(B"C") = w|B™ ou w|C".

#%# J-4-1-1-2-2-2-1-1- On suppose w|B" => w|B = B = w/Bj avec j > letw { By.
D’ou : BPC! = w2m=ink,

- Si 2im — jn > 0, w|C" = w|C, pas de contradiction avec C! = W™ AT + wi" B}
et la conjecture (I.1)) est vraie.

- Si 2im — jn = 0 = BPC' = ky, comme w { ks = w { C' d’ou la contradiction
avec w|(C! = A™ + B").

-Si2im—jn < 0 = Wi 2mBrCl = ky = w|ky d’oll la contradiction avec w { k.

*% J-4-1-1-2-2-2-1-2- On suppose w\C’, avec la méme méthode suivie ci-dessus, on ob-
tient les mémes résultats.

% J-4-1-1-2-2-2-2- Supposons que a, w sont non copremiers, alors w|a = a = w'.a; et
w{ ay. On adonc :

AP = 5 ko ay (5.28)
B"C' = w® ks (5.29)

Comme A*™ = Wt ky.ay = w|A = A = w'A; aveci > 1etw { Ay, par suite
s+t = 2im. De (5.29), on a w|(B"C"') = w|B" ou w|C".

#% J-4-1-1-2-2-2-2-1- On suppose w|B" = w|B = B = w/Bj avec j > letw { B.
D’ou : BPC! = w2m—t=ing,
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-Si2im—t—jn > 0,w|C' = w|C, pas de contradiction avec C! = w™ AT 4" B}
et la conjecture est vraie.

-Si2im—t—jn =0 = BPC' = ky, comme w { ky = w 1 C' d’ot la contradiction
avec w|(C! = A™ + B").

-Si2im —t — jn < 0 = @I 2mpnCl = k) = wlky d’ol la contradiction avec
w1 ko.

*% J-4-1-1-2-2-2-2-2- On suppose w\Cl, avec la méme méthode suivie ci-dessus, on ob-
tient les mémes résultats.

*% J-4-1-2- 3b — 4a # 4 et 4(3b — 4a) = 3b — 4a = 4°Q avec s > let4d 1. On
obtient :

AP = kKla (5.30)
B"C' = 47K Q (5.31)

*% J-4-1-2-1- Supposons k] = 2, de (5.30) on déduit que 2|a. Comme 4|(3b—4a) = 2|b,
d’ou la contradiction avec a, b copremiers. Donc ce cas est impossible.

#% J-4-1-2-2- Supposons que k] = 3, de on déduit que 3*/A%™. De (5.31), il
en résulte que 3%|B" ou 33|C!. Dans les deux cas précédents, on obtient 3%|p. Mais
4p = 3kib = 9b, or 27|p ce qui donne 3|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.
Donc ce cas est impossible.

** J-4-1-2-3- Supposons que k) est un nombre premier > 5 :

## J-4-1-2-3-1- Supposons k| et a copremiers. L’équation (5.30) donne (A™)? = k}.a ce
qui est impossible avec & 1 a. Donc ce cas est impossible.

*% J-4-1-2-3-2- Supposons k] et a sont non copremiers, soit kj|a = a = k\*a; avec
a > letk] ta;. L’équation (5.30) s’écrit :

2m 1., 1o+l

La derniere équation donne kj|A*" = kj|A = A = k}. Ay, avec k] 1 A;. Si
2i.m # (a + 1) c’est impossible. On suppose que 2i.m = « + 1, par suite kj|A™.
Revenons a I’équation (5.31)). Si & et § sont copremiers, ¢’est impossible. On suppose
donc que k] et {2 ne sont pas copremiers c’est-a-dire que k|2 et que ’exposant de k]
dans 2 est tel que 1’équation soit satisfaite. On déduit facilement que k7| B". Par
suite k7%|(p = A*™ + B*" + A™B™), mais 4p = 3kjb = k}|b, d’ou la contradiction avec
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a, b copremiers.
*%* J-4-1-2-4- Supposons que &} > 4 non premier.

#% J-4-1-2-4-1- Supposons que k; = 4. On a alors : A*™ = da et B"C' = 3b — 4a =
3p’ — 4a. Ce cas a été traité dans le paragraphe [5.8| cas ** I-2-.

*%* J-4-1-2-4-2- On suppose que k7 > 4 non premier.

#% J_4-1-2-4-2-1- On suppose que a, k sont copremiers. De ’expression A?™ = k/.a on
déduit que a = a? et k{ = k2. Ce qui donne :

AT = CL1./€”1
B"C' = 4710

Soit w un nombre premier tel que w|k”y, soit k71 = w'.k"y avec w t k”75. Les deux
équations précédentes deviennent :

A™ = ay.w' k7, (5.32)
B"C! = 451w k3.0 (5.33)

De (5.32) w|A™ = w|A = A = w'.A; avec w | A; et im = t. De (5.33), on a
w|B"C! = w|B" ou w|C".

## J-4-1-2-4-2-1-1- Si w|B" = w|B = B = w’.By, avec w { By. De (5.32), on a
BrOl = w?ingsml 72 O, Siw = 2et 21 Q, on a BrC! = 22H25—in=2)r2

- Si 2t + 25 — jn — 2 < O alors 2 1 C! ce qui est en contradiction avec C! = w™ AT +
w/" B,

-Si 2t + 25 — jn — 2 > 1 = 2|C' = 2|C et la conjecture (1.1) est vérifiée.

(Mémes résultats si 2|Q2 = Q0 = 2*.Q)4, on remplace 2t + 2s — jn — 2 par 2t + 2s +
p—jn—2).Siw #2,ona BPC! = w4513 Q.

La aussi, siw 1 Q :
-Si 2t — jn < 0 = w1 C' ce qui est en contradiction avec C! = W™ AT + Wi BY,

-Si 2t — jn > 1 = w|C" et la conjecture (1.1)) est vérifiée.

Mémes résultats si 2|Q = ) = 2#.Q);, on remplace 2t — jn par 2t + pu — jn.
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#4 J-4-1-2-4-2-1-2- Si w|C!' = w|C = C = W".C}, avec w { Cy. En utilisant les
mémes méthodes en J-4-1-2-4-2-1-1 ci-dessus, on obtient les mémes résultats suivants les

cas.

*%* J-4-1-2-4-2-2- On suppose que a, k7 sont non copremiers. Soit w un nombre premier
tel que w|a et w|k}. On écrit :

a=w.a;

/ 99
K = wh k7

avec ai, k" copremiers. L’expression de A%*™ devient A*™ = w**#.a,.k”|. Le terme
B"C" devient :
B"C!' = 4L Wt k71 .9 (5.34)

*% J-4-1-2-4-2-2-1- Si w = 2 = 2|a, mais 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copre-

miers. Ce cas est donc impossible.

% J-4-1-2-4-2-2-2- Siw > 3. On aw|a. Siwl|b c’est la contradiction avec a, b copremiers.
On suppose que w { b. De I'expression de A%™, on obtient w|A*™ = wW|A = A =
w'. Ay avecw { Ay, i > 1et2i.m = a + p. De (5.34), on déduit que w|B™ ou w|C".

#% J-4-1-2-4-2-2-2-1- On suppose que w|B" = w|B = B = w/B; avec w { B et
j > 1. Par suite, B}C! = 457 1wr=i" k7 1.Q)

*wiQ:

-Sip—jn > 1onaw|C' = w|C, pas de contradiction avec C! = w™ A" + wi" B}
et la conjecture (I.1)) est vérifiée.

-Sipg—jn < 0avecw 1 Q, alors w { C! et c’est la contradiction avec C! =
W™ AT + w/" BT, Donc ce cas est impossible.

*w|Q:soit Q = w?.Qy avec B> 1etw Q. Comme 3b—4a = 4°.Q = 45,05 Q) —
3b = da + 4°.wWP.Q = dw®.a; + 4°.0°.Q = 3b = dw(w* Lay + 45 LWL, Si
w=3et 3 =1,onobtient b = 4(3% ta; +4°71Q) et BRC! = 457131 H1=0n k71 Q).

-Sip—jn+ 1> 1, alors 3|C! et la conjecture est vérifiée.

-Sip—jn+1<0,alors 31 C' et c’est la contradiction avec C' = 3™ AT + 31" B,

Maintenant, si 3 > 2 et o = im > 3, on obtient 3b = 4w?(w* 2a; + 45~ 'wP2Q). Si
w = 3 ou non, alors w|b, mais w|a, d’ot la contradiction avec a, b copremiers.
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#% J-4-1-2-4-2-2-2-2- On suppose que w|C! = w|C = C = W"C} avec w { C] et
h > 1. Par suite, B"C! = 45~ 1w+ k”|.Q. En utilisant la méthodologie ci-dessus, on

obtient les résultats analogues.
** J-4-2- On suppose que 4|k} .

** J-4-2-1- k) = 4 = 4p = 3kib = 12b = p = 3b = 3p/, c’est le cas déja étudié au
I-2- paragraphe[5.§]

** J-4-2-2- k) > 4 avec 4|k} = k| =4°k" 1 ets > 1,41 k”,.Onadonc:

AQm = 48]{3”10, = 22516”1&
Bnc«l — 48—1k771(3b . 4&) — 225—2k771(3b o 4(1)

*% J-4-2-2-1- On suppose s = 1 et k} = 4k”; avec k71 > 1, soit p = 3p' et p’ = k"10,
c’est le cas [5.3]déja étudié.

*%* J-4-2-2-2- On suppose s > 1, par suite k] = 4°k”1 = 4p = 3 x 4°k” betona:

AP = 4" 1a (5.35)
B"C' = 457'k” 1 (3b — 4a) (5.36)

#% J.4-2-2-2-1- On suppose que 2 1 (k”1.a) = 2 1 k7 et 2 1 a. Comme (A™)% =
(2°)%.(k”1.a), on pose d* = k”1.a, par suite A™ = 25.d = 2|A" = 2|A = A =
2iA; avec 21 Ajeti > 1.D’ou: 2 A" = 2°.d = s = im. De I’équation (5.36), on a
2|(B"C") = 2|B™ ou 2|C".

% J-4-2-2-2-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B => B = 2/.By, avec j > let2 ¢ By.
L’équation (5.36)) devient :

B?Ol — 225—jn—2k,771(3b o 4&) _ 22im—jn—2kml(3b - 4@)

* On suppose que 21 (3b — 4a) :

- Si 2im — jn — 2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 2/ B et
la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2 1 C, d’ot la contradiction avec C! = 2™ AT 4+ 27" BY.

* On suppose que 2*|(3b — 4a), p > 1 et que a, b restent copremiers :
-Si2im+p—jn—2 > 1, alors Q\Cl, pas de contradiction avec C! = 2””1471” + 2j"B{L
et la conjecture (|1.1)) est vérifiée.
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- Si 2im~+p—jn—2 < 0, alors 2 ¥ C', d’ot la contradiction avec C! = 2m AT -2/ B1,

#% J.4-2-2-2-1-2- On suppose que 2|C! = 2|C' = C = 2".Cy,avec h > 1et2 1 C.
De la méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

*% J-4-2-2-2-2- On suppose que 2|(k";.a) :
*% J-4-2-2-2-2-1- On suppose que k"1 et a sont copremiers :

#% J.4-2-2-2-2-1-1- On suppose que 2 { a et 2|k”, = k"1 = 2**.k"% et a = a?. Alors
les équations (5.35H5.36)) deviennent :

AP = 4522750t = A™ = 25T k7.4 (5.37)
B"C' = 4571227 2(3b — 4a) = 2227 2(3b — 4a) (5.38)

L’équation (5.37) donne 2|A™ = 2|A = A =21 A, avec 2t Ay, i > letim = s+ p.
De I’équation (5.38)), on a 2|(B"C") = 2| B" ou 2|C".

% J-4-2-2-2-2-1-1-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/.B;,2{ By etj > 1.
Par suite BPC! = 22+21=in=272(3) — 4q) :

* On suppose que 2 1 (3b — 4a) :

- Si 2im — jn — 2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 2/ B et
la conjecture est vérifiée.

- Si 2im — jn —2 < 0, alors 2 1 C*, d’ot la contradiction avec C! = 2im AT 4+ 2/n B1,

* On suppose que 2%|(3b — 4a), a > 1 et que a, b restent copremiers :

-Si 2im+a—jn—2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2™ AT + 21" B
et la conjecture (I.1)) est vérifiée.

-Si 2im+a—jn—2 < 0, alors 2 f C', d’ot la contradiction avec C! = 2/ AT 42/ B1,

#% J-4-2-2-2-2-1-1-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C = 2".C}, avec h > 1 et
2 1 (1. De la méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

#% J.4-2-2-2-2-1-2- On suppose que 2 1 k" et 2|a = a = 2*.a% et k", = k”3. Alors
les équations (5.35[{5.36)) deviennent :

AP = 43 9202 =y AT = 95HH g |, (5.39)

B"C' = 47'k73(3b — 4a) = 2°7?K75(3b — 4a) (5.40)
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L’équation (5.39) donne 2|A™ = 2|A = A =2 A avec 2t Ay, i > letim = s+ pu.
De I’équation (5.40), on a 2|(B"C') = 2| B" ou 2|C".

#% J.4-2-2-2-2-1-2-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/.B;,2{ By etj > 1.
Par suite BPC! = 227"=2[72(3b — 4al) :

* On suppose que 2 1 (3b — 4a) = 21 b:

- Si2s — jn —2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2™ AT 4 27" BT et la
conjecture est vérifice.

-Si2s — jn —2 < 0, alors 21 C!, d’ot la contradiction avec C! = 2™ AT + 27" B,

* On suppose que 2%|(3b — 4a), @ > 1, dans ce cas a, b sont non copremiers, c’est la
contradiction.

#% J.4-2-2-2-2-1-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C = 2".C}, avec h > 1 et
2 1 C1. De la méme maniére traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

** J-4-2-2-2-2-2- On suppose k”; et a sont non copremiers avec 2|a et 2|k”;. Soit a =
2tayetk”; = 2"k7,et24 ay et24 k7. De (5.35), ona pu +t =2\ eta;.k”y = w? Les
équations (5.35H5.36)) deviennent :

AP = 4587 = 225 2Pk 9.2 ay = 22T W = AT = 25T (5.41)
B"C = 45712175 (3b — 4a) = 2227 5(3b — 4a) (5.42)

De (5.41) ona 2|A™ = 2|A = A =2"A1,i > 1et21 A;. De (5.42), 2s + pu— 2 > 1,
on déduit 2|(B"C") = 2|B" ou 2|C".

% J-4-2-2-2-2-2-1- On suppose 2| B" = 2|B = B = 29.B;, 2 B; et j > 1. Par suite
BpC! = 2tumin=272(3h — da)

* On suppose que 2 1 (3b — 4a) :
-Si2s+ pu —jn—2 > 1, alors 2|C", pas de contradiction avec C! = 2/ AT + 2" B}
et la conjecture (|1.1)) est vérifiée.

-Si2s+pu—jn—2 < 0,alors 2 1 C!, d’ou la contradiction avec C! = 2" AT 4 2/n B,

* On suppose que 2%|(3b — 4a), pour une valeur v > 1. Comme 2|a, alors 2%|(3b —
4a) = 2|(3b — 4a) = 2|(3b) = 2|b, d’ou la contradiction avec a, b copremiers.



60 Abdelmajid Ben Hadj Salem

% J-4-2-2-2-2-2-2- On suppose que 2|C! = 2|C = C' = 2".C}, avec h > 1 et 21 (.
De la méme maniere traitée ci-dessus, on obtient les mémes résultats.

ok J4-3- 2|k} et 2|(3b — 4a) : alors on obtient 2|k} => k} = 2L.k"  avect > let 24 k7.
2|(3b — 4a) = 3b — 4a = 2*.d avec u > 1 et 2 1 d. On a aussi 2|b. Si 2|a, c’est la
contradition avec a, b copremiers.

On suppose dans la suite de cette section que 2  a. Les équations de-
viennent :

AP =2 K0 = (A™)? (5.43)
B"C' =2 k.20 d = 2P d (5.44)

De (5.43), on déduit que ¢ est un exposant pair, soit ¢ = 2\. Par suite, on pose w? = k”1.a
ce qui donne A™ = 2 w = 2|A™ = 2|A = A = 2".A; aveci > let24 A;. De
(5.44), on a 2\ + p — 2 > 1, par suite 2|(B"C') = 2|B" ou 2|C" :

#% J-4-3-1- On suppose que 2|B" = 2|B = B = 2/Bj,avec j > let2{ B;. Il
s’ensuit que BIC! = 22X FH=in=2 7 .

-Si2\+pu —jn —2 > 1,0ona 2|C! = 2|C, il n’y a pas de contradiction avec
C! = 2im A" 4 29" B et la conjecture est vérifiée.

-Si 2\ + p— jn — 2 < 0, il s’ensuit que 2 1 C, d’ot la contradiction avec Cl =
9im Am 4 2in B

## J-4-3-2- On suppose que 2|C' = 2|C. En utilisant la méme méthode ci-dessus, on
obtient les mémes résultats.
[

Le Principal Théoreme est démontré.

6 Exemples Numériques

6.1 Exemplel:

Soit ’exemple : 6% + 3% = 3% avec A™ = 63, B" = 3% et C! = 3°. Avec les notations

utilisées dans le papier, on obtient :

p=3"x73, ¢=8x3" A=4x383"x4%2-73%) <0
3% x 73V73 p 4% 3 x /3
= ——, c0s =——7=——

73 , ¢ e (6.1)
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4 0 0 34> 3 x 2%
Comme A2m:§p.0032§ :>cos2§ = 1 = >7<3 = % —=a=3x2" b="173;
alors : 3
0 4v3
cos— = —, p=3%b (6.2)

3 V73
On vérifie facilement 1’équation utilisant (6.2). Pour cet exemple, on peut utiliser les
deux conditions de comme 3|a, b|4p et 3|p. Les cas 4.4] et [5.3] sont respectivement
utilisés. Pour le cas c’est le sous-cas B-2-2-1- qui a été utilisé et la conjecture
est vérifiée. Concernant le cas [5.3] c’est le sous-cas G-2-2-1- qui a été appliqué et la
conjecture est vérifiée. On trouve pour les deux cas que A™, B" et C' de I’exemple
1 ont un facteur commun ce qui est vrai.

6.2 Exemple?2:
Soit le deuxieéme exemple : 7* + 73 = 143. On prend A™ = 74, B" = 72 et C' = 143.
Onobtient p =57 x 79 =3 x19x 7%, ¢=8x70, A =27¢>—4p> =27 x4 x

4 x7
7T18(16x49—193) = —27x4x7¥ %6075 < 0, =19x7"xV/19, cost = — i
( ) p 1915
4p 0 0 34T 72

2 2 a 2
£ Z Z = — i — b=4x19,
30033:>0033 1 b:>a -, X

Comme A*™ =

alors cos— =

7
3 219

0 )
de cos§ confirme la valeur ci-dessous :

et on a le cas 3|p et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de 1’expression

0 0 7 \° 7 4x7
0 = cos3(0/3) = 4cos®~ — 3cos— =4 —— | —3 = —
cos cos3(60/3) 0033 0053 <2\/1_9> Wit 010

On obtient donc 3|p = p = 3p/, b|(4p) avec b # 2,4 alors 12p' = k1b = 3 x 7%. Ceci
concerne le paragraphe de la deuxieme hypothese. Comme k; = 3 x 7° = 3k} avec
ki = 7% # 1. C’est le sous-cas J-4-1-2-4-2-2- avec la condition 4|(3b — 4a). Vérifions
alors :

3b—4a=3x4x19—4x 7 =32 = 4|(3b — 4a)

avec A*™ = 78 = 7% x 7% = k/.a et k} non premier, avec a et k} non copremiers avec
w = 71 Q(= 2). On retrouve bien que la conjecture (1.1) est vérifiée avec un facteur
commun 2 savoir le nombre premier 7 un diviseur de &} = 75.

6.3 Exemple3:

Soit le troisieme exemple : 19* + 38% = 57% avec A™ = 19, B" = 383 et C! = 575.
On obtient p = 19¢ x 577, ¢ =8 x27 x 1910 A = 27¢> — 4p® = 4 x 19'8(27° x
19° x 577+/577 4 x 3" x 19v/3

p = 373 , cosl = — ST e

Comme

16 x 19?2 — 5773) < 0,
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dp 0 9 342" 3x19® aq
AP = = cos?— = cos’= = = =— = a=3x19 b=4x5T77,
303 T3 T Ty Taxemr b AT x
19v/3 o :
alors cos— = eton a le cas 3|a et b|(4p). Le calcul de cosf a partir de I’expression

3 2577

0 )
de cos§ confirme la valeur ci-dessus :

0
cost = c0s3(0/3) = 4cos®= — 3cos— = 4 =
(6/3) 24/ 577 24/577 577/ 577

3 3
On obtient donc 3|a = a = 3a’ = 3 x 192, b|(4p) avec b # 2,4 et b = 4p' avec p = kp/
soit p’ = 577 et k = 19°. Ceci concerne le paragraphede la premiere hypothese. C’est

3
0 (19\/§> L 10VB  4x3'x10V3

le sous-cas E-2-2-2-2-1- avec w = 19, @/, w non copremiers et w = 19 1 (p — ') =
(577 — 19%) avec s — jn = 6 — 1 x 3 = 3 > 1, et la conjecture (1.1) est vérifiée.

7 Conclusion

La méthode utilisée pour prouver que la conjecture de Beal est vraie a demandé 1’étude
de plusieurs cas possibles. On a confirmé la méthode par les trois exemples numériques
présentés. En conclusion, on peut annoncer le théoreme :

Théoreme 7.1. (A. Ben Hadj Salem, A. Beal, 2018) : Soient A, B,C,m,n, et | des

entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™+ B" = (" (7.1)
alors A, B, et C ont un facteur en commun.
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