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Pentru calculul razei primului cerc al lui Lemoine vom demonstra mai
intai:

Teorema 1 (E. Lemoine - 1873).

Laturile unui triunghi sunt impartite de primul cerc Lemoine in segmente
proportionale cu patratele laturilor triunghiului.

Fiecare segment extrem este proportional cu patratul laturii careia li este
adiacent, iar segmentul-coarda in cercul Lemoine este proportional cu patratul
laturii care il contine.

Demonstratie.

Vom demonstra ca —- = —=; )
c a b2

in figura 1, K este centrul simedian al triunghiului ABC, iar A;A,; B;1By;
C;C, sunt paralelele lui Lemoine.

Figura 1

1



Triunghiurile BC,A;; CB; A, si KC,A; au indltimile relative la laturile BC,;
B, C si C,B; egale (A14, || BC).
AriaA BA1C2 ATiaA KCZA]_ AriaA CB1A2

Deci: = = : (1)
BC, C2B; B, C

Pe de alta parte: A,C, si B;A, fiind antiparalele la AC respectiv AB, avem
ca ABC,A{~ABACsi ACB{A,~ACAB, de asemenea KC, || AC implica:

Obtinem astfel ca:

AriayBC,A; _ BC?  AriapnKC,B; _ C2Bf  AriapCByA, _ CB?

=B (2)

Ariap ABC c2 ' Ariay ABC a? ' Ariay ABC b2

Daca notam Aria, ABC = S, obtinem din relatiile (1) si (2) ca:

BC, _C;B; _ ByC

c? a? b2’

Consecinte.

C1. Din teorema 1, gasim ca:
2 2 3
ac ab a
——— B,C = ————; —.
a?+b2+c? a?+b2+c? a?+b?+c?

BC, = B:C; =

C2. Se gaseste ca:

B1C; _ ACy _ A41Bp

3 s - 3 , adica:

“Coardele determinate de primul cerc Lemoine pe laturile triunghiului
sunt proportionale cu cuburile laturilor.”

Datorita acestei proprietati, primul cerc al lui Lemoine este numit in
Anglia cercul raportului cuburilor (The triplicate ratio circle, Tucker).

Propozitia 1.
Raza primului cerc al lui Lemoine, R, este data de formula:

R?(a?+b%+c?)+ a?b?c? (3)
(a2+b2+c?2)2 !

2 1,
RL1_4



unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie.
Fie L centrul primului cerc al lui Lemoine care se stie ca este mijlocul
segmentului (OK) - O fiind centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

A . a (c?+a?)
Tinand seama de C1, obtinem BB, = ———.
; g a?+b?+c?

Considerand puterea punctului B fata de primul cerc Lemoine, avem:

BC, BB, = BT? — LT?, (BT este tangenta dusd din B la primul cerc
Lemoine - vezi Figura 1)

Rezultd: R, = BL? — BC, - BB, (4)

Teorema medianei in triunghiul BOK implica:

2:(BK?+B0?%)-0K?
4
.. _ (a®+c?)sy __ 2acmy . .
Se stie ca BK = 2ZipZtcZ Sb = Zicz !’ unde Sb S1 m;, sunt lunglmlle
. . . : - . 3a%b?c? .
simedianei si medianei din B, iar 0K? = R? — —————, vezi (3).
’ (a?+b?+c?)

2a%c?(a?+c?)—-a?b?c?

Rezulti: BK? = ,Si

(a?+b?+c?)?
2 _ 2, 4a%c?(a®*+c?)+a?b?c?
4BL* = R“ + @ibricn)
_ _ __a®*c?(a+c?) , A .
Deoarece: BC, - BB; = @ipirce) inlocuind in (4) se obtine formula (3).

Propozitia 2.
Raza celui de-al doilea cerc al lui Lemoine, R L, este data de formula:

abc
R, = e (5)



Demonstratie.

Figura 2

In Figura 2, A,A,; B;B,; C,C, sunt antiparalelele lui Lemoine duse prin
centrul simedian K, care este centrul celui de-al doilea cerc Lemoine, deci:

RLZ = KA]_ = KAZ
Daca notam cu S si M picioarele simedianei si medianei din 4, se stie ca:

AK _ b%+c?
KS  a?

AA, AK

Din asemanarea triunghiurilor AA,A; si ABC, avem: ERERTTE

Dar: 2%- b%+c? si _ 2bc m
" AS a%+b2+c?” T b2+c2 ar

A1A; = 2R, BC = a, rezulta:

Ry, = ';lfnz ,sicum AK = % rezulta formula (5).
Observatii.

1. Daca folosim tgw = i @ fiind unghiul lui Brocard (vezi [2]),
obtinem:

R, = R tgw.



2. Daca, in Figura 1, notam cu M; mijlocul antiparalelei B,(;, care este
egald cu R, (din motive de asemanare), avem din triunghiul dreptunghic LM, C;
ca:

LCZ = LM? + MyC2, dar LM = ~a? 5i M,C, = - Ry; rezults:
1 R?
Ril = Z(RZ + Riz) = T(l + tgz(l)).
Obtinem:
R
Ry, =31 + ty?w.
Propozitia 3.

Coardele determinate de laturile triunghiului in al doilea cerc al lui
Lemoine sunt respectiv proportionale cu cosinusurile unghiurilor opuse.

Demonstratie.
Triunghiul KC, B, este isoscel, ¥K(,B; = <KB;(; = <A; cum KC, = R,
< C,B . C,B
avem cd cos A = 22, deci == = 2R, _, analog:
2Ry, cos A 2
AC1 _ BoAq R
— L

cosB cosC 2"

Remarca.

Drept consecinta a acestei proprietati al celui de-al doilea cerc al lui
Lemoine, in Anglia acest cerc este cunoscut sub denumirea cercul cosinusilor
(cosine circle).
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