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1 Introduction 2

Une Démonstration Elémentaire de la Conjecture de
BEAL

Abdelmajid Ben Hadj Salem, Ing. Géographe Général

abenhadjsalem@gmail.com][]

Résumé

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante : Soient A, B,C,m,n, et l
des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si A™ + B™ = C! alors A, B, et C ont un facteur commun.

Nous commencons par construire le polynéme P(x) = (x — A™)(z — B")(z + C!) = 2 —
px + q avec p, q des entiers qui dépendent de A™, B" et C'. Nous résolvons 23 — pz +¢q = 0 et
nous obtenons les trois racines x1, 2, 3 comme fonctions de p,q et d’'un parametre . Comme
A™ B", —C'! sont les seules racines de x® — pz + ¢ = 0, nous discutons les conditions pourque
T1,T9,x3 soient des entiers. Des exemples numériques sont présentés.

O my Lord! Increase me further in knowledge.
(Holy Quran, Surah Ta Ha, 20 :114.)

To my Wife Wahida

1 Introduction

En 1997, Andrew Beal [I] avait annoncé la conjecture suivante :

Conjecture 1.1. Soient A, B,C,m,n, et l des entiers positifs avec m,n,l > 2. Si :
A™ 4 B" = C! (1)
alors A, B, et C ont un facteur commun.

Dans cette communication, nous donnons une démonstration élémentaire de la conjec-
ture de Beal. Notre idée est de construire le polynéme P(x) de degré trois ayant comme
racines A™, B" et —C". Dans la section suivante, nous effectuerons des calculs préliminaires
pour obtenir les expressions des trois racines de P(x) = 0. La démonstration de la conjec-
ture fera I'objet de la section 3. Dans la section 4, nous présenterons quelques
exemples numériques.

Nous commencons avec le cas trivial ou A™ = B"™. L’équation devient :

2A™ = C! (2)

1. 6, Rue du Nil, Cité Soliman Erriadh, 8020 Soliman, TUNISIA.
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alors 2|C! = 2|C = Jc € N*/ C = 2¢, d’'out 24" = 2l = A™ = 2!~1¢l. Comme
[ > 2,alors 2|A™ = 2|A = 2|B"™ = 2|B. La conjecture (|1.1)) est vérifiée.

Nous supposons dans la suite que A™ > B™.

2 Calculs Préliminaires
Soient m,n,l € N* > 2et A, B,C € N* tels que :
A"+ B" = (! (3)
Nous appelerons :

P(z) = (x — A™)(z — B")(x + C!) = 2% — 22(A™ 4 B" — CY)
+x[AmB" — CY(A™ + B")] + C'A™B" (4)

Utilisant ’équation , P(z) peut s’écrire :

P(x) = 23 + z[A™B" — (A™ + B")?] + A™B"(A™ + B") (5)

nous introduisons les notations :
p=(A"+4 B")% - A™B" (6)
qg=A"B"(A™ + B") (7)
Comme A™ # B™, nous obtenons :
p> (A" - B2 >0 (8)

L’équation devient :
P(z) = 2% —px +q (9)

en utilisant I’équation , P(x) =0 a trois racines réelles différentes : A™, B" et —C".
Maintenant, occupons-nous de la résolution de I’équation :

Px)=a®—pr+q=0 (10)

Pour résoudre , posons :
r=u+v (11)

Alors P(z) = 0 donne :
P(z) = P(u+v) = (u+v)> —plu+v)+¢ =0 = >+ 03+ (u+v)Buv—p)+¢=0 (12)
Pour déterminer u et v, nous obtenons les conditions :

ud + 0P = —¢q (13)
uw =p/3>0 (14)
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Alors u? et v3 sont solutions de I’équation du second degré :
X2+ qX +p*/271=0 (15)
Son descriminant A s’écrit :

27¢° —4p° A

A = 2 _4 3 27 — f— 1
q° —4p°/27 o7 o (16)
Soit :
A =27¢% — 4p® = 27(A™B"(A™ + B"))? — 4[(A™ + B")? — A™B")?
= 27A*"B*"(A™ + B")? — 4[(A™ + B")* — A"B"]? (17)
Notons :
a=A"B" >0 (18)
B=(A"+ B")’ (19)

Nous pouvons écrire 1’équation comme :
A =270%8 — 4(8 — a)? (20)

Comme o # 0, nous pouvons aussi re-écrire ’équation (20)) comme :
M

A=a? (27§ —4 (i - 1>3> (21)

Nous appelons t le parametre :

B
t=— (22)
A devient : B
A =a?27t —4(t—1)%) (23)
Appelons :
y=y(t) =27t —4(t —1)3 (24)

Comme « > 0, le signe de A est aussi le signe de y(t). Etudions le signe de y. Nous
obtenons ¢/ (t) :

y'(t) =y =3(1+2t)(5—2t) (25)

y =0=t; = —1/2 et ty = 5/2, alors le tableau de variations de y est donné ci-dessous :
Le tableau de variations de la fonction y montre que y < 0 pour ¢ > 4. Dans notre
cas, nous sommes intéressés a ¢ > 0. Pour ¢ = 4 nous obtenons y(4) = 0 et pour

t €]0,4[= y > 0. Comme nous avons ¢t = g > 4 parceque A™ # B™ :
(A™ —B™?2>0= = (A™ + B")? > 4o = 4A™B" (26)

Alors y < 0 = A <0 = A < 0. Alors équation n’a pas de racines réelles u? et
v3. Retrouvons les solutions u et v avec & = u + v un réel positif ou négatif et u.v = p/3.
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t o 12 512 4 +oe
1+2t R m + +
52t + T + m _

y'(t) - 0 + 0

YO \

Fig. 1: Le Tableau de variations

2.1 Démonstration

Démonstration. Les solutions de ’équation (|15]) sont :

—q+ivV—-A
M=
. —g—iV/=A
X, =X = Z4= V-4
2
Nous devons résoudre :
S T4 +ivV—-A
N 2
03 = —q—ivV=-A
2
Ecrivant X7 sous la forme :
Xl — pe'L@
avec :
2 3v3
v —=A
et sind = —— >0
2p
cosl = 4 <0
2p

alors 6 [2pi] €] + g, +7[, soit :

7T<9<+ :>7T<9<7T:>1< 9<
2 T 653537359

V3

2

(27)

(28)
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et :
1 0 3
1< 0032§ <7 (36)
d’ou 'expression de X : 4
Xo = pe (37)
Soit :
u = ret (38)
—141iv3 2n
ot j— z“[ _¢F (39)
A 1 N 3 _

j est une racine complexe cubique de I'unité <= j2 = 1. Alors les solutions u et v sont :

up = ret¥t = Jpe's
. Y 0+2m

us = re'? = Ypje's = Ype'
0+4m

U3:7‘ew3—fj e3—\fe 3€+13—\/ﬁ6 3

et similairement :

— ;8
vy = re W = Ype~is

—i 9 ;0 jAr 0 jAr—0

vy = Te W %j26 '3 = \?’/ﬁez 3e's = Ype' 3
— ) ;2 =0

v3 = re s _ Jpje '3 = pe' s

(46)

Nous devons choisir u et v, de facon que ug + vy soit réel. Dans ce cas, nous avons

nécessairement :
V1 = U1
Vo = U
U3 = U3

Nous obtenons comme solutions réelles de I’équation (|12)) :
0
T1=u +v = 2€/ﬁcos§ >0
Ty =U2 +v2 = 2W0089+% =—¥p (cosg + ﬁsing) <0
w3 = uz + v3 = 2{/peos™IT = {/p (—cosg + \/gsing) >0

Utilisant les expressions de x1 et x3, nous comparons x; et x3 :
?
2\/]30083 \/;5 (—cosg + ﬁsin%)
?

=~ .
3003% > ﬁsm%

—~
N
0

S~—

(53)
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7 0 7
comme — €|+ %, —i—g[, alors sing et cosz sont > 0. Prenons le carré des deux membres

de la derniere équation, nous obtenons :

1 6
1< cos® 3 (54)

. . 0 T
ce qui est vrai puisque - €]+ —,+—[ alors z; > x3. Comme A™, B" et —C" sont les
seules solutions réelles de (10), nous considérons, comme A™ est supposé supérieur a
B™, les expressions :

0
A" =zr1=up +v1 = 2{750055

3 La Démonstration du Principal Théoreme

0+4 0 0
B" = x5 = u3 + v3 = 2/pcos —; T Jp (—0053 + \/gsing) (55)
0+ 2 0 0
—Cl' =29 =ug + vy = 2/ pcos —g T _ —/p (0083 + \/gsin?))
O

Principal Théoréme : Soient A, B,C, m,n, etl des entiers positifs avec m,n,l > 2.

St :
Am+Bn _ Cl

alors A, B, et C ont un facteur commun.

(56)

0 , 0
Démonstration. A™ = 23/;30035 est un entier = A?™ = 4/ p%oszg est un entier. Mais :

Alors :

0 0 4
A% = 4 p20082§ = 4%.6082* = p.—.cos“=

3

3 3

(57)

(58)

0
Comme A?™ est un entier, et p est un entier, alors coszg doit étre écrit sous la forme :

avec b € N* pour la derniére condition a € N* et a, b copremiers.

(59)
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0 1
3.1 Cas cos’= = -
3 b
Nous obtenons : A 0 4
A2 = p 2 cos?s = P
P3-0% 3 = 3% (60)

1 6 3 1 1 3
CommeZ<cos2§<Z:>Z<E<Z:>b<4<3b:>b:1,2,3.

311 bv=1

b=1= 4 < 3 ce qui est impossible.

31.2 b=2
b=2= A" = 11_2p 3 =3p/ f 41 3 b=2
= —p.3.2— 3 = 3|p = p = 3p avec p’ # 1 parceque 3 < p, et b = 2,
nous obtenons : 5
A2 = gp =2 (61)
mais : 0 ) 2/
B"C! = {/p? (3 - 400523) = g (3 - 42> = g = % =9 (62)
d’un coté :

A2m — (Am)Q — 2p/ = 2|p/ - p/ — 2p>72 = A2m — 4p7>2
= A" =2p" = 2|A" = 2|A
et de l'autre coté :

B"C! = p' = 2p”"% = 2|B" or 2|C'. Si 2|B" = 2|B. Comme C! = A™ + B" et 2|A et
2|B, il s’ensuit 2|A™ et 2|B", alors 2|(A™ + B") = 2|C! < 2|C.

Alors, nous avons : A,B et C solutions de ont un facteur commun. De méme si 2|C,
nous obtenons le méme résultat : A,B et C solutions de ont un facteur commun.

313 b=3
om 41 4p , ,
b=3= A :p.§.§:§:>9]p=>p:9pavecp#lcomme9<<pthen
A%m = 4/ — p/ n’est pas premier. Soit 4 un entier premier avec plp’ = p|A*™ = u|A.

D’autre part :
prot =72 <3 — 460829) = 5p/
3 3

Alors p|B™ ou p|C!. Si u|B™ = u|B. Comme C!' = A™ + B" et u|A et u|B, il s’ensuit
p|A™ et u|B™, alors u|(A™ 4 B") = u|C' = u|C.
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Alors, nous avons : A,B et C solutions de ont un facteur commun. De méme si u]Cl,
nous obtenons le méme résultat : A,B et C solutions de ont un facteur commun.

0
3.2 Casa>1, 00525 = %

Nous avons donc :

a
cos"g =+ (63)
A% — p%.cosQZ = 43’% (64)
ou a, b vérifient 'une des deux conditions :
({3lp et blap}| ou|{3la et blap}] (65)
et en utilisant ’équation , nous obtenons une troisieme condition :
b < 4a < 3b (66)

0
Pour ces conditions, A?™ = 4/ p26032§ = 4§.COSQ§ est un entier.
Ftudions alors les conditions données par I’équation .

3.2.1 Hypotheése : {3|p et bl4p}

321.1.Casb=2et3|p: 3|p=p=3p avec p’ # 1 parceque 3 K p, et b = 2, nous
obtenons :

dp.a  4.3p'.a  4.p.a
A2m = = = = 2. /.
3b 3b g P (67)
Comme : ) g 5
g ScosTg =g 2<4:>a<2:>a 1 (68)

mais a > 1 alors le cas b = 2 et 3|p est impossible.

3.2.1.2. Cas b=4 et 3|p : mnous avons 3|p = p = 3p’ avec p’ € N*, il s’ensuit :

_dpa  43pa

Y =y
3  3x4a I (69)
o 1 6 3
Z<cos2§:%zg<1:>1<a<3:>a:2 (70)

mais a, b sont copremiers. Alors le cas b =4 et 3|p est impossible.
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3.213. Cas: b#2,b#4, blp et 3]p: Comme 3|p alors p = 3p’ et :

4p 0 4pa 4x3pa 4pa
AQm: —_ 27 = —— = — =
3937 3% 3 b b

(71)
Nous considérons le cas : blp’ = p/ = bp” et p” # 1 (si p” = 1, alors p = 3b, voir
sous-paragraphe 26™€ sous-cas équation ) D’ou :

_ 4bpTa
b

A?m = 4ap” (72)

Calculons B"C" :

0 b—4
BC! = %’ <3 - 400323> _ (3 - 42) 2 - o p(3b—4a)  (73)

Finalement, nous avons les deux équations :

4b 7
AP = 1; = dap” (74)
B"C' = p”.(3b — 4a) (75)

Sous-Cas 1 : p” est premier . De , p7|A?™ = p”|A™ = p”|A. De , p”|B"
ou p”|CL. Si p”|B® = p”|B, comme C! = A™ 4 B" = p”|C! = p”|C. If p”|C" = p”|C,
comme B" = C! — A™ = p”|B" = p”|B.

Alors A,B et C solutions de ont un facteur commun.

Sous-Cas 2 : p" n'est pas premier. Soit A\ un diviseur premier de p”. De (74), nous
avons :

M A*™ = X\|[A™ comme \est premier alors A|A (76)
De , comme A|p”, nous avons :

AB"C! = \|B" or \|C" (77)
Si A|B", A est premier \|B, et comme C' = A™ + B" alors nous avons aussi :
AC! comme \est premier, alors \|C (78)

De la méme maniére si A\|C?, nous obtenons A|B.
Alors : A, B et C solutions de ont un facteur commun.

Vérifions la condition donnée par :

b<4a < 3b
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Dans notre cas, la derniere équation devient :
p<3A <3p avec p= A"+ B> 4+ A"B" (79)

et 3A?™M < 3p => A?™ < p est vérifié.
Si:
p < 3ATM — 924%™ _ AmB" — B > ()

nous posons Q(Y) = 2Y2 — B"Y — B?", les racines de Q(Y) = 0 sont ¥; = —£° et
Yo = B" Q(Y) > 0pour Y <Y et Y > Yy = B"™ Dans notre cas, nous prenons
Y = A™. Comme A™ > B" alors p < 3A>™ est vérifié. Alors la condition b < 4a < 3b
est vraie.

Dans la suite du papier, nous vérifions facilement que la condition b < 4a < 3b
implique a vérifier A™ > B™ ce qu’est vrai.

3.21.4. Casb=3et 3|p: comme 3|p = p=3p/, nous écrivons :

4p 0 4pa 4x3pa 4pa
AP = Lo’ = — 2 = Z = 80
3937 3% 3 3 3 (80)

o0

Comme A?™ est un entier et que a et b sont copremiers et cos 3 ne peut pas prendre la

b

valeur 1 en référence a ’équation , alors nous avons nécessairement 3|p' = p’ = 3p
avec p” # 1, sinon p = 3p’ = 3 x 3p” = 9 mais p = A" 4 B?" 4 AMB™ > 9, I'hypothese
p” = 1 est impossible, alors p” > 1. D’ou :

_4pla 4 x3pTa

Azm = 4p” 1
3 3 p’a (81)
0 7(9 —4
B"C! = g (3 - 400823) =7 (3 — 42) = 3])(93@) =p”.(9 — 4a) (82)
1 00 a a 3
Commez<cos 52525<1:>3<4a<9:>a:2commea>1.
a = 2, nous obtenons :
4 / 4 ”
A2m — 1; @ _2x ;’p © = apra =sgp’ (83)
6 a 3p”(9 — 4a)
B" l:p(_4 2):/( _4)2 — 4
C 3 3 — 4cos 3 P (3 3 g =P (84)

Les 2 derniéres équations impliquent que p” n’est pas premier. Alors nous utilisons le
méme raisonnement décrit ci-dessus pour le cas 3.2.1.3., et nous avons : A,B et C
solutions de ont un facteur commun.
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3.2.1.5. Cas 3|[p et b=p: nous avons :
20 _

COS — =

3

e

et :
A2m24p 20 4 g:4£

. 85
373 3p 3 (85)

Comme A?™ est un entier, ce-ci implique que 3|a, mais 3|p = 3|b. Comme a et b sont
copremiers, d’ou la contradiction. Alors le cas 3|p et b = p est impossible.

3.2.1.6. Cas 3jpetb=4p: 3lp=p=3p, p' #1 car 3 K p, par suite b = 4p = 12p'.
=—cos’z=——=-=3a (86)

car A?™ est un entier. Mais 3|p = 3| [(4p) = b], ce qui en contradiction avec I’hypothése
a,b copremiers. Alors le cas b = 4p est impossible.

3.21.7.Cas 3jpetb=2p: 3p=p=3p,p#1car3 <K p, doub=2p=6p.

4p 0 4dpa 2a
A= Teosts = o =" =3 87
33730 3 o (87)

car A?™ est un entier, mais 3|p = 3|(2p) = 3|b, ce qui en contradiction avec 1'hy-
pothese a, b sont copremiers. Alors le cas b = 2p est impossible.

3.2.1.8. Cas 3|p et b # 3 est un diviseur de p : Nous avons b = p’ # 3, et p s’écrit :

p=kp avec 3|k = k=3FK (88)
et : 4 9 4 4% 3.k
qzm P20 AP A AXSKp A, 89
3937 3% 3 o (5
Calculons B"C" : 0

1¢" sous-cas : k' # 1, nous utilisons le méme raisonnement décrit pour le cas 3.1.2.3.,
et nous obtenons : A, B et C' solutions de ont un facteur commun.
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28Me Souscas -
K =1= p=3b (91)
Alors nous avons :
A?™ = 4a = a is even (92)
et :
0 3 .20
AMB" = 2\/5608* f( sznf — cos 3> = p}(sin:g —2a (93)
soit :

2
A?™M 4 2A™B" = p\[ n— = 2b\[sm— (94)

20
Le membre & gauche de l) est un entier et b aussi, alors 2\/§sm§ peut étre écrit sous

la forme :

20 k
Q\fsm 3 k; (95)

ou ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|b = b = ko.k3.
& - Nous supposons k3 # 1, alors :
A% L QAT B = k3 ky (96)

Soit 4 un entier premier tel que p|ks. Si = 2 = 2|b mais 2|a ce-ci est en contradiction
avec a,b copremiers. Nous supposons donc p # 2 et ulks, alors u|A™(A™ + 2B") —>
w|A™ ou pl(A™ +2B™).

*A-1- Si p|A™ = p|A?™ = plda = pla. Comme plks = plb et que a, b sont copre-
miers d’ou la contradiction.

*A-2- Si pf(A™ +2B") = pn{ A™ et p{2B™ alors pp # 2 et pf B™. u|(A™+2B"™), nous
pouvons écrire :

A" +2B" = put' t € N* (97)
Il s’ensuit :
A™ 4 B" = ut’ — B" = A®™ 4 B*" 4+ 2A™B" = ;*t”? — 2t/ uB" 4+ B*"
En utilisant ’expression de p, nous obtenons :
= t?u? — 2'B"u + B"(B" — A™) (98)
Comme p = 3b = 3ko.k3 et plks Aot pu|p = p = py/, alors nous avons :
W= p(pt® — 20 B") + B"(B" — A™) (99)

et u|B"(B™ — A™) = p|B"™ ou u|(B™ — A™).
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*A-2-1- Si p|B™ = p|B ce qui est en contradiction avec *A-2.

*A-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ 4 2B™), nous obtenons :

wu|B"™ = u|B ce qui est impossible
p|3B" = ¢ ou (100)
=3
*A-2-2-1- Si p = 3 = 3lks = k3 = 3kj, et nous avons b = koks = 3kaki, il s’ensuit
p = 3b = 9kok} alors 9|p, mais p = (A™ — B")2 + 3A™B" alors :
9kokh — 3A™B"™ = (A™ — B")?
que nous écrivons :
3(3kokh — A™MB") = (A™ — B")? (101)
dott 3|(3kokl — A™B") = 3|A™B" = 3|A™ ou 3| B".

*A-2-2-1-1- Si 3| A™ == 3| A et nous avons aussi 3| A%, mais A>™ = 4a = 3|4a = 3|a.
Comme b = 3kakf alors 3|b, mais a, b sont copremiers d’ou la contradiction. Alors 3 1 A.

*A-2-2-1-2- Si 3|B" = 3|B, or I'équation (101 implique 3|(A™ — B")? = 3|(A™ —
B") = 3|A™ — 3|A. Mais en utilisant le résultat du dernier paragraphe *A-2-2-1-1,
nous obtenons 31 A. Alors 'hypothése k3 # 1 est impossible.

{- Maintenant, nous supposons que k3 = 1 = b = ko et p = 3b = 3ks. nous avons
alors :

20 k
2\/§sin§ = f (102)
avec k1, b copremiers, nous écrivons ((102)) comme :
6 0 k
4\/§Sin§cos§ = ?1

, 2 0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplacant cos 3 par 7 nous obtenons :

3x4%a(b—a) =k} (103)
ce qui implique que :
3la ou 3|(b—a)

*B-1- Si 3|a, comme A*™ = 4a = 3|A?™ = 3|A, mais p = (A™ — B")? + 3A™B"
et que 3|p = 3|(A™ — B")? = 3|(A™ — B"). Or 3|4, d’ou 3|B" = 3|B, il s’ensuit
3|Ct = 3]C.

Nous obtenons : A,B et C solutions de ont un facteur commun.
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*B-2- Considérons maintenant que 3|(b — a). Comme k; = A™(A™ 4 2B") d’apres
I’équation et que 3|k; = 3|A™(A™ +2B") = 3|A™ ou 3|(A™ + 2B").

*B-2-1- Si 3|A™ = 3|A = 3|A?™ alors 3|4a = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ot la
contradiction avec a,b copremiers.

*B-2-2- Si :

3|/(A™ 4+ 2B") = 3|(A™ — B") (104)
mais p = A2+ B+ AM™B" = (A™— B")2+3A™B" alors p—3A™B" = (A™— B")?
9/(p—3A™B™) ou 9|(3b —3A™B"), d’otr 3|(b— A™B") mais 3|(b—a) = 3|(a — A™B").
Comme A?™ = 4a = (A™)? = Jd’ € N* et a = a’> = A™ = 2d’. Nous arrivons a
3|(a’? — 2’ B") = 3|d/(a’ — 2B") :

*B-2-2-1- Si 3|a’ = 3|A™ = 3|A, mais 3|(A™ + 2B") = 3|2B" — 3|B" — 3|B,
par suite 3|C.

D’ou A,B et C solutions de ont un facteur commun.

*B-2-2-2- Maintenant si 3|(a’ — 2B") = 3|(24' — 4B™) = 3|(A™ — 4B") = 3|(A™ —
B™), nous retrouvons ’hypotheése de départ (104]) ci-dessus.

L’étude du cas 3.2.1.8. est achevée.
3.2.1.9 Cas 3]p et b|dp : Comme 3|p = p = 3p’ et b|dp = Fk1 € N* et 4p = 12p’ = k1 b.

** donc b = 12p/, (p' # 1 sinon p = 3 < A?*™ + B> + A™B"). Mais
4 6 12 4p’.
azm =P 27 o 120 a =Pa4_2 3la car A?™ est un entier, d’ou la contradic-
3 3 3 b 12 3

tion avec a, b copremiers.

4 0 K.
**—, d'ott b = 4p’ et A>™ = %.00323 = 1Ta = a.

Calculons A™B™ :

6
A™B" = Z\fcosf Jp (\fsm — cos— ) p\l =2 (105)
3 3 3 2
soit :
2 20
A2m g gampn = 2P \fsm?) = 2p/\/§sin§ (106)

20
Le membre & gauche de (106]) est un entier et p’ aussi, alors 2\/§sin§ peut étre écrit

sous la forme :

2v/3sin— 20 _ F (107)
3 ks
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ou kg, ks sont deux entiers copremiers et ks|p’ = p’ = k3.k.

{ - Nous supposons , alors :
A% L QAT B = ky.ky (108)

Soit p un entier premier tel que p|ks. Alors p|A™(A™+2B") = p|A™ ou p|(A™+2B").

*A-1- Si p|A™ = p|A*™ = pla. Comme pulky = plp’ = pl(4p’ = b). Or a,b sont
copremiers d’ou la contradiction.

*A-2- Si p|(A™+2B") = put A™ et p{2B™ alors p # 2 et pt B™. u|(A™+2B"™), nous
pouvons écrire :
A™ 4 2B" = ut’ ' € N* (109)

Il s’ensuit :
A™ 4+ B" = ut’ — B" = A®™ 4 B*" + 2A™B" = ;*t”? — 2t/ uB" 4 B*"
En utilisant ’expression de p, nous obtenons :
p=1t?u*—2t'B"u+ B"(B" — A™) (110)

Comme p = 3p et u|p’ = u|(3p') = ulp, on peut écrire :3pu’ € N* et p = puy/, alors nous
avons :
W= p(pt” = 2t'B") + B"(B" — A™) (111)

et u|B"(B™ — A™) = p|B"™ ou u|(B™ — A™).
*A-2-1- Si p|B™ = pu|B ce qui est en contradiction avec *A-2.

*A-2-2- Si p|(B™ — A™) et utilisant p|(A™ + 2B"™), nous obtenons :

w|B™ = u|B ce qui est impossible
w|3B" = ¢ ou (112)
p=3

*A-2-2-1- Si p = 3 = 3lky = k4 = 3K/, et nous avons p' = ksky = 3kskj, il s’ensuit
p = 3p’ = 9k3k) alors 9|p, mais p = (A™ — B")? + 3A™B" alors :

9kskLl — 3A™B" = (A™ — B")?

que nous écrivons :

3(3k4kl — A™MB™) = (A™ — B")? (113)
d’ot 3|(3kgkl, — AmB") = 3|A™B" = 3|A™ ou 3|B".
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*A-2-2-1-1- Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|p’ = 3|(4p) soit 3|b d’out la contradiction
avec a,b copremiers. Alors 3 1 A.

*A-2-2-1-2- Si 3|B™ or A™ = ut' —2B™ = 3t' — 2B™ — 3|A™, ce qui est contradictoire.
Alors I’hypothese k4 # 1 est impossible.

{- Maintenant, nous supposons que => p' = k3ks = k3. nous avons alors :

20 ko
2vV3sin— = — 114
Vi3sing = (114)
/ . 7 . .
avec ko, p’ co-premiers, nous écrivons ((114)) comme :

6 60 k
4v/3sin=cos~ = 22
3 3 p

/

0 a
Prenons le carré des deux membres et en remplagant coszg par 3 et b = 4p’, nous
obtenons :

3.a(b—a) = k3 (115)
ce qui implique que :
3la ou 3|(b—a)
*B-1- Si 3|a = 3|A?™ = 3|A, comme p = (A™ — B")? 4+ 3A™B" et que 3|p =
3|(A™ — B™)?2 = 3|(A™ — B"). Or 3|A d’ou 3|B” = 3|B, il s’ensuit 3|C! = 3|C.

Nous obtenons : A,B et C solutions de ont un facteur commun.

*B-2- Considérons maintenant que 3|(b — a). Comme ky = A™(A™ 4 2B") d’apres
léquation (108) et que 3|ky = 3|A™(A™ 4 2B™) = 3|A™ ou 3|(A™ + 2B").

*B-2-1- Si 3| A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b—a) = 3|b d’oti la contradiction avec a, b
copremiers.

*B-2-2- Si:

3[(A™ +2B") = 3|(A™ — B") (116)
mais p = A2+ B AMB" = (A™— B")?2+3A™B" alors p—3A™B" = (A™—B")? =
9|(p — 3A™B™) ou 9|(3p’ — 3A™B"™), d'ou 3|(p' — A™B") = 3|4(p’ — 4A™B") = 3|(b—
4A™B") mais 3|(b—a) = 3|(a—A™B"). Comme 3|(A*"—4A™B") = 3|A™(A™—4B").

*B-2-2-1- Si 3|A™ = 3|A?™ = 3|a, mais 3|(b — a) = 3|b d’ott la contradiction avec
a,b copremiers.

*B-2-2-2- Maintenant si 3|(A™ —4B") = 3|(A™ — B™), nous retrouvons ’hypothese de
départ (116 ci-dessus.
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*£. On suppose ki # 3 et 3|k; = |ky =3k'1|avec k] # 1. On a 4dp = 12p’ = k1b =

3kib = 4p' = kb, A*™ s'écrit :

m  Ap 50  3kiba
A% — 360825 = 31 7= kia (117)
et B"C! : . "y
B"C! = g (3 — 400323> = Zl(Sb —4a) (118)
Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|(3b — 4a) ou 4|kj.
ks 3b —4a .
On suppose que 4/(3b — 4a) = = c¢ € N*, et nous avons :
A’ = Kla
B"C' = K¢

C-1- Si K est premier, alors k}|A?™ = k{|A et k}|B"C! = k{|B™ ou k{|C". Si k}||B" =
k4| B par suite k}|C! = k{|C. De la méme maniére si k{|C’, on arrive a k}|B.

Nous obtenons : A,B et C solutions de ont un facteur commun.

C-2- k| non premier. Soit p un diviseur premier de &k, comme décrit au C-1- ci-dessus,
nous obtenons : A,B et C solutions de ont un facteur commun.

4% On suppose que 4|k].
C-3- k| = 4 or ce cas est traité dans le 2éme sous-cas du 3.2.1.8.

C-4- k| = 4k”1 avec k71 > 1. On a donc :

AP = 4k71a (119)
B"C' = k7(3b — 4a) (120)

On traite ce cas comme il est décrit en C-1- et en C-2-. Nous obtenons A,B et C solutions
de ont un facteur commun.

3.2.2 Hypotheése : {3|a et b|4p}

Nous avons donc :
3la= 3a' e N* / a =3d (121)
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3.2.21.Casb=2et 3la: A* gécrit :
4p 0 4dpa 4dpa 2pa
AP = Zos?s = == = 122
373730 32 3 (122)
En utilisant 1’équation (121)), A?*™ devient :
2.p.3d
A2 — p3 T —opd (123)
0 3a’
mais 0032§ = % = 7& > 1 ce qui est impossible, d’ou b # 2.
3.2.2.2. Casb=4et 3la: A* gécrit :
4.p 0 4pa 4pa pa p3d
e e e = 124
337 3% 34 3 3 P (124)
2
0 3.a’ 3
et 008252%— 4a <<\2f> =-=4d<1 (125)
ce qui est impossible.
Alors le cas b = 4 est impossible.
3.2.23. Casb=p et 3la: Nous avons :
0 3a’
cos’ = = % = ?a (126)
et :
4 6 4p 3d
Azm = P27 TP 0Ty (amy? (127)
3 3 3 p
Ja” eN* / d' = a”? (128)
Calculons A™B", d’ou :
3 . 26
A"B" = p.isin— —2d’
3 3
3 . 26
ou AM™B"+2d = p.\gsin3 (129)

3 26
Le membre a gauche de (129) est un entier et p aussi, alors Q?Sing s’écrit sous la

forme :
2£sin2—9 = @
3 3 ky

(130)
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ou ki, ka sont deux entiers copremiers et ka|p = p = b = ka.ks, k3 € N*.

& - Nous supposons que k3 # 1, nous obtenons :
Am<Am + QBn) = kl.kg (131)
Soit p un entier premier avec u|ks, alors u|b et u|A™(A™ +2B™) = u|A™ ou p|(A™ +
2B™).

*SipulA™ = u|A et p|A?™, mais A?™ = 4a’ = pldd’ = (p = 2 mais 2|a’) ou
(u]a’). Alors pla d’on la contradiction avec a, b copremiers.

* 81 p[(A™ 4+ 2B") = put A™ et pt 2B™ alors u # 2 et p 1 B™. Nous écrivons
w|(A™ 4+ 2B™) comme :
A™ 4+ 2B = pt’ ' € N* (132)

Il s’ensuit :
A™ 4 B" = ut’ — B" = A®™ 4 B*" + 2A™B" = ;*t”? — 2t/ uB" 4+ B*"
En utilisant 'expression de p :
p=1t?y*—2'B"u+ B"(B" — A™) (133)

Comme p = b = ko.ks et ul|ks alors pulb = I’ € N* et b = py/, ainsi nous pouvons
écrire :

p' = p(ut’? — 2t/ B™) + B"(B" — A™) (134)
De la derniere équation, nous obtenons u|B™(B™ — A™) = pu|B™ ou u|(B™ — A™). Si
w|B™ ce qui en contradiction avec p { B™. Si u|(B" — A™) et utilisant p|(A™ + 2B"),
nous arrivons a :

u|B™ = ce qui en contradiction
p|3B" = ¢ ou (135)
p=3

Si g = 3, alors 3|b, mais 3|a alors la contradiction avec a, b copremiers.

{ - Nous assumons maintenant k3 = 1, alors :

A% L 2AMBY = ky (136)
b=ko (137)
2v/3 20  k
‘gfsm?) = f (138)
Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :
4 520 kP
—sin?= =1
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Finalement :
42d (p — a) = k? (139)
mais @’ = a”? alors p — a est un carré. Soit :
MN=p-a (140)
L’équation devient :
42072\ =k} = ki = 4a”\ (141)
en prenant la racine carrée positive. En utilisant ’équation , nous obtenons :
k1 =4a” )\ (142)
mais k; = A™(A™ + 2B™) = 2a”(A™ + 2B™), par suite :
A™ +2B™ =2\ (143)

Soit A\; un entier premier # 2, un diviseur de A (si non \; = 2|\ = 2|\ = 2|(p — a)
mais a is pair, then 2|p = 2|b ce qui en contradiction avec a,b copremiers).

Nous considérons \; # 2 et :

MIA = M[A? et A|(A™ +2B") (144)
AM|(A™+2B") = M1 A™ sinon A |2B" (145)

mais A\; # 2 hence A\;|B"™ = \{|B, il s’ensuit :
Mllp=1b) et MA™ = \i[2a” = Aifa (146)

d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

Nous assumons maintenant A\; { A™. A\1|(A™ + 2B") = \1|(A™ + 2B")? c’est-a-
dire \1|(A%™ + 4A™B" + 4B?") que nous écrivons comme A1 |(p + 3A™B" + 3B?") =
A1|(p+3B™(A™+2B")—3B?"). Mais A1 |(A™+2B") = \|(p—3B?"), comme A\ |(p—a)
d’ou par différence, nous obtenons \;|(a—3B2") ou \1|(3a’—3B?*") = \1|3(a/—B*") =
A1 = 3 ou \p|(a’ — B®).

*A-1- Si Ay = 3 mais 3|a = 3|(p = b) d’ou la contradiction avec a,b copremiers.

*A-2- Si \i|(a' — B?) = \{[(a”?— B?) = \1|(a”—B")(a”+B") = \|(a”+B")
ou Ai|(a” — B"), car (a” — B™) # 1 si non nous obtenons a”? — B?" = ¢” + B" =



22

3 La Démonstration du Principal Théoréme

a”? —a” = B™ — B?". Le membre & gauche est positif et celui & droite est négatif, d’ot

la contradiction.
*A-2-1- Si \|(a” — B") = A\1]2(a” — B") = \1|(A™ — 2B") mais \|(A™ + 2B")
d’ott \1|2A™ = M\ |A™, A1 # 2, il Sensuit A\;|A™ par suite la contradiction avec (177)).

*A-2-2- Si A1|(a” + B™) = A1]2(a” + B"™) <= A\1|(A™ + 2B™). Nous retrouvons la

condition (176]).

Alors le cas k3 = 1 est impossible.

3.224.Casblp= p=0bp,p>1,b#2, b#4 et 3|a

4p a 4.bp.3.d
2m __ el — /!
AT = 3 o 4.p'a (147)
Calculons B"C! :
B"Cl = {/p? <33z’n29 - 60828) = {/p? <3 - 460820) (148)
3 3 3

3.d

. p N -
mais {/p? = = d’ol en utilisant cos2g = —

/ /
B"C! = \3//)72 (3 - 400322) = g <3 - 43'; ) =p. <1 - 4: > =p'(b—4d")  (149)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :
B"C! = p/(b - 4d) (150)
et A =49 .d (151)

A - Soit A\ un diviseur premier de p’ (nous supposons p’ non premier). De 1’équation

(151), nous avons :
A A*™ = X\|A™ comme \est premier, alors \|A (152)
De I’équation , comme A|p’ nous avons :
NB"C! = \B" ou \C! (153)
Si A\|B™, X est premier A\|B, mais C' = A™ + B", alors nous avons aussi :
(154)

AC! comme \est premier, alors \|C
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Par le méme raisonnement, si )\]C’l , nous obtenons A|B. Alors : A, B et C solutions de

ont un facteur commun.

B - nous supposons maintenant que p’ est premier, des équations (150)) et (151]), nous

obtenons alors :
PlAP = p|A" = Pl A

et :

p/’BnCl = p/‘Bn ou p/‘Cl
Si p/|B™=p|B

(155)

(156)
(157)

Comme C!= A™ 4+ B" et que p'|A,p/|B = p'|A™,p/|B" = p/|C!

=p/|C
Par le méme raisonnement, si p’|C, nous arrivons a p'|B.

Alors : A ,B et C solutions de ont un facteur commun.

3.2.2.5. Cas b=2p et 3|a : nous avons :

0 3a’ 4p. 4p 3a’
cos?2 =2 = 2% Qm—ﬂ:—p.i:2a’:>2|14m:>
30 2p 3 32

Alors 2|a et 2|b ce qui est en contradiction avec a,b copremiers.

3.2.2.6. Cas b =4p et 3|a : nous avons :

0 a 3d
2 2m
cos 3 b 4p 3b 3 4p

Calculons A™B™, nous obtenons :

3 .20 2p Szg_p\/g 20 d
= —

A"B" = .smg — gco 3 T.smg 3
Azm 20
A"B" + —— = p\/g.sin—
2 3 3
soit :
2pv3 . 20
AP 4 2A™B" = isin—
3 3
Le membre a gauche de (|160)) est un entier et p est un entier, alors 3
2V3 20 Kk

(158)

2la = 2|d

(159)

(160)

sin— sera écrit :

(161)
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ou ki, ko sont deux entiers copremiers et ka|p = p = ko.ks.

¢ - Premiérement, nous supposons que k3 # 1. D’ou :
A% L QAT B = k3.ky (162)

Soit 4 un entier premier et p|ks, alors pu|A™(A™ + 2B") = u|A™ ou u|(A™ + 2B™).

*Si u|A™ = p|A. Comme ulks = pulp et que p = A?™ + B?" + A" B" = ;| B*"
alors p|B, il s’ensuit u|C?, par suite A, B et C solutions de ont un facteur commun.

*Sip|(A™+2B") = ut A™ et pt2B™ alors :

w#2 et ptB" (163)

w|(A™ + 2B™), nous écrivons :
A" +2B" = put' ¢ e N* (164)

Alors :
A™ 4+ B" = ut' — B" = A?™ 4 B*" 4 2A™B" = 1*t” — 2¢/uB" 4 B*"

— p=1t"?u? — 2By + B"(B" — A™) (165)
Comme b = 4p = 4ko.k3 et plks alors plb = i’ € N* tel que b = py/, nous obtenons :
p' = (4t — 8'B™) + 4B™(B™ — A™) (166)

La derniére équation implique pu|4B™(B™ — A™), mais pu # 2 alors u|B™ ou p|(B™ — A™).
Si p| B™ = c’est la contradiction avec (163]). Si u|(B™—A™) et en utilisant u|(A™+2B"),

nOUS avons :
wu|B™  c’est contradictoire avec [163}

w|3B" = ¢ ou (167)
p=3

Si pu = 3, alors 3|b, mais 3|a ce qui en contradiction avec a, b copremiers.

{ - nous assumons maintenant que k3 = 1, d’ou :

A% L 2AMBY = |y (168)
p=ko (169)

2 20k
*S/gsmg = ?1 (170)

Prenons le carré de la derniere équation, nous obtenons :

4 520 k3P
gSZTL ?ZP
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3 b p2
Finalement :
d (4p — 3d') = k3 (171)
mais a’ = a”? alors 4p — 3a’ est un carré. Soit :
M=4p-3d=4p—a=b-a (172)
L’équation (171]) devient :
aN =k =k =a’\ (173)
en prenons la racine carrée positive. Utilisant ((168)), nous obtenons :
k1 =a’A (174)
mais k; = A™(A™ +2B"™) = a”(A™ + 2B™), par suite :
(A™+2B") = A (175)

Soit A\; un entier premier # 2 un diviseur de A (si non A\; = 2|\ = 2|A\2. Comme
2|(b=4p) = 2|(a = 3d’) ce qui en contradiction avec a,b copremiers).

Nous considérons donc A; # 2 et :

ALA = \1|(A™ +2B™) (176)
= M tA™ sinon M\|[2B" (177)

mais \; # 2 d’ou A\;|B"™ = \1|B, par suite :
A|(b=4p) et M|AT = A\i]2a” = \i]a (178)

d’otu la contradiction avec a, b copremiers.

Nous assumons maintenant que Ay ¥ A™. \|(A™+2B") = A\{|(A™ +2B")? c’est-a-
dire A\{|(A?™ +4A™B" + 4B?"), nous écrivons cela comme \1|(p + 3A™B" + 3B*") =
A1 |(p+3B™(A™+2B")—-3B"). Mais \1|(A™+2B") = \1|(p—3B?"), Comme )\ |(4p—a)
d’ou par différence, nous obtenons Ai|(a — 3(B%" + p)) ou \i|(3d’ — 3(B* + p)) =
Ai|3(a’ — B* — p) = \; = 3 ou \i|(a’ — (B*" +p)).

*A-1- Si \; = 3|\ = 3|\? = 3|b — a mais 3|a = 3|(p = b) par suite la contradiction
avec a, b copremiers.

*A-2- Si A1 # 3 et A\1|(a' — B?" —p) = \1|(A"B"+ B?") = \{|B"(A™+2B") =
A1|B™ ou A\1|(A™ +2B"). Le cas \1|B™ a été étudié ci-dessus.

*A-2-1- Si A\1|(A"™ + 2B"™), nous retrouvons la condition (176]).

Alors le cas k3 = 1 est impossible.
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3.2.2.7. Cas 3jlaet b =2p' b# 2 avec p'lp : 3la = a = 3d, b = 2p’ avec p = k.p/,

d’(\)l\l . 4 4 k / 3 /
P Sl R Y W 179
o _ 4ko “ (179)
Calculons B"C" :
9 9 4
B"C! = {’/} <35in23 — 00523> = f/; <3 — 400523> (180)
mais i/; P d’ou en utilisant cos?? = 3. :
3 Sob

/ /
B"C! = f/; (3 - 40052§> = g <3 - 43; ) =p <1 - 4; > =k(p' —2d")  (181)

comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons alors :

B"C' = k(p' —2d) (182)
et A =2k.d (183)

A - Soit A un entier premier diviseur de k (nous supposons k non premier). De (183)),
nous avons :

A AP = \|A™ comme \est premier alors \|A (184)
De I’équation (182)), comme A|k, nous avons :
AB"C' = \B® ou )\|C" (185)

Si A|B™, A est premier A\|B, et comme C' = A™ + B™ alors nous avons aussi :
AC! comme \est premier alors A|C (186)

Par le méme raisonnement si A|C?, nous obtenons A|B. Alors : A, B et C solutions de
ont un facteur commun.

B - nous supposons maintenant que k est premier, des équations (182)) et (183]), nous
obtenons :

E|AP™ = E|A™ = k|A (187)
et :
k|B"C! = k|B" or k|C! (188)
si k|B" = k|B (189)
comme C!= A™+ B" et que k|A,k|B = k|A™, k|B" = k|C!
= k|C (190)

Par le méme raisonnement si k|C!, nous arrivons & k|B.

D’ou : A ,B et C solutions de ont un facteur commun.
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3.2.28. Cas 3jaet b =4p' b # 2 avec p'|p : 3la = a = 3d/, b = 4p’ avec p = k.p/,
k # 1 si non b = 4p ce cas a été étudié (voir paragraphe 3.2.2.6), alors nous avons :

_4pa  4kp.3.d

A = 22— = =k.ad 191
3% 12 a (191)
Calculons B"C" :
0 0 0
B"C! = {’/} <3$in23 — 00523> = f/; <3 — 400523> (192)
3.a/
mais {/p? = ga d’ou en utilisant cong = ba :

.a 4.0/
B"C! = {’/,072 <3 - 40032§> = g (3 - 43ba ) =p. (1 - ba ) =k(p' —d) (193)

Comme p = b.p/, et p’ > 1, nous avons :
B"C' = k(p' — 2d)) (194)
et AP =2k.d (195)

A - Soit A un diviseur premier de k (nous supposons k non premier). De ([195]), nous
avons :

A A%™ = A\|A™ comme \est premier, alors \|A (196)
De ((194), comme \|k nous obtenons :
ANB"C' = \B" ou \C" (197)

Si A|B", \ est premier A|B, et comme C! = A™ + B", alors nous avons :
AC! comme Aest premier, alors \|C (198)

Par le méme raisonnement si A|C’, nous obtenons A|B. Alors : A, B et C solutions de
ont un facteur commun.

B - nous supposons que k is premier, des équations (194)) et (195]), nous avons :

E|AP™ = k|A™ = k|A (199)
et :
k|B"C! = k|B™ ou k|C! (200)
si k|B" = k|B (201)
comme C!= A™ + B" et que k|A, k|B = k|A™, k|B" = k|C"
= k|C (202)

Par le méme raisonnement si k|C!, nous arrivons a k|B.

D’ou : A ,B et C solutions de ont un facteur commun.
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dp 50  4p3d

3.2.2.9. Cas 3la et b|dp: a = 3d’ et 4p = k1b. Comme A2m:§cos 33 = kid’
et B"C! :
Y 0 D 0 P 3a’ k1
= 5 o 8) 5o a) 3o 5) -
C \/; 3sin 3 ~Cos'y 3 3 — 4cos 3 3 3 2 4(b a')

(203)
Comme B"C! est un entier, on doit avoir 4|k; ou 4|(b — 4a’).
*.1-Sik; =1=b=4p: cest le cas (3.2.2.6).
**4.2-Sik; =4=p=>:cest le cas (3.2.2.3).
**.3- On suppose que 4|k avec k1 > 4 = k1 = 4k}, on a donc :

A?™ = 4Ky d
B"C' = ky(b—4d)

On montre facilement que A ,B et C solutions de ont un facteur commun.

K4 Si41|(b—4d) et 41 K] c’est impossible. Si 4|(b — 4a’) = (b — 4a’) = 4¢, avec
¢ € N*, alors nous avons :

A?m _ kla/
BnC ! = k:lc
On montre facilement que A ,B et C solutions de ont un facteur commun. O

Le Principal Théoréme est démontré.

4 Exemples Numériques

4.1 Exemple 1

Nous considérons ’exemple suivant :
6% +3%=3° (204)

avec A™ = 63, B® = 33 et C! = 3°. Avec les notations utilisées, nous obtenons :

p=23%x73, (205)
qg=8x31, (206)
A =4x3"(35 x 4% —73%) <0, (207)
8
. PP _ 3 x 73\/? (208)
33 3

4 x 33 3

cost) = —ﬂ (209)

73V73
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4 0 0 AZm 24
Comme A%™ = gp.coszg = 6082§ = 34p = 3;3 = % — a=3x2% b=13;
alors :
0 4v3
cos— = —f (210)
3 V73
p=23% (211)
Vérifions alors ’équation (209) utilisant 1’équation (210)) :
3
4 4 4x33
cost = cos3(0/3) = 4cos3g - 3cosg =4 ﬁ -3 V3 o _AxSTx V3 (212)
3 3 V73 V73 7373

Ce qui est exact. Pour cet exemple, nous pouvons utiliser les deux conditions de
comme 3|p,bldp et 3|a. Les cas 3.2.1.3 et 3.2.2.4 sont respectivement utilisés. Nous
trouvons pour les deux cas que A™, B" et C! de I'équation 1’ ont un facteur commun
ce qui est vrai.
4.2 Exemple 2
Considérons maintenant I’exemple suivant :
42 + 32 = 52 (213)

avec A =4, B =3 et C' = 5. Nous obtenons les valeurs :

p =481 = 13 x 37, (214)
q=3%x4%x 5% (215)
27¢%2 — 4p® 27 x 60* — 4 x 133 x 373 95218564
A= Al X X O X9 <0, (216)
27 27 27
481 481
p= VD _ 181 X VIS (217)
3v/3 3v3
23 x 3% x 52V/3
cos) = — = 2% V3 (218)
481 x /481
4 0 § 3427 3 x 4%
Comme A?™ = %.00325 — 60825 = ” =1 ><X481 = % — q=3x4% b=
13 x 37 = p; alors :
0 83
cOS— = — 219
3 /481 (219)
p=> (220)

On vérifie facilement 1’équation en utilisant I’équation . Comme 3|a et b = p,
on est dans le cas 3.2.2.3 de la deuxiéme hypothese 3|a et b|4p. Or ce cas est impossible,
ce qui est attendu puisque pour notre exemple, les exposants m,n,l = 2. Le résultat est
une preuve de la régularité de notre démonstration.
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