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Sinopsis. En el afio 1945 Einstein inici6 una nueva investigacion en la teoria de campo unificado, a la que
llamamos teoria hermitica. Se supone un tensor métrico y una conexion cuyas componentes son nimeros
complejos y tienen la propiedad hermitica. En esencia es una teoria métrico-afin asimétrica. En tres investiga-
ciones, una de ellas realizada conjuntamente con Straus, Einstein formulo las ecuaciones de la teoria hermitica
de campo unificado. En este trabajo analizamos estas investigaciones, detallando y actualizando todos los
célculos.

Abstract. In 1945, Einstein began a new investigation into the unified field theory, which we call the Hermitian
theory. A metric tensor and a connection whose components are complex numbers and have the Hermitian
property. In essence it is an asymmetric metric-affine theory. In three studies, one conducted jointly with
Straus, Einstein formulated the equations of Hermitian unified field theory. We analyzed this research, detailing
and updating all calculations.
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1.- Introduccién

En el afio 1923 Einstein desarrolla su primera teoria de campo unificado [16], que entiende debe ser una
generalizacion de la teoria general de la relatividad. Era una teoria puramente afin, entendida como aquella en
que los tnicos potenciales de campo son las componentes de la conexion, mientras que el tensor métrico es una
magnitud derivada. En el afio 1925 Einstein plantea su primera teoria de campo unificado métrico-afin, cuyos
potenciales son el tensor métrico y la conexion ambos asimétricos [1] [15], que llegara a ser, con posteriores
aportaciones, la teoria final de Einstein [6] [8].

La teoria que a continuacion analizamos es también una teoria métrico-afin asimétrica, pero planteada con
nameros complejos y con la propiedad hermitica, que es requerida a las magnitudes que intervienen en la
densidad lagrangiana (tensor métrico, conexion y tensor de Ricci). Se han desarrollado diversas enfoques de
esta teoria, de aqui los varios nombres que ha recibido relacionado con Einstein, Straus, Schrédinger y Kaufman.

Fueron tres los trabajos de Einstein en la teoria que llamamos hermitica de campo unificado de Einstein-
Straus. En el primero de ellos del afio 1945 [3] desarrolla la matematica de la teoria, que se caracteriza por una
nueva definicion de la derivacion covariante, obteniendo las ecuaciones de campo mediante un principio variacional
pero afiadiéndole a priori la condicion de nulidad del vector de torsion, de donde resultaron problemas de
incompatibilidad. Al afio siguiente, conjuntamente con Straus, Einstein [4] plantea una nueva densidad lagrangiana
obteniendo unas ecuacionnes de campo matematicamente correctas, que ni en primera aproximacion logra
identificar con la teoria electromagnética maxweliana, aunque si reproduce la Relatividad General.

Finalmente en el afio 1948 Einstein vuelve a la teoria hermitica [5] y plantea la densidad lagrangiana de otra
forma, consiguiendo que «el principio variacional usado no tenga condiciones afiadidasy, obteniendo, desde un
punto de vista formal, una teoria mas elegante pero con los mismos resultados que en el trabajo de Einstein-
Straus.

Analizamos a continuacion los tres trabajos citados de Einstein, detallando los calculos que estan ausentes en
las investigaciones originales y haciendo una valoracion critica de algunos de sus resultados.

2.- Métrica y conexion

En la teoria de campo unificado que llamamos hermitica o de Einstein-Straus, el tensor métrico g, tiene

componentes complejas y posee la propiedad hermitica *, es decir
gik =&
donde g, significa el complejo conjugado de g, . Si se descompone el tensor métrico como
ik =Sik tidy

encontramos que dada la propiedad de hermiticidad, la parte real s,, es simétrica s,, = s, y la parte imaginaria
a;, es antisimétrica a,, =—ay,. L

Sig= det(gl-k) entonces g = det(g,;k) ya que el complejo conjugado de un producto es el producto de los

* Para la matematica implicada en las teorias de campo unificado véase Segura Gonzalez, Wenceslao: La conexion afin.
Aplicacion a la teoria cldsica de campos, eW'T, 2015, descarga desde http://vixra.org/abs/1504.0085.
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complejos conjugados; por la propiedad de hermiticidad y dado que el determinante de una matriz es igual a la de
su traspuesta se tiene

g= det(gik) =det(g,;)=det(g;)=¢
lo que significa que g es un niimero real.

Vamos a exigir que g sea negativo, lo que significa que la signatura es lorentziana, es decir (+ ———) o bien
(—+++). Esto es asi porque los signos de la parte espacial tienen que ser los mismos y por tanto que g sea
negativo significa que el signo de la parte temporal debe ser opuesto al de la parte espacial.

El signo del determinante g sera el mismo independientemente del sistema de coordenadas elegido. En
efecto, supongamos una transformacion de un sistema de coordenadas K a otro K’, caracterizado por la matriz
A=(A}), entonces la ley de transformacion del tensor métrico es

g;’k = thl? g mn
o en forma matricial
G'=4GA"
donde A7 es la matriz traspuesta de 4. Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es
el producto de los determinantes y que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta, nos
queda

, 2
g'=[det(4)] ¢
como la matriz A4 es real, entonces los signos de gy g’ coinciden.
Definimos las componentes contravariantes del tensor métrico por la relacion

gtkgrk =0/ )
que representa un sistema de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones como incognitas ( g k) y que tiene
solucidn unica puesto que el determinante de los coeficientes ( g, ) es distinto de cero. De (1) obtenemos

g'gug =6/¢g"=¢g" = g"gu=5.
Naturalmente g’* es un tensor pl?r serlo g, y 5, vy ser (1) una expresion valida en cualquier sistema de
coordenadas, en efecto de g/, g’ =0, se deriva

AMALg g =6 = A{g,,8 " =06]B, =B, = g"4{g,,g" =g"B,
siendo 4, la matriz de la transformacion de coordenadas de K [donde es vélida (1)] a K> y B, la matriz
inversa; de lo anterior se sigue

not rrk mtpr rrk r pk _mt
A/0,g"" =¢g"B, = g'"=B,B g
como queriamos demostrar.

Finalmente indiquemos que tensor g’ también es hermitico: g'* = g* .
La conexidn del espacio en la teoria de Einstein-Straus también tiene la propiedad de hermiticidad, es decir

ro__ r
Ly =Ly
Por esta propiedad se deriva que las componentes del tensor de torsién 7, son imaginarios puros, puesto que

r __ r ro__ r r
T =0 Ty =Ty =Ty,
e igual propiedad tendra el vector de torsion
o k_p k k
=T =l —Ty
3.- La derivada covariante
En geometria de Riemann existe un tensor métrico y una conexion de componentes reales y simétricas,
ademas la derivada covariante del tensor métrico es nula

Dr Eik :argik _gskrirs _gisrkrs =0.
La expresion anterior corresponde a 40 ecuaciones independientes, dada la simetria del tensor métrico. Ademas,
de la condicion de simetria de la conexion (que son 24 ecuaciones) se obtienen en total 64 ecuaciones, tantas
como componentes de la conexidn, esto significa que de (2) podemos establecer una relacion entre la conexiéd
y el tensor métrico y sus primeras derivadas.
En la geometria de la teoria de Einstein-Straus nos encontramos con una conexion no simétrica, lo que

4 http://vixra.org/abs/1508.0012
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significa que podemos dar dos definiciones de derivada covariante de un vector (la+yla —)

k k
D,A*=0,4"+ 4°T [}, DA =9,A4"+4°T ,}

DAy =04, -4/ DAy =0;4,-AT ;.
+ —
las dos igualmente aceptables. El problema surge si se utilizan las dos simultaneamente, entonces nos encontra-
mos con varias posibilidades de derivadas de un tensor. En la teoria de Einstein-Straus, de entre las seis posibi-
lidades de la derivada covariante de un tensor de segundo orden se elije la siguiente
DrAiﬁ = arAik - Askrirs _Aisr rlf'

Siguendo los métodos habituales es facil calcular otras derivadas covariantes, por ejemplo para un tensor de
segundo orden contravariante tenemos

D, A =0, 4™ + 4°FT 1 4T k.

4.- Derivada covariante de densidades tensoriales
Una densidad tensorial es el producto de un tensor (o un escalar o un vector) mulplicado por la raiz cuadrada
del determinante de un tensor de segundo orden covariante. Un caso especial es cuando el determinante es el
del tensor métrico, entonces dado, por ejemplo, un tensor 4% su densidad tensorial es

donde se sobreentiende que consideramos el modulo de g para evitar un valor imaginario al hacer la raiz cuadra-
da.
Por la definicion de determinante se encuentra que
— oo Pl
0g=gg"0g )4

entonces si la variacion Jes la derivada covariante se tiene

_ ik

D,g=g2"D,gi G)

notemos que lo anterior es una definicion, pues se podria haber tomado otra de las derivadas covariantes que se

pueden construir. Con (3) es posible calcular las derivadas covariantes de las densidades tensoriales. Por ejem-
plo, la derivada covariante de una densidadad vectorial es

D, Af =Dr(J§A¢)=D,J§A"+\/§D,A¢,

por (3) tenemos

_lAkgpqa

k 1
DrA+:arAk+Asrsrk+EAkgqurg£g ) rgpq

y por la definicion de la derivada covariante del tensor métrico queda

k
D,A*=8,A"+AT } —%Ak(r; +T,)).

El resultado se puede extender a una densidad tensorial cualquiera, por ejemplo para el caso de la densidad de
un tensor de segundo orden covariante se tiene

1
DVAJII =0, A _Askrirs -A, rks _EAik (rsrs +I S)'

rs

Y para una densidad escalar
1
D,A=0,A —EA(FS,S +T,7).

Finalmente, pongamos la expresion de la derivada covariante de la densidad del tensor métrico en forma

contravariante
rs

D,g' =0,g" +g"T,/ +9”Frs"—%g”‘(st +T,0).

5.- El tensor de curvatura
El tensor de curvatura R*

< de Riemann se obtiene por alguno de los procedimientos habituales. Encontra-
mos dos de estos tensores, seguin la derivada que se utilice: la+ o la —. Si utilizamos la primera de las derivadas
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encontramos (con un signo opuesto al utilizado por Einstein)
k _ k k n k n k
R sir =T 1—‘si,r'i'rsr 1—‘ni _rsirnr

Srl
pero si usamos la derivada —entonces obtenemos como tensor de curvatura el complejo conjugado del anterior,
por tanto es suficiente tomar uno de ellos (nosotro elegimos el primero) como el tensor de curvatura de la teoria.
El tensor de curvatura tiene dos contracciones, una de ellas da el tensor de Ricci y la otra la curvatura

homotética. El tensor de Ricci es
r r r t
Rtk_R _Fzrk_rzkr+r F 1—‘lk]‘—‘
este tensor no es hermitico. En efecto, s1 a Rl « intercambiamos los indices i, ky luego calculamos el complejo
conjugado no volvemos a encontrar R;, . Buscamos un tensor hermitico derivado del tensor de Ricci, porque
esta es una propiedad que requerimos para que la densidad lagrangiana sea real. La posibilidad que planted

Einstein es hallar el valor medio del tensor de Ricci con el traspuesto de su complejo conjugado, lo que garantiza
que el tensor hallado sea hermitico

tr >

R :%(Ri*k +1—2;i) =-I,,+T, T,/ +%(Firr,k +rr1€,i)_%rikt (Fzrr "'Frtr)-

6.- El tensor de no-metricidad
Laidea de Einstein es la de generalizar la teoria general de la Relatividad para llegar a una teoria unitaria. En
este sentido extiende un resultado valido en el espacio de Riemann de la Relatividad General: la nulidad del
tensor de no-metricidad Q,;, =D, g, =0, que en nuestro caso es

erﬁr:Drg}izérgik_gskrirs_gisrrksZO, @)

que corresponde a una ecuacion auxiliar que nos permite obtener la conexion en funcion del tensor métrico y sus
primeras derivadas. Multiplicando (4) por —g''g mk se encuentra que

ik
D,g* =0.
De (3) y (4) encontramos que la derivada covariante del determinante del tensor métrico es nula.

7.- La primera densidad lagrangiana

Anteriormente hemos dado la matematica en que se basa la teoria que estamos examinando. El paso siguien-
te es buscar una densidad lagrangiana de la que se deriven las ecuaciones de campo a partir de un principio de
minima accion. Tres fueron las densidades lagrangianas planteadas por Einstein en el marco de su teoria.

En la primera de ellas busco una densidad lagrangiana de la que debia derivarse la ecuacion (4). Por (3)
sabemos que D, ln\/g es un tensor, en efecto

D, IHJE:ﬁD,- g =iD,-g =%gqu,-gﬁ,

como el ultimo miembro es un tensor de segundo orden contravariante multiplicado por un tensor de tercer orden
covariante, el resultado es un tensor covariante que llamamos S, . Por la definicion de la derivada covariante del
tensor métrico se tiene

1 1
Si:Diln gzzgpqaigpq_z(rsis-’-riss)
y como
og=ggtog,, = 0,g=gg"0,g,,
entonces
1
S, =0,z - (I +T,).

. . *
Su derivada covariante que llamaremos §, es

Sk =DyS, =aka,1n\/§—lak(rs,s T, )-0,Inygr,; +%rik’(r”s +T,7).

Eltensor S, . noes hermitico a consecuencia del segundo sumando. Entonces tenemos que hallar un nuevo
tensor S, resultado del valor medio del tensor S i Y del traspuesto de su complejo conjugado

6 http://vixra.org/abs/1508.0012



Wenceslao Segura Gonzdlez

L/« == 1 1
Sk :E(Sik +Ski)=6kailn\/§_asln\/§riks +Erikr (rsrs +Frss)—z(rs[jc Tk T kel +rsks,i)’
que tiene la propiedad de ser un tensor hermitico.

Einstein busco una densidad lagrangiana de la que se pudiera derivar (4). Para conseguir este objetivo definid
el tensor

R , , 1
Rik:Rik+Sik:_rik,r+rirtFtk +8k8iln\/§—asln\/§riks+z( isfk+rskii_rsijc_rks:vi)' (5)

La expresion (5) es diferente de la obtenida por Einstein, quien utiliza § l.*k y no su expresion hermitica S,y
ademas comete un error de calculo. S, es el tensor que hay que usar para que la densidad lagrangiana sea una
funcién real. La diferencia entre (5) y la correspondiente expresion de Einstein radica en el ultimo sumando de
(5). Nétese que todos los sumandos de (5) son hermiticos; el Gltimo ademas es antisimétrico.

La densidad lagrangiana se define por

_ ik D
L=g"R,, (6)
que depende de la conexion y su primera derivada, ademas del tensor métrico, de su primera y de su segunda
derivada. Como tanto g’ como R., son hermiticos, entonces
g ik

L= gikR[k = gklﬁkt = gikﬁtk =1
lo que significa que la densidad lagrangiana es una funcion real.

8.- Primeras ecuaciones de campo
En el afio 1945 Einstein planteo su primera teoria hermitica de campo unificado, obteniendo las ecuaciones de
campo por un método mixto, como luego veremos. El procedimiento no es correcto, como el mismo Einstein
reconocio al afio siguiente en el trabajo que publicé en colaboracion con Straus. Exponemos a continuacion la
primera deduccion de Einstein, que aunque no son correctas las ecuaciones finales, sus calculos nos seran utiles
posteriormente.
Las ecuaciones de campo se obtienen a partir de un principio variacional. La accion del campo es

1=jde

donde d Q) es el producto de las diferenciales de las coordenadas. Si se varian arbitrariamente las componentes
de la conexidn y del tensor métrico, con la condicion de que estas variaciones asi como la variacion de la primera
derivada del tensor métrico se anulen en los limites del volumen de integracion, entonces la variacion de la
accion es nula.

Debemos advertir de una condicidon que se no encuentra expresamente en el trabajo original de Einstein. La
densidad lagrangiana (6) depende de las derivadas segundas del tensor métrico, lo que en general no ocurre en
las teorias métrico-afin, por tanto es necesario poner como exigencia en el principio variacional que las variacio-
nes de las primeras derivadas del tensor métrico se anulen en la superficie de integracion.

Laaplicacion del principio variacional a la densidad lagrangiana (6) no reproduce (4) como pretendia Einstein,
para ello necesitamos establecer previamente la condicion

7, =T -T; =0 (7
o sea, que el vector de torsién 7, sea nulo. Con la condicion (7), la expresion (5) coincide con la original de
Einstein, es decir

D t

Ry =Ry + Sy z_rik; +I,'T ;" +0,0, 1n\/§—as ln\/griks >

el mismo autor impone también la condicion (7) pero una vez obtenidas las ecuaciones de campo.
El principio de minima accion es por tanto

_ ik p _ ik r t r s
51=5[g"RydQ=5[g" (-}, +T,'T ;" +0,0,Ing-0,In\fgT ,*)d 0, (8)
estamos en una teoria métrico-afin, es decir que variamos tanto la conexion como el tensor métrico, obteniendo
por tanto, dos conjuntos de ecuaciones, el primero es la ecuacion auxiliar, o sea, la que nos relaciona la conexion
con el tensor métrico y sus derivadas, mientras que el segundo conjunto son las ecuaciones de campo.
Al variar la conexién obtenemos

s, :j[—g[k (6T4") +g"T,'oT " +g"er,'T, " ~g"0, ln@&F,kstQ:O

DOI: 10.13140/RG.2.1.2834.6725 7
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al aplicar el teorema de Gauss

[o,(Jea*)da=[a*ds,

Vv z
siendo dS, el vector de superficie bidimensional el término

[o,(Jeg"sT,"Jda=[g"sT,,"ds,
se anula, puesto que la variacion de la conexion se anula en la superficie de integracion y encontramos
s1,=[(0,9"6T, " +g"T,'sT "+ g"T /6T, - g"d,In[gsT,’)dQ=
-[(6,9% +g"r,/ +g"T} - g"8,Ing)oT, dQ=0

como la variacion de la conexion es arbitraria obtenemos las ecuaciones

argik+gskrsri+giSFrsk_gikarln\/gzo (9)

J20,8% +g%0, /g +/gg T,/ +/gg"T .* —Jgg™d,Inyg =0

de donde se deduce

o bien

. C ik
arglk+g5krs;+glsrrsk:0 < Drg+_:0' (10)
El segundo grupo de ecuaciones de campo se obtiene haciendo la variacion (8) respecto al tensor métrico

51, =[(Rysg" +gik51%,k)d9:j[1%,k5g”‘ +g""6k6,-(5an§)—9”‘53(51n\/§)ﬂks}d9=0a an
volvemos a usar el teorema de Gauss; asi el altimo de los sumandos del ultimo miembro es
g0, (sE)r,40=Jo, (5T o 2)ar+[o, (5 )on fra0-
=—Igikrik351n\/§dSs +I6S(gikfiks)5ln\/§d9 =J.53(gikriks)5ln\/§d9,

donde la integral de superficie se anula porque en ella son nulas las variaciones del tensor métrico, por tanto
también es nula la variacion de su determinante. El segundo sumando del ultimo término de (11) es

Igikﬁkéi(5ln\/§)dQ:IGk[gikai(5ln\/§)JdQ—jak9ik6i(5ln\/§)dQ -
=[g"0,(omg)ds, ~[o,(0,g"*5In\[g)d 2+ [0,0,9" 5 [gd =
:jg"kg(a, ln\/g)dSk —I%akg”‘aln@ds,. +[0,0,9" 5 JgdQ,

g

tanto las variaciones del tensor métrico como las variaciones de sus primeras derivadas son nulas en los limites
de integracion, de tal forma que las dos integrales de superficie anteriores se anulan, por tanto tendremos

ol, = J‘(Ié,v;ﬁgik + giké‘feik)dg :_‘-{Iéikégik + [51' 0,9" +0, (gikr i )]5ln\/§;d9 =0.  (12)
Hay que poner la variacion del determinante del tensor métrico en funcion de la variacion de la densidad del
tensor métrico

1 1
51[1\/_ Té\/_ gpq gpq__mgpqé‘gpq—i_mgpquqé\/__

=——g 5g? +25In,/g
Zl_g pq
por tanto
1
Ohnyg=—— ogh,
g ) /_ggpq g

volviendo a (12) y teniendo en cuenta que la variacion del tensor métrico es arbitraria, nos queda
. 1 .,
&w—zﬁ[am%y’"uas(g’" T ) |2 =0 (13)

que con (10) forman los dos conjuntos de ecuaciones de campo. (13) admite una simplificacion. De la ecuacion
(9) se tiene poniendo k =r

8 http://vixra.org/abs/1508.0012
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arg” +gsrrsri +gi5rrsr _girar 11’1\/§=0
ahora bien como

| (14)
9,In g=5g’”’5rg""

y al tener en cuenta (10) hallamos

0, In\/g :%(r,; T,

Sr

que al sustituir en (14) queda
0,9"+g"T =0,
que nos sirve para simplificar (13) que nos queda
Como S, =0 por ser nula la derivada covariante del determinante del tensor métrico, entonces R;, coincide con

el tensor de Ricci hermitico R, . Resumiendo, las ecuaciones de campo de la primera teoria hermitica de campo
unificado de Einstein son

T, = (15)
R, =0
que se les denomina sistema de ecuaciones fuertes (no deducibles de un principio variacional) y que distinguimos
de las ecuaciones débiles que deduciremos mas adelante. Primeramente notamos que hemos usado un método
mixto, por una parte hemos impuesto la condicion de nulidad del vector de torsion, que es uno de los tres grupos
de ecuaciones de campo, y por otra parte hemos aplicado el principio de minima accidn para hallar los otros dos
grupos de ecuaciones de campo. Este procedimiento no garantiza la compatibilidad de las ecuaciones *.

Al igual que ocurre en Relatividad General las ecuaciones (15) no pueden determinar univocamente una
solucién para g, y ', . Enefecto, si g, fueraunasolucionde (15), también g, , derivada de la anterior por
una transformacion de coordenades x'* = x'¥(x"), debe ser solucion de (15). Esto quiere decir que existen
cuatro ecuaciones complementarias a (15), que en Relatividad General son las identidades de Bianchi. Como la
ambigiiedad de la solucion es por las cuatro ecuaciones de transformacion de las coordenadas x'* = x'*(x")
entonces debe de existir igual numero de ecuaciones complementarias.

Puede elegirse una gauge determinada, es decir un determinado sistema de coordenadas y entonces quedara
eliminada la ambigiiedad. En Relatividad General es habitual utilizar el sistema de coordendas armonico, con lo
cual se obtiene una definida solucién para el tensor métrico, que ademas simplifica considerablemente las
ecuaciones de campo. Podria pensarse que la segunda de las ecuaciones (15) define una gauge, pero es una
ecuacion covariante y no representa una condicion coordenada, es decir no singulariza un sistema de coordena-
das. Las condiciones coordenadas deben ser no covariantes, es decir validas s6lo en algunos sistemas de coor-
denadas, pero no en todos.

9.- La densidad lagrangiana y las ecuaciones de campo de Einstein-Straus
Advertido del error en la deduccion de las ecuaciones (15), Einstein y Straus plantearon de nuevo la teoria,
pero ahora aplicando exclusivamente el principio variacional, lo que garantiza que las ecuaciones que se obtie-
nen son compatibles entre ellas.
La densidad lagrangiana de Einstein-Straus es

* El formalismo métrico para hallar las ecuaciones de la Relatividad General sigue este proceso mixto. Es decir, a priori se da
una de las ecuaciones de campo D, g, =0, que nos permite obtener la relacion entre la conexion y el tensor métrico; y
luego se aplica el principio variacional para obtener el otro grupo de ecuaciones de campo R, = 0.Pero en este caso no hay
incompatibiliad entre los dos grupos de ecuaciones, puesto que la conexién no aparece en la ecuacion R, =0 que
depenen exclusivamente del tensor métrico.

Einstein dedicd varias investigaciones al problema de la compatibilidad de las ecuaciones de campo, en particular
concluyo que el sistema de ecuaciones fuertes (15) «no es aceptable desde el punto de vista fisico», Einstein, A.; Kaufman,
B.: «Sur I’état actuel de la théorie générale de la gravitationy», en Louis de Broglie. Physicien et penseur, Albin Michel, 1953,
pp. 321-342.
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L=g"Ry+h'z,+b,g", (16)
donde A’ y b, son multiplicadores de Lagrange, R, es el tensor de Ricci hermiticoy 7, es el vector de torsion
definido por

r,=0T,°"-T;".

) is si
Noétese que g[’k] . €s una densidad vectorial, en efecto de (4) se deduce
ik ki ik ik
Dkg+__Dkg+_:28kg[l ]—9(; )Tk, )
como todos los sumandos son densidades vectoriales, entonces g[’ ] , también tiene que ser una densidad
vectorial. Este resultado garantiza que (16) es suma de densidades escalares y por tanto una densidad escalar,
siempre y cuando A’ sea una densidad vectorial y b, un vector covariante.

Ahora aplicamos el principio variacional. Variamos respectoa A’, b, T iy g i . Al variar respecto a A’
se halla

7,=0, (18)

y al variar respecto a b, se encuentra

ik
" =0 (19)
Para hacer la variacion respectoa I';,” tenemos que usar la identidad de Palatini que por calculo directo se
comprueba que es

SRy =-D, [5rik0 J"’le (5F i rr)+lDi(5rrkr)’(20)
+= 2 i+ 2 =
donde la derivada covariante del primer sumando es definida por
1
Dr(5r i}:’):ar (5Fikr)_5rskrrirs _5risrrrks +5Fik35(rsrr +rrsr)'
1k

Para adaptar el teorema de Gauss a las derivadas covariantes que aparecen en (20) tenemos que comprobar
previamente que se cumple

| o

D,(gi%rig)zg”fbr(éri )+§F,k’DrgM, @1)

si definimos para simplificar la densidad vectorial
r ik r
— gt
H =g+ oI,
X
entonces teniendo en cuenta que

r 1 1
D.H"=0,H" +H“‘E(FS,’+F”’); D,\/§=8,f—5\/§(ﬂf +T,)

encontramos
DH'=0,H"=0,(g"sT ) (22)

que es igual al resultado que se encuentra cuando se desarrolla el segundo miembro de (21), lo que significa que
podemos, en este caso, aplicar la regla de Leibnitz de la derivacion, la que sera usada a la hora de aplicar el
teorema integral de Gauss como veremos mas adelante.

Ahora tenemos que comprobar si es aplicable la relacion

Dk(gi%‘ri[):g”‘Dk(ﬁr,.;)+5r,./DkgM, (23)
++ ++
procedemos igual que antes; definimos la densidad vectorial
H: =gtsT T,
++
y encontramos que
D,H*=0,H" ~H"r, (24)

donde definimos 7, =(I",* =T ,*) / 2 eigual resultado que en (24) se encuentra cuando se desarrolla la expre-
sion (23), con lo que de nuevo demostramos que también para la segunda de las derivadas covariantes que
aparece en (20) es de aplicacion la regla de derivacion de Leibnitz.

10 http://vixra.org/abs/1508.0012



Wenceslao Segura Gonzdlez

Utilizando el mismo razonamiento se encuentra que para el tercero de los sumandos de (20) se cumple
ik ik ik
D (g+—5r rkr) A (5F rkr)+ o, Dig™,
+= += +=

siempre y cuando definamos

entonces hallamos

D,H*=0.H' +H'z,. (25)
Con los resultados (22), (24) y (25) el teorema de Gauss queda en cada caso

jDr(gMcsr iﬁ)d@:jar(gl‘kesr,;)dg=jg”‘5r,.,{dsr

J.Dk(g%é5ri£)dgzIak(gik5rirr)dQ_J.gik5Fi:Tk dQ:J.gik(SFir’dSk _Igik5ri:deQ

jD,.(gMo*r,,j)dg=ja,(g"kesr,,:)dmjgl‘kar,;r,dg=jg”‘5rr,:ds,. +[g™*oT f7,d 0.
1k

Ya estamos en condiciones de aplicar el principio de minima accién a la densidad lagrangiana (16) para la
variacion de las componentes de la conexion

ol = J‘(gikgR[k +h[5Tl-)dQ =I|:gik5R,'k +%h[ (5Fiss _5Fsis):|dQ = 0’ (26)
el primer sumando del Gltimo miembro es
jgikgRideZ_jgkar((sr,.,ﬁ)dQJrljg"ka(ér,j)dQ+1jg""D,(5rr;)dQ
+= 2 13 2 b

que al integrar por partes, aplicar el teorema de Gauss y tener en cuenta que en la superficie de integracion la
variacion de la conexion es nula, obtenemos

jgikéR,dezID,gMéTik’dQ—%IDkgMéT”rdQ—
1 ik r 1 ik r 1 ik r
—Ejg 5F,,rde—Ele-g+ 5r,kd9+5jg ST ,/7,dQ
agrupando todas las integrales anteriores

[g"oR a0 =j(D,gM —%Ds gtisk —%Dsgﬂc?ﬁ “Lgusye, +%g”‘5£rs Jél“,k’dQ.

2
Al afiadir la segunda integral del ultimo término de (26) encontramos
ik 1 isok 1 shoi 1 soy 1 sk g liklk:} r
ol=\|D,g~—-—D.g~ 6, ——D, g6, ——g" 6,1, +—g 0,7, +—h'6,——h"5, |6 ,'dQ,
J‘( rg 2 s9 r 2 ) r 29 ks 2g res 2 r 2 r ik

y como la variacion de la conexion es arbitraria, entonces para que la anterior integral sea nula debe de cumplir-
se

D,g** —%Dsgifark —%DS gtts —%g”é,:rs +%gf"5;'rs +%h’6r" —%hkéf =0 27)

que es el segundo grupo de ecuaciones de campo.
(27) se puede simplificar. Como ya se encontrd, el vector de torsion es nulo, entonces (27) queda

ik 1 j 1 2 1 .
D,g* - D.g"s! - D g 5]+ k5] ——h'5] =0, (28)
al contraer la anterior ecuacion primero respecto a 'y k'y después respecto a i y r se encuentra
D, g*" +%D,gu —%hi =0

- (29)
Drg“+5D,g“+§h"=o,

¥y Su suma €s

D,g* +D, g* =0
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perode (17), (18) y (19) se tiene que
Drgii_DrgiLZO
por tanto debe de cumplirse
D, g+ =0
entonces de cualquiera de las ecuaciones (29) se deduce que A’ =0 y llevando este resultado a (28)
D, g =0 (30)

que es el grupo de ecuaciones de campo resultante de la variacion de la accidn respecto a la conexion afin.
Finalmente vamos a variar la accion de la densidad lagrangiana (16) respecto a g ik

51 = I[R,,k 5g™% +b, l(ég”‘k —égkik)}dQ
2 > >
integando por partes y aplicando el teorema de Gauss tenemos

51:]{1{[,c +%b[7k —%bk’[}é'g’kdﬁ

y como la variacion del tensor métrico es arbitraria, se encuentra para el cuarto grupo de ecuaciones de campo
1
Ry + _(bi,k —by; ) =0
2
reuniendo encontramos que los cuatro grupos de ecuaciones de campo son

ik
g[ ],k =0
7.=0,

D,gM =0

Ry +%(bi,k _bk,i): 0,

€2

por (17) vemos que la primera ecuacion se deriva de la segunda y de la tercera. Entonces tendriamos 84
ecuaciones (4 + 64 +16)y 84 variables ( g k. T & Y b;).Recordemos que al igual que en Relatividad General
el anterior sistema de ecuaciones no puede determinar univocamente la solucion de los campos, lo que significa
que ademas de (31) deben existir cuatro ecuaciones complementarias. Podemos eliminar las b, de la tercera
ecuacion descomponiéndola en parte simétrica y antisimétrica, entonces las ecuaciones de campo quedan

7.=0,

D, g+ =0
R(ik) =0
Rii) » + Rt 5 + Ry 4 =0

(32)

al que se le llama conjunto débil de las ecuaciones de campo; el ltimo grupo de ecuaciones de (32) en realidad
son s6lo cuatro ecuaciones independientes, por lo tanto ahora tenemos un total de 82 ecuaciones y 80 variables
(el tensor métrico y la conexion).

Las ecuaciones (32) son diferentes y mas restrictivas que las (15) que obtuvo Einstein en su primera teoria
hermitica de campo unificado. La primera ecuacion (32), que ahora surge del principio variacional, tiene como
consecuencia que la tltima de las ecuaciones de (32) sea mas débil que la ecuacion Ry, =0 correspondiente al
conjunto (15). También debemos sefialar que la Giltima ecuacion (32) eleva en uno eE grado de diferenciacion,
esto surge a consecuencia del ultimo sumando de la densidad lagrangiana (16), que se introduce para conseguir
la segunda ecuacion de (32) al aplicar el principio variacional.

10.- Teoria linealizada
Las ecuaciones de campo de la Relatividad General y las ecuaciones de Maxwell (en cierta medida) se
pueden deducir de (32) en una primera aproximaciéon. Supongamos

ik =Mik +7 ik
donde los y,, son pequefios y por tanto podemos despreciar sus cuadrados y 7, es el tensor métrico de
Minkowski de la Relatividad Especial, es decir la métrica del espacio-tiempo en ausencia de campos. Con esta
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suposicion las dos primeras ecuaciones (32) quedan
r ro__
I ir = I i 0

K s _
yik,r_nskrir _Uisrrk _O’
de la segunda de las ecuaciones anteriores se puede despejar la conexion, resultando

(33)

1
r, :5nsr (7/”’,/{ 7 ki _7ki,r)

como se puede comprobar por calculo directo. Con este ultimo resultado la primera de las ecuaciones (33)
queda

1 Sr _ _ 1 Sr _ _ Sr _ O

577 (7ir,s TV rsi 7/si,r) 577 (7/sr,i TV vis 7/is,r)_77 7/[ir] .5 +7/[is] .
donde se ha tenido en cuenta el caracter simétrico del tensor de Minkowski. De nuevo usando esta propiedad se
encuentra

77”7/[17] =0 < y[ir]’r =0. 34
En la aproximacion considerada el tensor de Ricci hermitico es
r 1 r 1 r
Ry =-T ikr T EF ik T Er ki
y puesto en funcién de y
R, = L. - + +
ik — 277 7(is),k,r y(sk),r,i 7/sr,i,k yki,s,r >
su parte simétrica es
1
R(ik) 2577 |:_7/(1's),kr _7(sk),ri +7/(sr),ik +7/(ki),sri| (35)
y la parte antisimétrica
1
ﬁ@=50mﬂmJy (36)

Por tanto la tercera y cuarta ecuacion de (32) en el caso considerado de teoria linealizada
n " |:_7/(is),k,r - y(sk),r,i + y(sr),i,k + y(ki),s,ri| =0
1w+ )+ i), =0

P

(37N

Entonces las ecuaciones de campo gravitatorio son
R([k) = O

idénticas a las ecuaciones de la gravitacion de la Relatividad General en el vacio en la misma aproximacion, si se
supone que el campo gravitatorio viene expresado por Y (k) mientras que las ecuaciones de campo electromag-
nético son
lir] _
e b 0
rs
. + .+ . =
77 {}/[lk]’p 7[kp]’l 7[pl]’k} rs O
siendo la intensidad de campo electromagnético y,, . La segunda de las anteriores ecuaciones no coincide con
la correspondiente a la teoria de Maxwell que afirma que es nulo lo incluido en el paréntesis de esta ecuacion.
Por tanto nuestra teoria electromagnética es compatible con la de Maxwell aunque no al contrario. Sobre este
asunto Einstein y Straus afirman que esta no era una objecion a la teoria ya que «no conocemos la correspon-
dencia de las soluciones de las ecuaciones linealizadas con las soluciones rigurosas las cuales son regulares en
todo el espacio. Es claro desde el comienzo que en una teoria de campo consistente la cual reclama ser completa
(en contraste, por ejemplo a la teoria de la gravitacion) solamente son consideradas aquellas soluciones que son
regulares en todo el espacio. Si tales soluciones (no triviales) existen no es todavia conocido».

11.- La densidad lagrangiana de Einstein
En el afio 1948 Einstein volvid a la teoria hermitica [5] y la replante6 de nuevo en un intento de disminuir el
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caracter mas bien artificioso de la densidad lagrangiana (16). La densidad lagrangiana que adopta Einstein es

L=g*R, (3%)
donde R, es el tensor de Ricci hermitico. La nueva teoria sigue siendo métrico-afin, en el sentido de que tanto
el tensor métrico como la conexidn son potenciales del campo, debiéndose variar la accion respecto a ambas
cantidades.

Segun se dedujo en el epigrafe 9 la variacion con respecto a la conexion da las ecuaciones

D.g't —%Dsg+ 5k —%D PAY —%9”5% +%9”‘5i% =0 39)

o desarrollando las derivadas covariantes

k ke i isp k k 1 ‘ 1 sp 1) sk

0,9"+g" T, +g"l J-g”T ——(asg +9"T,/+g'T/~-g"T )5r -
1 .
_E(as gsk +gtk1—~kss +gst1—~stk _gskr(ts))5r1 _Egzsgkz,s +EQSk6rITs -0
. . . r . r o r [ k
si no existieran los dos ultimos sumandos, entonces encontrariamos la ecuacion que buscamos D, gi‘ =0.
Esto significa que tendriamos que imponer la condicion z; = 0 la cual, como hemos visto, no podemos establecer
porque no se garantiza la compatibilidad de las ecuaciones resultantes.
Buscamos bajo que condiciones el vector de torsion se anula. Al tomar la parte imaginaria de (39) se encuen-

tra

oIty g

i [sk] i (is) k
F[W]+g 1"(”)+g F[rs]+

lslp &k _glstlp r 1 [s] sk _1g glskl 5
g F(m) g F(m) 2asg o, 283g 0,=0
al contraer los indice ky

[is] _
58 s9 [rs
la condicion necesaria y suficiente para que F[rs] =0 esque 0, g[ 5l _0.Esta igualdad se cumple si supone-
mos

]—O

| glfl=g’ = gh=gMigh (40)
siendo g ! una densidad tensorial antisimétrica en sus tres indices, es decir que es nula si hay dos o tres indices
iguales y en caso contrario el signo es positivo o negativo seglin haya una permutacion par o impar de los indices.
Por lo tanto, el tensor g " tiene cuatro componentes independientes, las que tlenin de indices (123) (134)
(124)y (234). Entonces al cumplirse (40) el vector de torsion es nulo y D,g*~ =0 que se convierte en el
primer grupo de ecuaciones de campo. . _

El segundo grupo de ecuaciones de campo se obtiene haciendo la variacion con respecto a g(lk) y g * de
la accion formada por la densidad lagrangiana (38), es decir
51-5[g" Ry dQ=[(Ry 59" + Ryyog™, )d0=0
del primer sumando del tltimo miembro se obtiene la ecuacion
R(ik) =0,
para tratar el segundo sumando integramos por partes y aplicamos el teorema de Gauss

[Rwoe™, a0=o, (R[ik] sg" )dQ ~[ Ry 09" dQ=~[Ry, 59" dQ=0,
ahora bien, no todas las componentes de o g " son independientes, aunque si son arbitrarias. Para s6lo tener en
cuenta las componentes independientes, antisimetrizamos R[l.k] .

[ Ry 08" d 0 % J(Rpy » + Rpop s+ Ry 4 ) 0@ d 2 =0

ik encontramos

Rig o+ R i+ Rl 4 =0 @1

dada la arbitrareidad de o g

. . . . 123 321 oo
ndtese que ahora, por ejemplo, las ecuaciones derivadasde 6g = ,de 0g”" y de las restantes combinaciones
de los indices 1,2y 3 generan las mismas ecuaciones. Por tanto (41) corresponde a cuatro ecuaciones indepen-
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dientes.
Resumiendo las ecuaciones de campo de la teoria hermitica de Einstein de 1948 son

D,g* =0
0,g"1=0 o z7=0
R(tk)zo

Ry * Rig) i+ Ry =0

o sea las mismas ecuaciones que en la teoria de Einstein-Straus (32).

El elemento de linea del espacio-tiempo es

ds* = i dx'dx* = g([k)dxidxk

o0 sea, solo interviene la parte simétrica (o real) del tensor métrico, de tal forma que ds 2 es un ntmero real,
positivo, negativo o nulo. Que el determinante de g, sea distinto de cero en todo punto, como antes hemos
supuesto, no implica que el determinante de g (ik) S€4 también distinto de cero. Pero el determinante de g,
debe ser distinto de cero en todo punto, ya que en caso contrario no puede afirmarse que se mantendra l)a
signatura de g (ik) -

Entonces no s6lo hay que exigir que g # 0 sino también que el determinante de g, sea distinto de cero y
tenga en todo punto un valor negativo. Einstein en su investigacion de 1948 da una demostracion, que dice es
obra de su asistente, por la cual si se supone que las componentes de la conexion son en todo punto determinadas
por la segunda ecuacion (32) entonces el determinante de g, es distinto de cero en todo punto, la demostra-
cion es un tanto oscura y ademas no concluye que el valor de ese determinante tiene que ser negativo, propiedad
que debe ser, por tanto, impuesta. Este asunto fue abordado por Einstein, en colaboraciéon con Kaufman [7],
algunos afios después y que analizaremos en una posterior investigacion.

Seiialar finalmente que la teoria de Schrodinger [13] que utiliza tensor métrico y conexion asimétrico pero
reales, llega a las mismas ecuaciones (32) que la teoria de Einstein-Straus, para lo que se exige poner las
ecuaciones en funcion de una nueva conexion, derivada de la primitivay que tiene la propiedad de tener nulo el
vector de torsion. Afiadir por ultimo que las ecuaciones de Einstein-Straus también coinciden con las de Einstein-
Kaufman [8] o ecuaciones finales de la teoria asimétrica de Einstein [6].

12.- Resumen

En esta investigacion hemos analizado la teoria hermitica de Einstein tal como fue presentada en tres trabajos
publicados en los afios 1945, 1946y 1948 [3], [4] y [5]. Se trata de una teoria métrico-afin asimétrica que puede
ser planteada con componentes complejas de la métrica y de la conexion, o bien con componentes reales como
hace Schrédinger [13].

Desarrollamos la matematica implicada en la teoria hermitica, basada en una definicion de la derivacion
covariante diferente de la habitual. Fueron tres las densidades lagrangianas usadas y que se plantearon en los
tres trabajos antes citados. El primer articulo de Einstein, que exponemos en los epigrafes 7 y 8, conduce a las
ecuaciones de campo fuertes, no derivables de un principio variacional, que fueron corregidas en los dos trabajos
siguientes, el primero de ellos realizado en colaboracion con Straus, dando lugar al sistema débil de ecuaciones
de campo.

Finalmente, en el afio 1948 Einstein vuelve de nuevo a la teoria hermitica al reconocer el caracter un tanto
artificioso de la densidad lagrangiana de Einstein-Straus y formular de nuevo el principio variacional aunque
obteniendo las mismas ecuaciones de campo.

La teoria métrico-afin asimétrica se siguio desarrollando después de los trabajos que comentamos, convir-
tiéndose en la teoria de campo unificado final de Einstein y presentada en dos articulos escritos en colaboracion
con Kaufman [7] y [8].
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