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La conjecture de Collatz a été découverte paeceier dans les années vingt du 20° siecle.
Elle était en ce moment la appelé « probléme 3x:élbe a pris d’autre noms parmi autres la
suite de Collatz qui se définit simplement commnié s

V' x € N*, partant de x ; s'il est impair on le multiplie par 3 et ajoute 1 (3x+1) ; s'il est pair
on le divise par 2 (x/2) ; si on répete la transfation, on finit par tomber sur 1 qui suit son
« vol » infiniment dans le cycle trivial, c'est-aell, puis 4, puis2, puis encore 1, ainsi de
suite.

Depuis on a cessé d'utiliser I'informatique pourqueer des records de x gragd\* qui
permettent de rechercher un hypothétique coneeple . Le projet « 3x+1@home »
entend s'attaquer & toutes les suites de Collatprees entre’2 et 22 . Jusqu’ & peu prés
cette limite, la conjecture est vérifiée.

Je crois que si on Vérifie les trois étapes stwesron peut démontrer la conjecture a savoir :
1)- 3! Cycle dans la suite de Collatz, c’est le cycle trivial 4-2-1
2)- ¥x eN* la suite de Collatz décroit vers un X’ / X
3)-  ¥x €N lasuite de Collatz, atterrit dans le cyctevial dont 1, est le plus petit
Elément.
1)- 3! Cycle dans la suite de Collatz, c’est le cycle trivial 4-2-1
PROPSITION 1 :

X € N* ; le cycle de la suite de Collatz défini sur x, plus petit élément est
toujours Impair.

Démonstration : soin le plus petit élément du cycle C ; C étant Iget®ire dem.
Soit m’ le nombre qui suitm, dont il est issu

Alors m’est aussi dans la trajectoire m’ >m, puisque m est le plus petit élément
d’aprés notre proposition . ®iest pair = m'=nm/2 = m>m’ ce qui est absurde,
doncm est impairetm’ =3m+ 1 avean toujours <m’.

CQFD.

Partant de notre proposition I, soit un cycle degleeur k =3 dans N*. On notera ses k
éléments distincts deux a deax, az, as.

Supposant que le plus petit des élémentssesl@s a est forcément impair, et en
particulier a=3a+1. a devra étre >xa=> @& = a2

Sia estimpair == >z 3at+l= a= (2-1)/3=a=(2a)-1)/3>a=2/3.a >a< &

Absurde, donc iaest pair= a=a/2




Arrivant au calcul du Produit P, des termes duecyc
P=i1aa .a& remplacant par leurseuas calculées,

P = (3al). a/2. @/2 établissant I'équation associée au ytates termes
du cycle.

1880 .88 = (3at+l). a/2. a/2

(3a3+1).al.a2
4

lae .8 =

dfazxe .a8) = (3a+l). a. @

1 )z . . .
==> 4 X3 + E) : I'équation sous sa forme épurée admet

comme solution &= 1 (4=4) ,donc=2.a=2 eta= 3.a+l =4, 'équation associée au
cycle trivial 4->2 ->1

Existent — ils d’autres x1, x2, x3 définis dans Njui forment un autre cycle avec k =3 ?

Nous avons 3 nombres,x2 et x3 avec chacun 2 facons de se présenter, s'il @stspé en
(x/2) dite a, soit en (3x+1) dite b s'il estimpalpbnc nous avon®’= 8 cas possibles que
nous allons examiner en permutant les opérati@dbagar 3 :

-l)cas:aaa (XW2)/2)/2 =x =>x=0

(Apres 3 opérations, il retourne a x puisquestalm cycle, donc = x)
-2)cas:aab> 3(X2)/2)+1=x =x=4

-3)cas:aba ((3x+t1)/2)/l2 =x =>x=1

-4)cas:abb=>  (3(3x+1l) +1)/2 =x=> x =-4/7

-5)cas:bbb=s 3(3(3(x+1) +1) +1 =x=x=-1/2
-6)cas:bab> 3((Bx+1)/2)+1 =x = x=-5/7
-7)cas:bba 3(3(X/2)+1)+1 =x=> x=-8/7
-8)cas:baa (B(x/2) +1) /2 =x = x=2

Les seuls solutions de nos équations dans N* gonfl, =2, xs= 4 qui sont celles du cycle
trivial 4 -> 2-> 1 ; les autres solutions (0, -4172,-5/7,-8/7) n’appartiennent pas a N*

Donc, dans N*,3lcycle de longueur k=3, c’est le cycle trivial 4->21 CQFD




Cas ou la longueur du cycle k> 3:

Supposons qu’il existe un cycle de la suite ddafote longueur k> 3, al étant le plus petit
élément, défini par les termes suivants:
a1, &, a3, &,...ak

Pour opérer les calculs selon la suite de Collatr les termeat, a2, as, &,...ak
Nous devrions connaitre leur parité. Or tout ce gm@s savons par notre proposition | ci-

dessus, c’est quei,de plus petit élément est impair. Quant aux auteemes, soit en
procédant théoriguement par un tri des termesydie suivant la parité ; indépendamment
de l'indice et de sa position exacte dans la spitesqu’ on l'ignore.

Nous posions ensuite le produit de ces k teroquéen appellerd.(la commutativité du
produit nous dispense de la position des vraisedu cycle )

En posant d'abord, en les triant par parité, puispécifiant les termes impairs par a, les
termes pairs par b ; puis en désignant par mrebone de termes (ou cardinal) impairs, et h
le nombre de termes pairs.

On obtient

P=a.a...am .h. b2...bh

Exprimant maintenant chaque terme par sa valeggpainous avions défini sa parité en le
multipliant par3x+1 s’il impair et en le multipliapar x/2 s’il est pair :

P= (3a+1). (3 a+l).... (3am+1).  (by/2. (b)/2... (bh)/2.

Soit I'équation qui relie les deux formes du privdous sa forme brute :

aiaz..am .bi. b2...bh=@atl). (3 a+l).... (3am+1). (b)/2. (2)/2... (bh)/2.

Simplifions I'équation par :

_ (3a1+1).(3a2+1)...(3am+1). (b1).(b2)... (bh))

(alaz ....am). (b1 bz ....bh) vy

...am) . (b1 bz2...bh) =Ba2+1)...3am+1). (b1).(b2)... (bh)

am ) =Bal+1).(3a2+1)...3am+1)

zh _ (3a1+1) (3a2+1) (3am+1)
al a2z 7T am

2" (3 ) .(3+ =) ...(3+ —)




Intéressons nous un instant au terme de droite dia® nomme D.
2" = (3 ) .(3+ ) .3+ —)
Vérifions I'équation aved™, borne minimale de D <==3" <D
Pour qu’il n’existe aucun cycle de longueur ki k>3 €N ; il suffit de vérifier
linégalité de 2" avecD.
Sachantque D 3™, par:2" <3"<D = 2" 3"
Selon h et m, trois cas peuvent se présenter :

' h m h.log 2 m. log3
— = < < <
-sim=h , 28 < 3% = h.log2< m.log3= g7553 < o

log2

m
> == >
h log3

log?2 . , .
, comme Z=1, > 1> ce qui est évident
h log3

. h.log 2 m. log3 m log2
2)-sim >h, 2"< 3™ = h. log2 < m. log3> hlg3< 9= 25 2
I— Lt0g h. log3 h log3

m m 2 . , .
Comme m>h> —>1 = —> , Ce qul est évident
h h log3

. . L. . . log2
3)-sim < h: lasolution n'est pas évidente, comme m<h, |Ieneimue7£ soit = é

Et vérifie notre équation ci-dessus, et donc I'exise du cycle de longueur k> 3. Or nous
avons :

h.log 2 m. log3 log2
>— >

a) soit 2" < 3™ = h.log2 < m. log3> Rlog3 < 7 1093 103’ ex2*< 3°

Ou bien
. h.log 2 m. log3 m log2
b)30|t2h>3m = h.log2 > m. log3 hlg3> 9= B 29  ex2’>3"
-tog h. log3 h log3

% > 92 ohygm  om o 092 : cette équivalence
log3 h log3

logique est da, si on multiplie ou divise les 2 fimegg d’une inéquation par une méme valeur

strictement négative (ex : -1), le sens de I'inégurechange tandis que les solutions de

'inéquation restent les mémes.

Il suffit donc de démontrer, si m< h, I'une des e a) ou en b) par la transformation de

Collatz et d’en tirer les conclusions

h
Or nous avon?" < 3" =

4 ., .m log?2
Démontrons alors cette megallt%— <%




Si le vol N atterrit en hlors le nombré d'étapes paires du vol N et

Le nombrem d'étapes impaires du vol N vérifient

m log2 L, .
2 < 292 . Démonstration
h log3

Soit N = U(0), U(1), ..., U(p)=l le vol N

Posons la suite de simplification pour lﬁ%) (%)(% (%

— U(o0) u() U(2) U(p-1)
Donc log N = Iog(m + log (ﬁ + log (E o lOg(W

Lorsque i est une étape paire on a (I?lé%)) = log %*2)) =log 2
Lorsque i est une étape impaire on a:

U(i U(i
L (i(+l)1>) = log (W(i?ﬂ
:|og( ! ) = -|Og(3 ‘I‘L
3456 u(@)
) .
==> log N =h.log(2) + m. |09( T )
3+m
==> log N =h.log(2) + (m. log (3 + ﬁ)) (1)

Avec U() grand == >$ ~ 0, prenant seulement la borne minimale log(3) masla

puisqueh.log(2) m. log (3 + ﬁ) <h. log(2) -m. log(3) ; I'équation(1) devient donc :

0 <logN <h.log(2) —-m. log(3)
==> 0 < h.log(2) -m .log(3)
==> m.log(3) < h.log (2) , divisons les 2fpes de I'inéquation par h.log(3)

. m log2
Dou— <
h log3

=> K k>3 €N ; il n'existe aucun cycle de longueur k>3

Conclusion: 3! Cycle dans la suite de Collatz, c’est le cycle trivial 4-2-1

2)-  Wx eN*, la suite de collatz décroit vers un x’ / X X

De IM, 'ensemble des entiers naturels, considéré comme suite croissante, on peut extraire 4
sous-suites , étant donné leurs coefficients directeur positifs , donc également croissantes sous
forme de 4k+1 , 4k+2, 4k+3, et 4k+4 aveck €a N .

Si nous observons la transformation de Collatz sur ces 4 sous-suites nous constations :




6/11

1°- 4K+2 et 4k+4 tous deux pairs, aprés 1 ou 2 suites de divisions successives par 2, finissent
par décroitre : 4k+2 pair ->2k+1 (2k+1 impair, ¥ k € N) ->6k+4 ->3k+2 ; donc 3k+2 < 4k+2

4k+ 4 pair -> 2k+2 -> k+1; donc k+l<4k+4
(En Sachant que la parité de k+1 ou 3k +2 dépend de la parité de k)
2°- 4k+1 est impair = 1* étape : 3(4k+1) +1 = 12k+4 qui est pair
= 2% étape :( 12k+4)/2 = 6k+2 qui est pair

= 3% étape :( 6k+2)/2 =3k+1  parité inconnue, mais nous
constations que 4k+1 décroisse puisque 3k+1 < 4k+1

3°-4K+3 estimpair = 1° étape: 3(4k+3) +1=12k+10 quiest pair
= 2% étape : (12k+10)/2 = 6k+5 qui est impair
= 3% étape: 3(6k+5) +1 = 18k+16 quiest pair

= 4% étape : (18k+16)/2 =9k+8  parité inconnue, mais nous
constations que 4k+1 croisse puisque 9k+8 > 4k+1

Démontrons dans un premier temps que tout nombre entier de la forme 4k+3 suivant la suite de
Collatz pourrait se transformer en 4k+1 :

- Tout nombre impair peut s’écrire sous forme 2°.x - 1, V pE€ N*:

V x € N, le produit = x * une puissance de 2 est Pair, 6té de 1 est un nombre IMPAIR
- Tout nombre impair de forme 4k+1 peut s’écrire sous forme 2°.x - 1 avec p=1;(ou2x-1):

Vk €N, 4k+1 estimpair, V xE€ N/ 4k+1=2x-1
Preuve : soit 4k+1 =1 (impair)
I+1
2
Donc (I+1)=2.m (m€N*) => x est également un entier € N* (puisse que x=m)

[=2x-1 => x= ;comme (I 4+ 1) est pair (somme de 2 impairs = pair)

- Tout nombre impair de forme 4k+3 peut s’écrire sous forme 2°.x - 1 avec p> 1, leurs proportion
tend vers zéro quand p tend vers < :

Vk €N, 4k+3 estimpair, 3 xE N/ 4k+3=2".x-1

Preuve :

4k+3 = 2"x-1
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Si dans (1) la proportion, selon étude de la récurrence, des nombres de forme 4k+3 ,

1
P(4k+3) = ZP_—Z ==> |a proportion des nombres de forme autres que 4k+3 est égale au

complémentaire de P(4k+3), soit(1 - ) qui bien entendu représente la proportion

2P—2
P(4k+1) , P(4k+2) et P(4k+4) , dont la somme Pr; c'est-a-dire la somme de tout les entiers suivants
la transformation de Collatz, décroissant durant les premieres étapes .
1
- =3
2P72—
ZP—Z
42P-2_ 4
4.2P-2
2P 4
2P

1
nous constations enfin que P(4k+3) =——, proportion des nombres qui croissent suivant la suite
2P
Y . Zp_ 4 7 . . .
de Collatz, le reste , c'est-a-dire Pr = " décroissant en suivant la transformation de Collatz
2

, hous vérifions que leurs somme est égale a l'unité :

2P 4 1 2P—4 4

+

2P 2P-2 2P 2P
nous vérifions aussi que :

1
lim —— quandp 2> 2 est 0 (comme nous avions annoncé ci-dessus)
P

2P 4 .
==> |im > quand p > X est 1; quivadanslesens de X €N*, |la suite de collat:
2

décroit vers un x’ / X' <X
(ex : pour p=10, en appliquant les 2 formules, Pr =99.60..% des nombres décroissent

suivant le processus de Collatz , alors que 0.40 % croissent,)

I'argument de la probabilité n’est point suffisant , Il faudra alors que nous démontrons qu’un

nombre impair de la forme 4K+ 3 peut par la suite de Collatz passer a la forme 4k+1:
Appliquons la transformation de Collatz sur le nombre impair 4k+3 :

Soitle nombre N1= 4k+3 =2x-1

Calculons N2 = (3N1+1)/2 =(3(2Px-1)+1)/2 =(3.2°x-2)/2=3.2""x-1 : 1° étape
N3 = (3N2+1)/2 =(3(3.2° x-1)+1)/2 =(3%22°1x-2)/2=3%2P2x-1  :2°étape

Déduisons par récurrence le terme général de la suite; Np =3P1ox—1 : (p-1) “étape




Finalement la puissance p, de 2 descend a1l , le nombre prend donc la forme 2x’-1 ( x'=

Conclusion : ¥'x € N*, la suite de collatz décroit vers un X’ / X x

Nous remarquions que 4k+3 en passant a 4k+1, ce dernier reste supérieur a 4k+3, comme nous le
montrons :

Px-1 <3Plox—1 P <3Plos PlezPlce qui est évident

Nous avons vu en 1° que les formes 4k+2 et 4k +4 finissent par décroitre mais nous remarquions
que le processus est plus évident dans la forme 4k+4 que dans la forme 4k+2

Parce que seuls les 4k+4 contiennent les puissance de 2 ( P2) qui garantissent un trajectoire sur
vers 1 suite a des divisions successives par 2 , mais il ya aussi des non- P2 dans 4k+4 et
seulement des non P2 dans la forme 4k+2 .( selon études des 2 suites. )

En ce qui concerne les 4k+1 et les 4k+3 , si 4k+1 décroit au bout de trois étapes et durant la
transformation de Collatz, les 4k+3 finissent par se transformer en 4k+1 et décroitre rien nous
garantit que ce dernier 4k+1, reste dans cette forme et décroit vers 1 ,car le processus de la
transformation est en réalité réciproque comme le montre cette exemple du nombre 19 de forme
4k+3 (4*4+3) génere dans la trajectoire 29 de forme 4k+1 (4*7 +1) qui donne 11 de forme 4k+3
(4*2+3), qui donne a son tour un 4k+1 :17 (puis 13, puis 5 quireste le dernier 4k+1 de la suite

de Collatz si bien sur 32 ne prend pas sa place dans un autre X € N*.

19 58 29 88 44 22 11 34 17 52 26 13 40 20 10 5 16 8 4 2 1
Nous constations que la décroissance de 4k+2 et 4k+4 est acquise , et si du fait de la réciprocité du

passage de la forme 4k+3 a 4k+1, nous considérons qu’ils se transforment entre eux équitablement ;

Nous concluons que dans plus des % des cas , la tendance est a la décroissance, il nous reste que

de trouver le moyen de suivre le vol et de démontrer effectivement qu’ils terminent dans le cycle

trivial c’est que nous essayons de faire dans la 3° partie qui suit.

3)- ¥x € N*, la suite de collatz, atterrit dans le cyclivial dont 1 , est le plus petit
élément

PROPOSITION —lI

Vx impair€ N,Vvne€ N*; 3/ x / %Z?zl xi= xi;soitxi=1. (Moyenne arithmétique)

Démonstration :
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Soit Un ;lasuite des nombresimpairs ; VNE N , Un=2n+1 (x1=U1=1; x2=U2=3; x3=U3=5;
x4=Ua=7 ...).

v

SoitVn = %2?:1 Un ; Vi= ( - J=1:V2= (U1+U2)

U1+U02+U3
=2;v3= 3,

_(U1+U2+U3+U4) _
= " =

V4 4 = ...Parrécurrence, déduisons sa formule explicite Vn=n
n<2n+tl<==>Vn <Un et Vn=Un ssi n=1 cad xiimpair =1;d ol la proposition II.

PROPOSITION Il

Dans N, 'ensemble des entiers naturels ; il ya autant de nombre pairs que d’impairs
n
Soit la formule du binome de Newton (x + a)" = 2 (3)x*ank
k=0
n
Avec a=1&b=1; 3 M parties de 'ensemble E / M = Z ) =>M=(1+1)"=2"
k=0
Soit Mo | bre d . d d.l._M_n)+n)+n)+n)_ n/Zn
oit Mp le nombre de parties de cardinal pair: Mp=(y) +(;) + () + () .= o (Zp)

Soit Mile nombre de parties de cardinal impair dont la somme est comptée jusqu’au dernier impair

inferieura n ¢ Mi= () 4G+ ()b =D ()
interieura n 1= = ;
1/ 73 5 p=o  \2PH1

Avec a=1&b=-1==> Y1 .. (-1)¢ (Z) = () +(0) + (Z) + (761) () -G) - (:) -

parce que (-1)k =1 si k est pair et (—l)k =-1 signe négative qui affecte Mi

n n/2 . (n-1)/2 n
==> Yk_o- (-1)* (k) - 21,: (Zv)_ Zp_ (2”“)

0 =0

Comme Y.1—o- (—1)k (Z) = (1-1)" =0

(n-1)/
)

Z:: (2';) — 2::01)/2 (zp"+1) = 0 ;on déduit que Zn/z (2’;) = Z

p=0

p=0
== > Le nombre de sous-parties de cardinal pair = nombre de sous-parties de cardinal impair

La suite de Collatz peut étre présenté sous un produit en spécifiant les nombres impairs (az,
az,...am) et les nombres pairs (b1. ke ....In) ; encore une foiselon deux formes de produits
P1, puis P2 exprimé suivant la transformation de Collatz. m et h étant respectivement le
cardinal des nombres impairs et pairs.




P23a@...am .k b2...bh

P1 = (Bel). (3 @+1).... (3am+l). (b)/2. (b)/2... (bh)/2

Utilisant encore une fois I’équation associée a ce produit sous sa forme brute

(@al.a2 ...am) .bl. b2 ...bh = (3al+1).(3a2+1)...(3am+1). (bl)/2.(b2)/2.. (bh)/2

_ (3a1+1).(3a2+1)..(3am+1). (b1).(b2).. (bh)
2”h

am) .b1l. b2 ...bh

2h _ (3a1+1).(3a2+1)...(3am+1).
- (al.a2 ..am).

(3+3).(3+3)-B+>)
< 3"< (3+i).(3+£)...(3+$)

< (3+$).(3 +$)...(3+$)

Remplacons les ai par La moyenne arithmétique défini sur m

M>0 = 2'< B+3)-(3+5)-B+5) miois

m
Zh < ( (3MN4[-1).)
Supposons un nombre x EN* infiniment grand dont la trajectoire par la

transformation de Collatz, puise dans tous les nombres pairs et impairs, comme
selon la proposition 111, il y aura autant de pair que d’'impair, on pose donc m=h

PP ((3M]v-[|-1).)h ou 2™ < ((3M+1).)m

M

» Appliquons le théoréme des fonctions réciproques, c'est-a-dire :
Vv x € N* (ou R"), si x est positif et x=y" < y="/y" est unique

Utilisant la racine niéme jusqu’a m ou h, pour arriver au supposé dernier terme de la
trajectoire parti d’'un grand nombre infini :

m <m,((3MN-[|-1).)m ou 7R <hf((3MN:r1).)h

2 < ( (3MN-l|-1).)'

e soit un nombre quelconque K qui puisse égaliser notre inéquation

3M+1.
2 +k =
M

2M +kM 3M+1
kM - M 1
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M(k—1) =1 = admet comme solutions: M=1 & k=2 (€ N¥*)

at
Comme, suivant proposition Il : 3/ M € N*/ M=),% 4 o ai soit ai = 1, et comme M=

1 donc aij, le dernier terme impair est connu soitai = 1.

’ . ’ ’ . . . 3ai+1. ,
Notre équation épurée et simplifiée devient : 4 = ol observons des 2 cotés :

Du coté droit, I'équation garde les nombres ai impairs, avec ai dernier terme =1
Démonstration :

Si ai = 1 est seulement premier terme de la suite de Collatz, sa transformation est celle
qui concerne le cycle trivial : 1->4->2->1, nous constations aussi que c’est aussi le
dernier terme ai=1, qui est en méme temps le plus petit élément impair, du cycle trivial.
(Suivant proposition I).

3ai+

Si ai est dernier terme impair >1 = I'équation 4 = " ,devient impossible

puisque :
4> 2 54> 3+ siai> 1

Donc ai est nécessairement le dernier terme impair de la suite =1 CQFD

Du coté gauche : partant d’'une puissance de 2 tres grande et arrivant au dernier terme
La racine nieme qui colle a la trajectoire de la suite, s’arréte dans notre équation a 4

Le reste est pris en charge finalement par le cycle trivial, par 4 ou par 1, V x pair ou
impair € N* du départ.

Nous avons 4 =22=2h ,h =2 étant le cardinal des nombres pairs dans ce dernier
terme pair de la suite, nous connaissons déja un : c’est 4 nous déduisons
nécessairement le deuxiéme élément pair du cycle trivial : 2, solution aussi de 'équation
avec 1 et passage obligé de 4 a1 par la transformation de Collatz.

Conclusion finale :

Comme 3! Cycle trivial dans la suite de COLLATZ (1) =V x € N* x décroisse suivantla
transformation de COLLATZ (2), atterri nécessairement dans le cycle trivial dont 1 son plus
petit @ément. (3)  CQFD
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