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Abstract: The solution of the fifteenth problem of Smale, the Navier-Stokes equations
in three spatial dimensions.

Steve Smale escreveu um estimulante artigo em 1998 onde propde 18 problemas
ainda ndo resolvidos na épocal, em atencdo a solicitacio de V.I.Arnold. Ambos,
Arnold e Smale, por sua vez se inspiraram na famosa lista de 23 problemas de David
Hilbert.

A proposta deste artigo € resolver o 15° problema da lista de Smale, sobre a
unicidade das solugdes das equacdes de Navier-Stokes.

“Do the Navier-Stokes equations on a 3-dimensional domain £ in R3 have a unique
smooth solution for all time?”

Resposta: N&o.

A resposta que aqui é dada ja foi vista em [2], sem nos lembrarmos na ocasido
da lista de Smale.
Se (u, p) é uma solucédo das equagdes de Navier-Stokes,
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entdo (u,p + 0(t)) também é uma solugdo, pois Vp(x,t) = V(p(x +t) + 6(t)),
supondo que 6(t) ndo apresente singularidades, seja continua e possa ser derivavel
espacialmente (VO(t) = 0), i.e., seja tdo bem comportada quanto o que se espera para
p(x, t) neste problema.

Esta muito claro que p(x, t) e p(x,t) + 6(t) ndo sdo necessariamente a mesma
solucéo p para (u,p) em (1), exceto se 8(t) = 0, portanto a resposta deste problema
nédo pode ser Sim.

Também h& o caso de ser a funcdo ¢ em

Vp=vV2u—Z—L:—(u-V)u=<p ©))

nédo gradiente, o que impossibilitara de ser encontrado um valor para p, desde t = 0
ou a partir de algum t = T ou mais genericamente em algum conjunto de valores de
t tais que ¢ ndo seja uma funcao gradiente nestes instantes de tempo t.



Entéo, concluindo, pode ndo haver solucdo (u,p) para (1) em algum t > 0, mas
quando hé solu¢éo ela ndo é Unica, pelo menos devido a infinidade de outras solugdes
(u,p + 6(t)) possiveis para (1), com 6(t) # 0.

Vejam que ndo haver solucdo para p ndo € a mesma coisa que admitir que a
pressdo é nula, p = 0, ou mais genericamente impor como condi¢do de contorno uma
determinada pressdo p(x,t). Nessas situacdes Vp existira em geral, mas o problema
original é outro, pois p deve ser uma variavel dependente incognita, ndo uma funcgéo
preé-fixada.

Assim a resposta ao problema é Nao.
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