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Abstract — We have proved in a few lines that there are initial velocities u°(x) and forces
F(x,t) such that there is no solution to the Navier-Stokes equations, which corresponds to the
cases (C) and (D) of the problem relating to Navier-Stokes equations available on the website
of the Clay Institute.
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§1

Minha intencdo neste pequeno artigo é transformar através de equacgGes diferenciais
mais simples o problema sobre as Equacdes de Navier-Stokes, descrito especialmente na

(1]

pagina do Instituto Clay'™, de modo a tornar sua solu¢do mais compreensivel, facil e aceitavel.

As opcoes que percebemos como as solugdes possiveis dentre as quatro alternativas
disponiveis em [1] sdo as provas de inexisténcia de solucGes (breakdown) para as equacgoes de
Navier-Stokes, que correspondem aos casos (C) e (D) descritos em [1], sendo o primeiro destes
casos dedicado as solucbes em geral e o segundo especifico as solucbes espacialmente
periddicas. O problema conforme requerido estd restrito an = 3 dimensdes espaciais.

Nossos estudos preliminares sobre o assunto ja foram dados em [2] e de forma
abreviada em [3], e aqui pretendemos resumir ainda mais nossas conclusGes sobre estas
equagdes em uma pequena demonstra¢do basica “padrao”, aceitdvel inclusive para ser uma
demonstracdo que possa (eventualmente) ser dada como resposta a uma questdo de disciplina
universitdria, sem precisar gastar horas e mais horas em sua solugdo ou paginas e mais paginas
na demonstracdo, mas t3o rigorosa quanto possivel. Propositalmente este é um artigo que
pode ser considerado pequeno, adequado (acreditamos) a um aluno de Engenharia, mas
também a alunos de Fisica, Meteorologia, Geofisica, Astronomia e mesmo de Matematica.
Entendemos a importancia pratica deste assunto.

As equacGes de Navier-Stokes sdo
ou 2
(1) E+(u-V)u=vVu—Vp+F

para u, F:R" x [0,00) > R" e p: R" X [0,0) = R, onde u é a velocidade do fluido, F a
“forca” externa aplicada, p a pressdo e v o coeficiente (constante) de viscosidade, medidas
feitas na posicdo x € R" etempot = 0,t € R.
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Costuma-se juntar a (1) a condicdo de incompressibilidade (densidade de massa
constante na equacdo da continuidade)

p O dw | dup  dus
=19x; — 8x,  0x,  0x3

(2) Viu=Y =0 (n=3),

condicdo esta que também deve ser satisfeita para atender [1]. No que segue estara
subentendido que estamos nos referindo sempre a dimensao espacial n = 3.

Outra forma de escrever (1) é
(3) szszu—%—(u-V)u+F=<p+F=¢.
Chamando de ¢ o lado direito de (3), a solugdo de (3), quando existe, é dada por

4 p=[ ¢-di+6),

sendo L um caminho continuo por partes de classe C! que vai de x, a x, com xq,x € R3.
Suponhamos 6 continua, limitada e diferencidvel em t = 0. Também supomos que L ndo passe
por nenhuma singularidade de ¢.

De (3) vemos imediatamente que (1) pode ser transformada na equacdo diferencial
mais simples

(5)  Vp=2¢, ¢(x,1): R® x [0,00) > R?,

que s6 terd solugdo se ¢ for um campo gradiente, i.e., conservativo, e sua solugdo neste caso é
(4). A referéncia [4] contém a teoria basica sobre os campos gradientes.

Nosso problema central pode entdo ser escrito assim, simbolicamente e em forma de
pergunta (uma sentenca légica e uma interrogacao):

(P1)  3¢°(x) = ¢(x,0), A(¢,p)/ Vp = ¢?

Se ¢°(x) for um campo n3o gradiente entdo ¢ (x,t) é ndo gradiente em t = 0, entdo
(ao menos) em t = 0 ndo ha solugdo para Vp = ¢, qualquer que seja ¢(x,t) com ¢(x,0) =
¢°(x) ndo gradiente.

A resposta para (P1) é Sim, e teriamos que buscar algum ¢°(x) n3o gradiente para
exemplificar a verdade da sentenca logica. Vejam que podemos encontrar muitos exemplos de
funcdes ¢(x,t), inclusive para poder valer ¢°(x) = ¢(x,0), porém o que nio existird com
nosso exemplo é a fungdo p. Em nossa prova a fungdo ¢ (x, t) devera existir, para que também
exista ¢°(x), e assim provaremos a inexisténcia de p.

Uma equivaléncia logica que representa a inexisténcia do par de variaveis (¢, p) como
utilizada em (P1) é

(6)  A(p,p) « (FPAIPIV(EP AAP)V(AP A ED)),

e das trés alternativas possiveis descritas acima para provar a inexisténcia do par (¢,p)
escolhemos a existéncia de ¢ com a inexisténcia de p, i.e.
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(7)  @¢Adp) - A(d,p).

Neste e nos problemas que seguem admitimos que p: R3 X [0,00) - R é uma fungio
escalar e todas as outras fungdes s3o vetores com imagem em R3.

§2

Uma variante de (P1) é dada pelo problema (P2) a seguir.
(P2)  3¢°(x) = ¢(x,0),3F(x,t),4(p,p)/ VD = ¢ + F?

Busquemos novamente a quebra das solugdes em t = 0. Se ¢p° = ¢° + F(x,0) for
nao gradiente entdo em t = 0 a equagdo Vp = @ + F nao terad solugdo, o caso de quebra de
solucBes. Resposta: Sim, e para que a sentenca logica em (P2) mostre-se verdadeira
deveremos buscar ¢°(x) e F(x, t) cuja respectiva soma em t = 0 resulte em um campo ndo
gradiente.

§3

Nosso terceiro problema é uma versao facilitada de (3), onde substituimos Vp por P,
com P:R3 X [0, ) — R3.

(P3)  Fu°(x) = u(x,0),3F(x,t),4(u,P)/ P =v V?u— % —(w-V)u+F?

Ao contrdrio das duas respostas anteriores, desta vez a resposta é Ndo. Supondo que a
ou
at
u(x,0) = u®(x) existam as derivadas parciais de u em relagdo as coordenadas espaciais até a

operagdo v V?u —— — (u-V)u + F possa ser computada, i.e., que para todo u(x,t) com
segunda ordem e em relagdo ao tempo até a primeira ordem e que exista o respectivo valor
computavel para P, entdo sempre existem u e P que satisfagam a equacao diferencial dada em
(P3), de maneira muito ébvia. Dado u com u(x,0) = u® entdo P, em Ultima analise, é o
resultado de uma computacdo algébrica, por mais complicadas que sejam as derivacbes
envolvidas, i.e., é falsa a afirmacdo A(u, P) em (P3). N3o parece ser o foco de [1] a busca de
alguma funcgdo “patoldgica”, alguma fungdo estranha, esquisita, rara, para u®,u ou F tal que a
equacgdo dada em (1) nem sequer possa ser computada (com a possivel excegdo de Vp). Pelo
contrario, [1] preocupa-se com fungdes e solugdes fisicamente razoaveis, e elenca varias
condi¢des que devem ser obedecidas por u°,u, F, p.

§4

Aqui trataremos do problema principal, a equagdo (3). Corresponde a uma condigdo
necessdria para a inexisténcia de solucdo para (3), e consequentemente de (1). E uma das
provas que pretendemos dar como padrdo aceitavel.



(P4)  Fu°(x) = u(x,0),3F(x,t),a(u,p)/ Vp = v V?u — 2—1: —(Ww-V)u+F?

Se 3u’(x) = u(x,0) entdo deve existir u(x,t) ao menos em t = 0. Como buscamos
solugBes para (1) em todo t = 0 entdo podemos supor a existéncia de u(x,t) em t = 0, por
hipdtese. Além disso, o problema original em [1] define que o dominio D(u) de u seja
R3 X [0, ), ou seja, podemos supor por hipétese a existéncia de u em todo t > 0,t € R, e
para todo x € R3.

A afirmagdo A(u,p) ndo implica apenas em (AuAZAp). Optaremos por encontrar
algum campo vetorial de velocidades u, com u(x,0) = u° dado, tal que n3o exista pressio p
alguma que satisfaca a equacao diferencial dada em (P4), igual a (3).

Assim sendo, chegamos a
(Fu(x) = ulx, 0))A(D(w) = R3 x [0,%0)) - Ju: R3 x [0, )
(P4)  (@uABp) - Bwp) /Vp=vVu—2— (u-Vu+F =¢

Se o campo ¢ em (P4’) for ndo gradiente entdo ndo haverd p que satisfaga a requerida
equacio, e existem infinitos exemplos de u®, u, F que podem ser dados tais que resultem em
campos ¢ ndo gradientes. O mais simples exemplo que penso sdo as velocidades u(x, t) =
u®%(x) = 0, e assim bastara encontrar (a0 menos) uma fungdo F(x,t) nio gradiente de modo
a tornar (P4’) verdadeira, o que fard ser Sim a resposta para o problema (P4). Se a resposta for
N3o entdo ndo havera casos de quebra de solugdes para as Equagdes de Navier-Stokes.

Para o caso (C) do problema do milénio damos como exemplo F(x,t) = (e_x%,O, 0)e
para o caso (D), correspondente as solucdes espacialmente periddicas, damos como exemplo
F(x,t) = (cos(2mx,),0,0), fungdo trigonométrica de periodo 1. Sdo exemplos de fungdes
limitadas que obedecem as condi¢Ges de continuidade, derivabilidade, ndo divergéncia,
smoothness (C®), etc. e também satisfazem a equacdo (2) dos fluidos incompressiveis.
Portanto existem casos de inexisténcia de solug¢des para p nas Equagdes de Navier-Stokes,
dados u®, u, F.

§5

Neste ultimo problema verificaremos uma condigdo suficiente para a inexisténcia de
solucdo para (3), e consequentemente de (1). E a principal prova deste artigo.

Incluindo-se em (P4) a condi¢do Vu(x, t)/u(x, 0) = u®(x) chegamos a

(P5)  Fu°(x) = u(x,0),3F(x,t), Vulx, t) /u(x,0) = u(x),a(u,p)/

Vp=vV2u—2—1:—(u-V)u+F?



que requer que sua resposta seja valida para qualquer velocidade u(x,t) possivel e que
obedeca a u(x, 0) = u°(x). Ndo bastara, portanto, apenas um ou alguns poucos exemplos de
velocidades, como é possivel em (P4).

Igualando o lado direito da equagdo em (P5) a ¢, conforme feito em (3), e se ¢ for ndo
gradiente, entdo a equac¢do em (P5), igual a (3), ndo admitird solucdo. Isto equivale a ser a
funcdo F igual a

(8) F:¢—VV2u+Z—7§+(u-V)u.

Este é um exemplo explicito de for¢a que varia com a velocidade, portanto a cada
u(x,t) que verifigue (P5) teremos em geral um F(x,t) diferente, ou seja, F(x,t) =
H(#(x,t),u’(x),u(x,t),x,t). Vemos que tal definicdo para F n3o viola a condi¢do 3F (x,t)
dada em (P5), por isso a utilizamos.

Encontramos assim uma maneira de construir F que resulta sempre em inexisténcia de
solugBes para (3), a equagdo contida em (P5), definindo ¢ uma fungdo ndo gradiente, por isso a
resposta a (P5) é Sim, ou seja, existem casos de quebra (inexisténcia) de solucGes para as
Equacdes de Navier-Stokes. Transformamos a equacgao original (1) na equacao (5), caso que ja
foi respondido, também afirmativamente, em (P1).

Percebe-se que mais importante que este tratamento especifico em relagdo a Navier-
Stokes (valido para as EquacOes de Euler) é sua aplicacdo a varias outras equagdes que
também existem. Encontramos uma equivaléncia légica e uma técnica que parecem ser
extremamente Uteis.

Wir missen wissen. Wir werden wissen.

(NGs precisamos saber. N6s iremos saber.)
David Hilbert
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