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Abstract - We have proved that there are initial velocities u°(x) and forces
F(x,t) such that there is no solution to the Navier-Stokes equations, which
corresponds to the cases (C) and (D) of the problem relating to Navier-Stokes
equations available on the website of the Clay Institute. First we study these cases
att = 0 and thenatt > 0.
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1. Introducao

] . 0 .
O fato de ndo ser possivel resolver sempre o sistema f =¢;, 1<i<3,
i

nos leva a acreditar que nao pode ser sempre possivel encontrar soluciao para a
Equacdao de Navier-Stokes em n = 3 dimensdes espaciais com forga externa, ou
seja,
aul up 2 ap .
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para u;, p, F; fungdes da posicdo x € R3 e do tempo t > 0,t € R. A constante v=> 0
é o coeficiente de viscosidade, p representa a pressido e u = (uy,u,, uz) é a
velocidade do fluido, medidas na posicdo x e tempo t. A funcao F = (F;, F,, F3) tem
dimensdo de aceleracdo ou forca por unidade de massa, mas seguiremos

denominando este vetor e suas componentes pelo nome genérico de forca, tal
como adotado em [1].

Sejam ¢; funcdes da posicdo x € R3 e tempo t = 0 tal que nio haja solucio

5}
parao swterna% ¢;i, i =1,2,3, nossa hipotese.
l

Entdo, quaisquer que sejam u; e os respectivos u{(x) = u;(x,0) é sempre
possivel encontrar forcas F; tais que
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ou seja,
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para todo i tal que 1 < i < 3, desde que as derivadas parciais dos campos vetoriais
u; existam.

, ~ , : 4 .
Como nado ha uma solucgao possivel para o sistema % =¢;, 1<i<3,por
i

hipétese, as funcoes F; obtidas em (3) resultardo em nao possibilidade de solucao
para o sistema (1), portanto é possivel encontrar fungdes F; para as componentes
da forca externa F tais que ndo haja solucdo para o sistema de equacgdes
diferenciais parciais (1), que sdo as equagoes de Navier-Stokes, parai = 1, 2, 3.

Verifica-se assim que existe a “quebra das solu¢des de Navier-Stokes” sobre
R3 para especificas fun¢des da forca externa F = (F;, F,, F;), e entdo é possivel
solucionar este que é um dos mais dificeis problemas de Matematica em aberto.

A prova que fazemos €, em linhas gerais, bastante simples, por reducdo ao
absurdo. Supomos por hipdtese que ndo ha equacdo de Navier-Stokes (1) sem
solucao (p, u) possivel, ou seja, supomos que sempre existe solugdo para (1) dados
u%(x) e F(x,t), para x € R3 e todo t > 0, e assim nio existe quebra de solucdes da
equacdo de Navier-Stokes, supondo satisfeitas todas as demais condi¢cbes que
p:R3Xx[0,0) > R e F,u:R3x[0,0)—>R3® também devem obedecer neste
problema, por exemplo, a equagao da continuidade para densidade de massa
constante (fluidos incompressiveis). Mas verificaremos que existem campos de
velocidade u(x,t) € R3,x € R3,t >0, os correspondentes u°(x) =u(x,0) e
campos F(x,t) € R3 que obedecem a todas estas condi¢cdes necessarias e tais que
(1) ndo tem solugdo alguma em t > 0, para nenhuma pressio p(x,t) € R, seja
periddica ou nao, o que contradiz nossa hipétese inicial. Provaremos primeiro para
du(x,t)
at

t = 0, utilizando a condigao inicial adicional |¢=0, € a seguir para um tempo

genéricot > 0.

Por outro lado, seguindo método similar ao aqui descrito, também é
possivel encontrar forcas externas F tais que (1) tenha solucdo, inclusive para uma
mesma velocidade inicial u° valida no caso de ocorréncia de quebra de solugdo. E
mesmo para os casos de existéncia de solu¢des, a solucao de (1) ndo é tnica. Se
(p(x,t),u(x,t)) é uma solugio de (1), para F(x,t) igual a zero ou ndo, havera uma
infinidade de outras solugdes para (1), em especial as solugdes da forma
(p(x,t) +6(t),u(x,t)), jA que a pressdo na equacdo de Navier-Stokes aparece

o : ~ ap op 0
recebendo uma aplicacdo diferencial em relacdo ao espaco, Vp = (%,%,%),
1 2 3

sem proporcionar nenhuma influéncia no comportamento da velocidade u a soma
da pressdo com uma constante numérica ou fun¢do 6(t) diferenciavel, dependente

unicamente do tempo t, pois Vp(x,t) = V(p(x, t) + H(t)), para todo (x,t). Para



obediéncia de condi¢Ges iniciais, basta assumir 6(t = 0) = 0, e assim p(x,t) =
p(x,t) +0(t)emt = 0.

Chega-se assim a conclusdo de que ndo ha unicidade de solugdes para as
Equacdes de Navier-Stokes: seja F = 0 (vetor nulo) ou ndo, seja v = 0 ou ndo, se ha
alguma solucdo (p,u) para (1) entdo ha infinitas outras solugdes para (1), para os
mesmos F e v, dadas as mesmas condig¢des iniciais, por exemplo,

u(x,0) = u°(x)
4) auéa;,t) |t=0 = a®(%)

p(x,0) = p°(x)
devido a infinidade de solugdes 6(t) possiveis de serem somadas a pressao p(x,t),

funcao da posicdo x e do tempo t. Mesmo o acréscimo de mais condi¢des iniciais
para p podem nao resolver (1) de maneira tnica.

Assim como ndo ha unicidade de solugdes também nao ha unicidade em nao
solucoes: se (p(x, t), u(x, t)) ndo resolve (1) entdo (p(x,t) + 6(t), u(x, t)) também
nio resolvera. Além disso, uma mesma velocidade inicial u°(x) e pressio inicial
p°(x) podem corresponder tanto a casos de existéncia quanto de quebra de

solu¢des, conforme a forca externa F(x, t), calculada em funcao de u e da derivada

du(x,t)
ot

incégnita p solavel ou ndo.

temporal de u, , implicar em um sistema de equacgdes diferenciais parciais na

Quer fixemos nossa analise unicamente ao tempo inicial ¢ = 0 ou nao, para
um mesmo valor das condi¢des iniciais (4) é possivel encontrar uma forca F que
implique em ndo solugao para (1) e outra for¢a G que implique em existéncia de
solugdes, conforme veremos na sec¢do 3. Simbolicamente, dados u(x,t),a’(x) =

du(x,t) |
ot 't=0

e u(x) = u(x, 0) pode-se encontrar forc¢as F(x,t) e G(x, t) tais que
() Vu(x,t),3u’(x),3a’(x),3IF(x,t),Ap /

Vp = szu—%— (u-V)u+F,
6) Vu(x, t),3u’(x),3a’(x),3G(x,t),Ap /

Vp = szu—Z—l:— (u-V)u+G.

A condicio inicial envolvendo a®(x) sera utilizada nas secdes 3 §3 e 4 §1,
mas torna-se irrelevante na continuacao destas se¢des 3 e 4, dando-se provas mais
gerais em 3 §4 e 4 §2 parat > 0. A secao 3 §5 contém alguns esclarecimentos
sobre as demonstragdes utilizadas, no que diz respeito a usarmos a for¢a F como
uma fungdo da velocidade u e suas derivadas (0, VZ), e ndo apenas de u°, x, t.
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2. 0 Problema do Milénio

No famoso problema do milénio referente as equacdes de Navier-Stokes,
descrito na pagina do Instituto Claylll, das quatro possibilidades para sua solugdo
as duas primeiras pedem uma prova de que existe uma solucao para as fungdes da
pressdo p(x,t) e velocidades u;(x,t) em R3 x[0,0), 1 <i<3, para o caso
especifico de F(x,t) = (Fy, F,, F3)(x,t) = 0 (auséncia de forga externa, vetor nulo
0) e v> 0. As duas ultimas possibilidades pedem uma prova de que existem
fungdes para a forca externa F(x,t) = (F, F,, F3)(x,t) e velocidade inicial u°(x)
tais que nao existe solucao para as equagoes de Navier-Stokes com v > 0. O caso
v = 0 resulta na chamada Equacdo de Euler, que também nao tem solu¢do geral
conhecida paran = 3, mas esta nao faz parte do problema do milénio.

Além de v> 0 e dimensdo espacial n = 3 as quatro alternativas tém em
comum a condi¢do de divergente nulo para a velocidade, propriedade dos fluidos
incompressiveis (densidade de massa constante na equagdo da continuidade),

7 divu=V-ou=Yy3 24

=15, — 0, (fluidos incompressiveis)
i

e ser a velocidade inicial u°(x) = u(x,0) um campo vetorial C® com divergente
nulo (V- u° = 0) sobre R3. Para que uma solucio (p,u) seja fisicamente razoavel,
se requer que u(x, t) ndo cresca infinitamente para |x| = o e que

8) p,u€C”(R’x[0,00))
e
) ng lu(x, t)|*dx < C, paratodo t > 0, (bounded energy)

satisfazendo (1) e (7).

Alternativamente, a condicdo (9) de energia (cinética) total limitada pode
ser substituida pela condicdo de periodicidade espacial da velocidade e respectiva
velocidade inicial, assim como pressdo e forca externa espacialmente periédicas,
i.e.,

(10) u(x,t) = u(x + e, t),
1D u’(x) =u’(x +¢),

(12) p(x,t) = p(x + ej, t)

(13) F(x,t) = F(x +ej,t),



onde ¢; é o j# vetor unitario em R3, para 1 < j < 3, igualdades vélidas para u, p, F
sobre R3 x [0, ) e u° sobre R3.

Neste artigo estamos tratando principalmente dos casos (C) e (D) descritos
em [1], ou seja:

(C) Quebra das solucdes da Equacdo de Navier-Stokes sobre R3. Para v> 0 e
dimensdo espacial n = 3 existem um campo vetorial suave e com divergéncia nula
u%(x) = u(x,0) sobre R3 e uma forca externa suave F(x,t) sobre R3 x [0, c0)

satisfazendo
(14) |0Fu’(x)| < Cui (1 + |x])~* sobre R3, para quaisquer a € N3 e k > 0,
e

(15) [0%0MF (x,t)| < Comr(1 + |x| + )% sobre R3x[0,00), para
quaisquer @ € N3, m e Ny ek >0,

tais que ndo existe solucio (p, u) sobre R3 X [0, ) satisfazendo (1), (7), (8) e (9).

(D) Quebra das solucdes da Equacdo de Navier-Stokes sobre R3/Z3. Para v> 0 e
dimensado espacial n = 3 existem um campo vetorial suave e com divergéncia nula
u®(x) = u(x,0) sobre R3® e uma forca externa suave F(x,t) sobre R3 x [0, c0)
satisfazendo as condi¢des de periodicidade espacial (11) e (13), e a condicao

(16) [0%0MF (x,t)| < Comr(1 +t)™% sobre R3x[0,00), para quaisquer
a €EN3 meNyek =0,

tais que ndo existe solucio (p,u) sobre R3 x [0, ) satisfazendo (1), (7), (8), (10)
e (12).

Utilizamos N, ={0,1,2,3,...}, o conjunto dos inteiros nio negativos.
Derivadas de ordem zero nao alteram o valor da fungao.

Na secdo 5 faremos alguns comentarios sobre os casos (A) e (B), de
existéncia de solugoes.

3.0 caso (C)
§1

Vamos encontrar primeiramente fun¢des u:R3 x[0,0) - R3 que sdo
solucdes da equacgdo diferencial parcial (equagao da continuidade para densidade
de massa constante)



17) V-u=Yy3 24

=1 6xl-

=0,

a condicdo de incompressibilidade (7).

Esta equacdo equivale a lei de Gauss para o campo magnético e para os
campos elétrico e gravitacional no vacuo.

Solugdes de (17) que correspondem a campos elétricos ou gravitacionais no
vacuo, para uma Unica particula na origem, fonte do campo (carga ou massa,
respectivamente), sdo da forma

onde 7 = (x,y,z) é o vetor posicdo, 7 seu versor, r = /x2 + y2 + z2 0 mddulo de
7 e a € R o fator de proporcionalidade dependente do valor da carga ou massa,
respectivamente.

Nao fosse a condicdo (9) de energia total limitada, a existéncia de
divergéncia na origem e sua derivabilidade nesse ponto as componentes dos
campos elétricos e gravitacionais poderiam ser candidatas as func¢des u; de
componentes de velocidades, mas nao as fung¢des ¢; mencionadas na Introducao,
tais que ndo exista solugdo para o sistema de equacgdes diferenciais parciais

op .

(19) —=¢i, 1<i<3.

axi

Para satisfazer (9) e (14) vamos escolher para u campos vetoriais com
decaimento exponencial em todas as trés dire¢des ortogonais tais que

(20) lim|x|_)oo ui(x, t) = 0, 1<i< 3,
e que também devem obedecer (7), por exemplo,
1) u = ae bCEHE+03) (x,x, %, x5, —2%,%,), a € R*, b € (0,1],

um campo de velocidades sem aceleracdo local, estacionario. Observo aqui que (9)
bem poderia ser desprezada, ou pelo menos modificada, caso a for¢a externa total

aplicada fv |F(x,t)|dx fosse infinita. Uma forca total infinita corresponde

normalmente a uma energia total também infinita, portanto, no que diz respeito
aos fundamentos fisicos, ndo haveria necessidade de limitar a uma constante C a
integracdo do quadrado da velocidade sobre todo o espaco R3. Uma substituta
mais natural para (9) seria, por exemplo,

@22) [, [u(t)|’dx<A+B[, |Fex,t)|dx, A>0,B =0,



para todo t = 0, e em todo subconjunto V € R* onde estiver sendo aplicada esta
forca.

Sabemos que a integracdo do sistema (19) sé é possivel no caso de campos
conservativos e neste caso resulta em

23) p=J, ¢-dl+0o(0),

com ¢ = (¢1, P, P3) continua e 0:[0,0) - R diferenciavel, correspondendo no
caso destes campos conservativos a func¢do trabalho, ou variacdo da energia
cinética (quando ¢ é a forga elétrica ou gravitacional e 8(t) = 0), igual a variagao
(negativa) da energia potencial. Nessa situacdo a integral sempre existe e, a menos
da func¢do 6(t), independe do caminho L entre os pontos x, € R3 e x € R3,
supondo que L seja continuo por partes, de classe C! e nio passe por nenhuma
singularidade de ¢. Diz-se que p é uma fungao potencial para ¢.

Precisamos entdo buscar um campo vetorial ¢ = (¢4, ¢, p3) que nio seja
gradiente, i.e., ndo deve existir uma fun¢do p:R3 x [0,0) - R tal que exista
solucao para a equacao

(24) Vp=¢,
que equivale ao sistema (19) anterior.

Em muitos livros de Analise Matematica e Calculo Diferencial e Integral
pode-se encontrar a solugdo para este problema. Um dos grandes classicos é o
Apostoll2] (vol. II, cap. 10, Integrais de Linha), embora Courant, Elon Lages Lima,
Guidorizzi, Kaplan, Piskunov, etc. sejam igualmente 6timas referéncias.

No teorema 10.6 de Apostol (secdo 10.16) se prova que uma condi¢ao
necessaria para que um campo vetorial f = (f}, ..., f,) continuamente diferenciavel
em um conjunto aberto S de R" seja um gradiente em S é que as derivadas
parciais das componentes de f estejam ligadas pela relacdo

(25) D;f;(x) = D;fi(x),

0
paratodoi,j = 1,2,...,netodo x de S. D; é o operador diferencial PP
l
No teorema 10.9 de Apostol (se¢do 10.21) se prova que a condicao (25)
também é uma condigdo suficiente se o conjunto S é um conjunto convexo aberto
de R™.

Vamos entdo a seguir buscar um campo vetorial ¢ = (¢q, P, P3),
¢;i:R3 x [0,0) - R, tal que



(26) Z(’“ iﬂ i %],

para algum par (i,j),1<i,j <3, x € R® e tempos t nio negativos. Adotaremos
que nosso conjunto convexo aberto S é o proprio R3.

Além da condicao (26) a condicdo (17) de incompressibilidade da
velocidade também deve ser satisfeita, bem como as demais condigdes impostas
neste problema do milénio, tais como (14) e (15).

Func¢des simples que obedecem (26) sao, por exemplo,
1) (ay, bx,c(x + y)), a#b+c,

2) (0, xzt, xyt), x,v,z#0, t=>0,

3) (e~ ™, g=bxt g—czty a,b,c#0, t >0,

onde usamos x; = x, X, =y, X3 = z, mas nao podemos escolher arbitrariamente
qualquer ¢ solucdo de (26).

Para que F e suas derivadas tendam a zero no infinito, e obedecam (15),
vamos escolher para ¢ uma fung¢do limitada, continua, com limite zero no infinito,
com todas as derivadas também continuas (C*), limitadas e indo a zero no infinito,
que obedeca (26) e que resulte numa fungdo F conforme (3), tal que seja possivel
provar (15).

Analisemos as trés situacdes possiveis para ¢.
Se o campo vetorial ¢ = (¢4, @, ¢3) definido por

ou; Ju
— 2 _ i 3
27 @; = vVey,; T 11196 ,1<i<3,

ndo for um gradiente, i.e., for tal que

dp; , 0¢; .. ..
— = — <ij<
(28) ox; * oy paraalgumi # j,1<1i,j <3,

escolhemos ¢; = ¢;, e entdo, conforme (3),
(29) F; =¢; —@; =0, paratodoitalquel <i < 3.

Vé-se que é possivel uma forga nula obedecer as condi¢des deste problema do
milénio no caso de quebra de solu¢des. Assim, ndo me parece possivel resolver em
toda sua generalidade os casos (A) e (B) deste problema, embora ndo seja minha
pretensao provar isto neste artigo.



Se ¢ for um gradiente devemos encontrar um campo vetorial w =
(w1, w4, w3) que ndo seja gradiente, i.e., seja ndo conservativo, e assim o campo
vetorial

B0) p=¢p+tw

também ndo sera gradiente, sera nao conservativo, e

(31) F; = ¢; — @; = w;, paratodoitalquel <i < 3.
Um campo vetorial w = F facil de ser obtido é

(32) w = (191,202, C39P3),

para constantes reais ¢; # ¢; # 0, i #j.

Como neste caso ¢ ¢é gradiente, i.e., conservativo, entdo (condigdo
necessaria)

d¢; Pj
33) — = aratodoi,jtaisque 1l < i,j < 3.
(33) S =50 P i, j tais que 1 < i, j

a
Mas se w; = c;p; e as derivadas parciais a(p nao sdo identicamente nulas
Xj

entao

dw; a% a‘PJ
34y —=c¢;— ¢C # 0, parac; #¢; #0, i #J,
i.e.,

dw; Jw; .
35) — = —L [#],
(35) oxj 0x; *J

portanto w nao é gradiente e
(36) Fi = ¢i —@; = W; = C;Q;, paratodoitalquel <i < 3.
O terceiro e ultimo caso ocorre quando para todo x € R3,t > 0,

09i _ 99;

(37) 6xj axl-

= O paratodoi,j taisque1 < i,j <3,

indicando que ¢ é um campo conservativo e suas derivadas parciais de primeira
ordem sdo iguais a zero.

29

Como buscamos algum par (i,j) tal que — Py * a;i] em geral e queremos
j i

alguma funcdo F cujas sucessivas derivadas parciais mistas sejam da ordem de



(1+ |x| +t)7% sobre R3 x [0, 0) vamos escolher F tal que tenda a zero, assim
como suas infinitas derivadas, em |x| = o0 e t = oo, conforme (15), i.e.,

(38) 11rn|x|—>oo|a Pt qF(X t)l - hmt—wola Pt qF(X t)l = O

p=0,q=0, axP = 9xP9x8?0x%%, py +p, +ps =D, i =0,
e seja F um campo ndo conservativo. Assim a soma ¢ + F, que deve ser igual a Vp,

(39) ¢ +F=¢="Vp,

sera igual a um campo ¢ ndo conservativo e portanto ndo havera solugao para
(39), equivalente a (24) e (19). Usamos a propriedade de que a soma de um campo
vetorial conservativo e um ndo conservativo é um campo vetorial nao
conservativo.

Escolhemos para F nesse caso um campo ndo conservativo que decresce
exponencialmente em relagdo a posicdo e ao tempo em ao menos uma das
coordenadas espaciais e pode ser igual a zero nas coordenadas restantes (se
houver). Por exemplo,

(40) F; = aie‘bi("%”%”%) et 1<i <3,

coma; # 0,b;, c; € (0,1]. As componentes F; poderiam depender do tempo ou néo,
conforme (40), sem alterar a propriedade de ser a forca externa £ um campo nao
conservativo, mas a nao dependéncia do tempo faria F desobedecer (15) para
m=0.

Para que F seja fisicamente consistente é necessario que a; tenha a
dimensao de aceleracao ou for¢a por unidade de massa, b; tenha a dimensdo de
reciproco de comprimento ao quadrado e ¢; dimensao de reciproco de tempo.

§2

Vistas as trés situacdes possiveis para ¢ = ¢ —F vamos agora a
demonstracao com nosso exemplo especifico. Suponhamos, por hipétese, que nao
h4 equacdo de Navier-Stokes sem solucdo (p,u) possivel, ou seja, dados u°(x) e
F(x,t) para x € R3 sempre ha solugio para (1), para todo instante t > 0, supondo
ainda satisfeitas todas as condi¢des que devem obedecer a pressio p:R3 X
[0,00) > R e a velocidade u:R3 x [0,0) - R3 neste problema do milénio, por
exemplo, a condicdo de incompressibilidade (7).

Iniciemos ampliando a condigdo inicial u(x,0) = u°(x) do instante t = 0
para todo t do intervalo 0 <t < T, T € R, ou seja, deve valer como condicao de
contorno

41) u(x,t) =ul(xt), 0<t<T,

10



sendou’: R3 X [0, ) - R3.

A velocidade u escolhida em (21) independe do tempo t, assim deve valer,
paratodotem 0 <t <T,

42) ulx,t) =ul(xt) = u®(x) = ae PT+2+23) (o xo x, 205, —2%,%5),
a € R be(0,1],
e entdo, no intervalo de tempo 0 <t < T,

(43) Z—’; =0,

o que corresponde a um fluido sem aceleragdo local, uma solug¢do estacionaria, cuja
velocidade em um ponto ndo varia no tempo.

As outras derivadas parciais em 0 <t < T, para u; e u,, com x,y,z =

X1, X5, X3 €72 = \/x%2 + y% + z2, 530

ou; _
(44) == —2abxyze br,
axi

(24 = —qze~br* (2by? — 1)

dy
a % = —aye b’ (2bz% — 1)
(45) Jup; _ —br? 2
= = —aze " (2bx* —1)
L% = —axe b’ (2bz2 — 1)
[ 2
;7111 = 2abyze~b"* (2bx% — 1)
2
aa?ul = 2abyze " (2by? — 3)
(46) A 2

%ul = 2abyze " (2bz? — 3)

2
LVzul = (Zle %) uy = 2abyze b (2br? — 7)
j

( 9 —br? 2
52Uz = 2abxze™"" (2bx* = 3)

2
;7112 = 2abxze~t"* (2by? — 1)

(47) o 2
%uz = 2abxze~b"* (2bz% — 3)
2
kVzuz = (Zf=1 a%) u, = 2abxzeb* (2br? — 7)
j

11



3 Ouy _ 2. —2br2 (2 _ 92
S G2 = a?ye " (22 - 2x2)

e assim, de (27),

aui 3 . aui
ot~ 2j=1%igy,

(
|
(49) 4 @, = v-2abyze~'m*(2br2 — 7) — a2xe 27’ (72 — 2y?)

1
l(pz = v-2abxze """ (2br? — 7) — atye~2br* (72 — 2x2)

@, = VVZui -

Comparando estas duas derivadas,

(50) a_q; = v-2abze P’ [(1 — 2by?)(2br? — 7) + 4by?] +

+4alxye 267 [b(2% — 2y2) + 1]

1) 222 = v 2abze P [(1 — 2bx?)(2b1? — 7) + 4bx?] +

O0x
o2
+4a?xye ?P""[b(z% — 2x%) + 1],
091 _, 092 « . s :
temos 3y # ——, em geral, entdo ¢ é um campo vetorial ndo conservativo.

Conforme (29), escolhendo ¢; = ¢;, parai = 1, 2, 3, chega-se a

(52) Fi=¢;—¢;=0.

Descreveriamos assim o movimento de um fluido ndo acelerado
(localmente) nas trés diregdes ortogonais (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), sem forga
externa, no intervalo de tempo 0 < t < T, mas ha o problema de ndo se encontrar a
pressao do sistema.

Como ¢ € nado conservativo e ¢ = ¢ entdo ¢ é ndo conservativo. Como
deveria valer a equagao (2)

op
53) —=¢;, 1<i<3,
( ) aXi ¢l
para haver solucao de (1), mas ¢ é um campo vetorial nao conservativo, i.e., ndo
gradiente, entdo o sistema acima ndo tem solugdo, e portanto encontramos uma
velocidade inicial u°(x) = uT(x,t) = u(x,t) e uma forca externa F(x,t) = 0 tal
que ndo ha solucdo para a equacao de Navier-Stokes (1) no intervalo de tempo
0 <t < T. Como nossa hipétese inicial admite haver solugdo (p,u) em todo t > 0
chegamos a uma contradicao, o que invalida nossa hipoétese inicial.
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§3

Para uma demonstracdo compativel ao problema do milénio é necessario
que T - 0. A condicdo inicial requerida para a velocidade é u(x,0) = u°(x),
portanto ndo podemos prefixar u(x,t) = u’(x,t), para 0<t<T, T € R,, em
nossa demonstracao final.

A equacdo de Navier-Stokes (1) e a condi¢ao de incompressibilidade (7)
devem ser satisfeitas para todo instante t > 0, portanto também em t = 0.

Emt = 0, sendo u e u° de classe C®, temos

ou; | . ou?
t=0 — )
ax]' ax]-

(54)

(55) V2u;li—o = V20,

3 aul 3 Oau
(56) Zjeatj 5 le=0 = Tjma ¥ 5o
op dp(x,0)
57) — =g = :
(57) alet—O ox;

mas nem sempre vale

ou; _ ouf

(58) —-le=0 =5

oup : du; ~
pois —= € identicamente nulo, enquanto El,::() pode ser nulo ou ndo nos

movimentos acelerados em geral, independentemente do valor de u (x).

A equacdo (1) em t = 0 pode entdo ser reescrita como
0 oui _ 2,0 _ 0p .
59 S le=o + Xj=1y ox = vVPud — = (x,0) + Fi(x,0), 1<i <3,
l

ou, definindo p(x, 0) = p°(x) e F;(x,0) = F2(x),

0 ou;
(60) L= vV2up __th 0~
6xl-

oaul 0 _ 40
]1]6 +F ¢i'

equacgdo similar a (2) parat = 0.

Ja vimos que sistemas semelhantes a (60), para 1 < i < 3, sé terdo solugdo
se ¢° for um campo vetorial gradiente, ou conservativo, qualquer que seja o valor
de t, e obviamente para t = 0 esta exigéncia precisara também ser obedecida.

Tal como feito em (23), a solucio de (60), no caso de ¢° ser gradiente, é

13



(61) p°=/[ ¢°-dl+6(t=0),

o ou; 0 ~ :
e assim fica claro que —= |t=0 = a; (x), por nio ter seu valor univocamente
determinado através de u) e u°, em geral, nem de F e F°, proporcionara um valor
A . du; o
para a pressdo inicial p° que dependerd deste valor de a_tllt:()’ a variacgao

temporal inicial da componente u; da velocidade.

. o Ju; . :
Também podemos encontrar combinagdes de a—tl lt=0 € F?, 1 <i < 3, tais

que o sistema (60) tenha solucao ou nao, conforme resultem em campos vetoriais
¢° gradientes ou nio, seguindo método semelhante ao indicado anteriormente
nesta secdo, por isso u°(x) e F°(x) ndo determinam de maneira tnica a quebra ou
ndo das solucdes das equacdes de Navier-Stokes em t = 0. Consequentemente,
u®(x) e F°(x) nio determinam de maneira tnica a quebra ou nio das soluc¢des das
equacdes de Navier-Stokes sobre R3 X [0, ©) (ver equagdes (5) e (6)).

Usando o exemplo de velocidade inicial utilizado na se¢ao 3 §2, em (42),
62) u’(x) = ae‘b(x%”%*"?z’)(xzx?,,x1x3, —2x,x,),a € R*, b € (0,1],

3}
para 0 <t < T, fagamos T - 0, F = 0 e escolhamos 6—1; li=o = a®(x) =0 como

mais uma condigao inicial, tal qual (43). Isso fara com que nao haja solu¢do para p
em t = 0, conforme os calculos da se¢do 3 §2, e assim mostramos um exemplo de
quebra de solugdes da equacao de Navier-Stokes em t = 0 pelo acréscimo da
condicio inicial adicional a®(x) = 0. Sendo assim, ndo houve solug¢do para (1) em
todo t = 0, o que contraria nossa hipoétese inicial. Tal exemplo satisfaz a todos os
requisitos que devem ser obedecidos por u°(x) e F(x, t).

§4

Faremos agora uma demonstragdo genérica para a quebra de solugdes de
Navier-Stokes sem utilizarmos nenhuma condi¢ao de contorno adicional, e para
todo t = 0. Assemelha-se ao que ja foi feito na Introducdo, com uma descricao mais
apropriada para o dominio, imagem e condi¢des das variaveis. De fato as se¢oes 3
§2 e 3 §3 poderiam ser excluidas do presente trabalho, nao sdao de leitura
obrigatdria, uma vez que a prova mais abrangente é a deste §4. Optei por preserva-
las porque correspondem a uma sequéncia de pensamentos que pode apoiar o
entendimento completo deste problema.

Para um tempo real t > 0 qualquer, dada uma velocidade u(x,t): R3 x
[0,0) - R3 que obedeca a todas as condicdes deste problema, descritas na se¢do
2, e tal que

14



63) u’(x) =u(x,0)

seja a velocidade inicial escolhida no nosso problema, para que haja solucdo de
Navier-Stokes deve valer

op ou; 3 . .
(64) a—m_vvzui—a—;— ]1u]a ‘v F=¢;+F =¢;,1<i<3,
com
_ 2 ou; 3 ou .
(65) goi—vVui—at‘ ]1u,]a L,1<i<3,

onde se supde que u°(x) por nds escolhido também obedece a todas as condicdes
necessdarias, em especial (14). Por conven¢do, escolhamos sempre u°(x) nio
gradiente, i.e., ndo conservativo.

Para este campo vetorial de velocidades u(x,t) é possivel calcular ¢(x,t),
de (65), escolher um campo ¢ nao conservativo com as mesmas propriedades
razoaveis que devem obedecer u,p e F para o caso (C), e calcular

66) F=¢—¢ =¢—VV2u+%+(u-V)u.
Escolhamos, por exemplo,

67) ¢(x,t) = u’(x),

que é um campo ndo conservativo pela nossa convencdo e independente do tempo
t. Suponhamos que a compatibilidade dimensional fisica entre ¢ e u° seja feita pela
multiplicacao do fator 1, cuja dimensao compatibiliza ambos os campos.

O valor para as componentes de F(x, t) que obtemos de (66) ¢é entao

68) F; =u) —vVu; + +Z] 1u]a L,1<i<3,

que deve satisfazer as mencionadas condicoes da secdo 2 e depende de E

qualquer que seja o valor de t > 0. Evidentemente, se os F; obtidos em (68) nao
obedecerem aos requisitos esperados escolhe-se outros u°(x) e u(x, t) e repete-se
0 processo até que se obtenham componentes F; adequadas, em especial que
pertencam a C* e obedecam (15).

Aforca F = (Fy, F,, F3) calculada pelo método acima e a velocidade inicial u°
escolhida convenientemente em (63) garantem que chegue-se a um valor
impossivel de ser obtido para a pressio p, pois ¢ = u° é ndo conservativo, segundo
nossa escolha, o que prova a ocorréncia de quebra (inexisténcia) de solucdes para
as equacoes de Navier-Stokes, conforme queriamos. Nossa hipotese inicial de que
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sempre ha solugdo (p,u) possivel para (1) foi entdo violada: dado p talvez
possamos sempre encontrar u, mas dado u (e respectivo u®) podemos nio
encontrar p, quando ¢ é ndo gradiente.

Claro que este raciocinio também pode levar a encontrar uma solugdo para
p, trocando-se as fung¢des ndo gradientes por gradientes. Devemos encontrar como
resultado de (64) uma funcdo ¢ gradiente, e para isso as escolhas preferenciais a
serem feitas sdo combinacdes de F,u’,u e ¢ também gradientes. E o que
formulamos resumida e simbolicamente nas equacoes (5) e (6) da Introducao.

§5
Neste paragrafo explica-se melhor a prova do § 4 anterior.

Substituindo (68) em (64) obtemos

dp 0 .

—_— = U: < I <
(69) ox; u;,1<i<3,
que ndo possui solucdo por ser u° nio gradiente, pela nossa defini¢do, e assim
encontramos u°(x), u(x,t) e F(x,t) = Hu’(x), u(x,t),d,V% x,t) que levam a
quebra (inexisténcia) das solu¢des de Navier-Stokes. Transformamos entdo a
equacdo original (1) nesta equacao (69).

Talvez seja dificil (ou até muito dificil) entender como é possivel fazer com
que F(x,t) = Hu(x), u(x,t),d,V? x,t) possa ser calculado e usado na
demonstracdo. Pode-se pensar que devemos apenas encontrar “de alguma
maneira” velocidades iniciais u°(x) e for¢as externas F(x, t) Unicas, fixas, tais que
(1) ndo tenha solucdo alguma, para qualquer par de variaveis (p,u) que possam
existir. Mais exatamente, parece que nao podemos dar como exemplo uma forga
que depende da velocidade e suas derivadas (9, V%) em t > 0.

Vejamos entao.

() Se u resolve (1) entdo u é uma funcio de F e u® suponhamos
u=f(F,u%09,V3xt) = g(xt).

(I) Se u é uma fungdo de F e u® entdo F é uma func¢io ou uma relacio de u e
u®, mesmo que tal relagdo ndo seja univoca, ie, F = f"1(u,u’0,V?%x,t) =

9 (x, t).

(1) Se F pode ser expressa como func¢do (ou relagdo) de u e u° a equacio
(68) que utilizamos pode ser aceita, no que diz respeito a ser F dependente de u e
u°. Vejam também que a defini¢do do problema nio proibe que F seja fun¢do de u
e suas derivadas, o que nos da liberdade para que seja parte da estratégia de nossa
solucao.
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A segunda objecdo que pode ser feita é o fato de prefixarmos u, e nao
apenas u°, de tal modo que escolhemos F dado por (68) igual a

(700 F =u®—vV3u +Z—I;+ (u-Vu

Mas qual o significado de ndo existir (p, 1), na definicdo do problema dado
em [1]? Simbolicamente, usando Logica, a ndo existéncia do par de variaveis (p, u)
equivale a seguinte sentenca:

71) A(p,u) < (ApA 2u) V(AuA Ap)V(@ApA Aw)).

A opgdo que adotamos dentre as trés possibilidades acima foi a existéncia
de u com a nao existéncia de p, i.e.,

(72) (QuAdp) - A(p,w).

Acredito que com estas explicacdes as duvidas sobre a validade das
demonstragdes anteriores sejam eliminadas. A seguir um resumo da defini¢do do
problema para o caso (C), onde se acrescentou um novo requisito referente a
existéncia de u (destacado na cor azul), mantendo-se a de ndo existéncia de (p, u),
equivalente a Ap, ndo existéncia de p. Os nimeros entre asteriscos (*) referem-se a
numeracao original das respectivas equagdes em [1].

v>0,n=3
H'LLO(X): R3 smooth (Coo), divergence_free (V . uO — 0) (ver nota A)
AF (x, t): R® X [0, ) smooth (C®)

(*4*) [05u°(0)] < Core (1 + X7 R, Va, k

(*5*) |0Z0MF (x,t)| < Comu(1 + |x| + £)7*:R3 x [0,0) , Va,m, k
Ju(x, t): R3 X [0, ) smooth (C®)

A(p,w): R* x [0, ) /

du ap

+2?=1uja_x]i-: VVZui—a—xi+Fi(x,t),1SiS3 (x ER3,t >0)

o
at

(*1%)
(*2%) V-u=0

(*3%) u(x,0) =u’(x)  (x €R®)
(*6*) p,u € C*(R® X [0, 0))

(*7%)  Jps lu(x, O)]?dx < C, vt 20 (bounded energy)
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4.0 caso (D)
§1

Na secdo 3 anterior dividimos o caso (C) em trés situagcdes possiveis para
o =¢—F:
1) ¢ é um campo vetorial nao gradiente

, . . dp; O0g; ..
2) @ é um campo vetorial gradiente, com a—f‘ = a_xj #0,1<1ij<3
J i
/7 . . dp; _ a(Pj _ .o
3) ¢ é um campo vetorial gradiente, com e = 0,1<ij<3
j i

Como uma demonstracdo genérica para o caso (C) ndo exclui a
possibilidade de serem espacialmente periédicas as fungdes u°(x) e F(x,t), assim
como a funcio velocidade u(x, t), seremos nesta secdo mais breve que na anterior;
o essencial da técnica utilizada nesta demonstracao esta dado na se¢do 3. Quanto a
pressdo p, uma vez que nosso método se baseia na prova de que p ndo existe, sera
irrelevante admitir que p seja ou nao periddica. Nao existird pressao p(x,t)
alguma, periddica ou ndo, que resolva para todo t > 0 as equag¢des de Navier-
Stokes (1) com a condicdo de incompressibilidade (7), para especificas fungdes
u%(x) e F(x,t), levando-se em consideracio a condi¢do inicial adicional

ou
2 emo = a° ().

Escolhamos entdo para uy(x) uma fungdo trigonométrica de periodo 1 na
direcdo e, e igual a zero nas outras duas diregdes, e, € e3, ou seja,

(73) uy(x) = (sen(2mx,),0,0).
Emt = 0 temos entdo

aul
axz

(74) lt=o = +2mcos(2mx;)

aui

(75) a_let:O =0,(,)) # (1,2)

92 .
76) VPu; = ( j 1i>u- = logta = TAmisen(2nxy), =1
L j= 9 2 l .
%) 0, i#1
3 O0ui_ :
(77) Xj=11j 5 0,1<i<3

Por simplicidade, escolhamos também

aui

(78) s

|t=0 =a0(x) =O, 1SLS 3,
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e assim a equacao (1) fica,emt = 0,

—v-4m?sen(2nxy) + FL,i=1

ap° 0 0 0
axi ! ! ! Fio,l * 1

definindo p°(x) = p(x,0), assim como os demais indices superiores 0 (zero)
correspondem a respectiva fungdo em (x, 0).

Para v# 0 e F® = 0 vemos que ¢° dada em (79) é ndo gradiente, logo, ndo
ha solugao para o sistema (79) escolhendo |t 0=0,F=0,v+# 0 e avelocidade

inicial dada por (73), o que é entdo mais um exemplo de quebra de solugdes da
equacdo de Navier-Stokes em t = 0, e que também satisfaz a todos os requisitos
que devem obedecer u®(x) e F(x, t), como é facil de ver.

§2

Semelhantemente ao que fizemos na secao 3 §4, para um tempo realt = 0
qualquer, dada uma velocidade u(x,t): R3 X [0,0) - R3 que obedeca a todas as
condig¢des deste problema, descritas na secao 2, e tais que

80) u(x,0) =u’(x) = (sen(2mx,),0,0),

usando o mesmo exemplo (73) da subsecdo anterior, para que haja solucdo de
Navier-Stokes deve valer,

op __ ou; 3 ou; _
(81) a—xi—vvzui—a—tl—Z] LU ‘+F o +F=¢,1<i<3,
com
aul 3 l
82) ¢@; = vViu; — =~ Zj=1 ] ., 1<i<3.

Para este campo vetorial de velocidades u(x,t) é possivel calcular ¢(x,t),
de (82), escolher um campo ¢ nao conservativo com as mesmas propriedades
razoaveis que devem obedecer u,p e F para o caso (D), e calcular

(83) F=¢—<p=¢—vv2u+g—j+(u-V)u,

que deve ser uma func¢do espacialmente periédica de periodo unitario nas trés
diregdes ortogonais e;, 1 < j < 3, de classe C* e obedecer (16).

Escolhamos, por exemplo,

84) ¢(x,t) =u’(x)e”t = (e tsen(2mx,),0,0),
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que é um campo nao conservativo de periodo espacial 1 e vai a zero com o
aumento do tempo t, em decaimento exponencial. Suponhamos novamente que a
compatibilidade dimensional fisica entre ¢ e u° seja feita pela multiplicacdo do
fator 1 cuja dimensao compatibiliza ambos os campos.

O valor das componentes de F(x, t) que obtemos de (83) é entao

e tsen(2mx,) —@;, i =1

(85) F; = { o, i=2.3

com ¢; dado em (82), que deve ser espacialmente periddico de periodo unitario,
de classe C* e tendendo a zero em decaimento exponencial com o aumento do
tempo, e finalmente, de (81),

w _ b, = {e‘tsen(anz), i=1
l

86 3 0,i=23

que é claramente um sistema sem solucao para a funcdo escalar p, qualquer que
seja a velocidade u(x,t) aceitavel que possamos ter utilizado inicialmente como
nossa escolha, com u(x,0) = u°(x) et = 0.

A forgca F(x,t) = H(u®(x),u(x, t),d,V? x,t) calculada pelo método acima e
a velocidade inicial u° escolhida em (80) garantem que para qualquer velocidade
u(x,t) admissivel para solucao de Navier-Stokes neste problema chegue-se a um
valor impossivel de ser obtido para a pressdo p, pois ¢ = u° é nio conservativo,
segundo nossa escolha, o que prova a existéncia de quebra de solugdes para as
equacgodes de Navier-Stokes, conforme queriamos.

Lembremos que a utilizacdo da for¢a como uma funcdo da velocidade ja foi
justificada na secdo 3 §5.

Vejam ainda que o caso (D) é de menor interesse, pois nos obriga a buscar
uma ndo solu¢do espacialmente periddica de periodo unitdrio, quando poderia
haver uma solu¢do ndo espacialmente periédica ou de periodo ndo unitario em
alguma direcdo. Velocidades iniciais e forgas externas periédicas podem também
implicar, talvez, em uma solucdo nao periédica, ou seja, mesmo que todas as
condi¢cdes do problema no caso (D) sejam satisfeitas pode haver ainda alguma
solucdo para as equacoes de Navier-Stokes.

5. Comentarios sobre os casos (A) e (B): existéncia de soluc¢oes

Os casos mais dificeis de serem tratados neste problema do milénio, em
minha opinido, sdo as duas primeiras alternativas, que pedem solugdo para as
equacdes de Navier-Stokes dada uma velocidade inicial genérica qualquer u°(x)
satisfazendo determinadas condi¢des, conforme descrito a seguir.
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(A) Existéncia e lisura das solucdes da Equacdo de Navier-Stokes sobre R3. Para
coeficiente de viscosidade v > 0, dimensao espacial n = 3, for¢a externa F =0 e
qualquer campo vetorial suave e com divergéncia nula u°(x) = u(x, 0) sobre R3
existe solucdo (p,u) sobre R3 x[0,00) para as equa¢des de Navier-Stokes
satisfazendo (1), (7), (8), (9) e (14).

(B) Existéncia e lisura das solucdes da Equacdo de Navier-Stokes sobre R3/7Z3.
Para coeficiente de viscosidade v > 0, dimensao espacial n = 3, for¢ca externa
F =0 e qualquer campo vetorial suave e com divergéncia nula u°(x) = u(x, 0)
sobre R3 satisfazendo a condi¢cdo de periodicidade espacial (11) existe solugdo
(p,u) sobre R3 X [0, ) para as equacdes de Navier-Stokes satisfazendo (1), (7),

(8), (10) e (12).

Vejamos. Nao fosse a exigéncia de ser F = 0 seria muito simples resolver
Navier-Stokes. Poderiamos escolher pressdes p(x,t) fisicamente razoaveis,
velocidades u(x, t) fisicamente razodveis satisfazendo u(x, 0) = u°(x) e ainda que
p e u (e consequentemente u°) obedecessem as demais condicdes requeridas para
este problema, a exemplo de V-u = 0, o que resultaria enfim numa forga externa
F = (F,, F,, F3)(x,t) tal que

aui

d .
T vy -2 1<i<3.
0xj

= y3
87) Fi=—+Xj-1y ox,

Nossa atencdo se concentraria em provar que F ndo viola nenhuma regra,
nenhuma condi¢do que F deveria obedecer pela imposi¢dao do problema.

A equacgdo (87) mostra claramente que existem combinag¢des das variaveis
(p, u) que sdo proibidas nos movimentos de fluidos sem forca externa, pois se o
lado direito de (87) resultar para ao menos uma das componentes i um valor nao
nulo para a for¢a externa chegariamos a uma contradicdo, jA que o movimento
seria, por definicdo, sem forga externa.

Também ndo podemos utilizar qualquer velocidade inicial u°(x). Todas as
condi¢bes que devem obedecer u(x,t) em t = 0 devem ser obedecidas por u°(x),
ja que esta equivale a u(x,t) no instante inicial t = 0. Em especial, u°(x) deve
obedecer também as equacgdes de Navier-Stokes (1) e de incompressibilidade (7).

Isto nos sugere que u°(x) pode ser, ela propria, a procurada solucio de (1),

inclusive para todo t = 0, com a imposicdo da condicdo de contorno adicional
ou . . ~ ~
EZO' Temos assim o caso de fluidos sem aceleracdo local, uma solugao

estacionaria. Se a correspondente fun¢do ¢ em

op 2.0 3 0 0uf
— =vVu; — )5 U;
axi l J=17] axj

(88) =¢; 1<i<3,
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for gradiente entdo o problema esta resolvido, para uma infinidade de pressdes
possiveis, admitindo-se satisfeitas as demais condi¢des que devem ser obedecidas
por u e p. No caso de fornecermos p°(x) como condi¢io inicial ao invés de a°(x),
sempre havera solugdo em t = 0, e teremos

1<i<3.

0 _ u2,0_90° 3 o0
(89) a; =vVay, o, Yi=1Y; o,
Se o valor de a® que se obtém acima for igual a zero entdo u(x,t) = u°(x) e
p(x,t) = p°(x) + 6(t) sdo uma solugdo do problema, para t > 0.

Mas o caso geral ainda nos foge neste momento: dado u°(x) obter u(x,t) e
p(x,t), solugcdes das equacdes de Navier-Stokes. Para mim parece claro que é
preciso ao menos mais uma condi¢do inicial, como ja vimos com o uso de

du ~ . ’ . . ~
ao(x)=5|t=0 nas secOes anteriores. Além disso, nas diversas equagoes

diferenciais ordinarias e parciais de segunda ordem da Fisica Matematical®l e que
ja foram amplamente estudadas é comum (até necessario) a utilizacdo de (pelo
menos) duas condi¢des iniciais ou de contorno para a sua completa solucdo, e ndo
vejo motivo para aqui ser diferente.

Mesmo assim, do ponto de vista da realidade fisica, realidade que
certamente motiva este problema, uma questio de Matematica aplicada aos
fluidos, também me parece nao ser possivel resolver Navier-Stokes sem forca
externa em todas as condigdes, seja V- u = 0 ou nao, seja v = 0 ou ndo.

Suponhamos u°(x) = (0,0,0) = 0 e, por defini¢do, F(x,t) = (0,0,0) =0
(estamos utilizando o mesmo simbolo 0 tanto para o vetor nulo quanto para a
constante numeérica igual a zero, mas que nao seja isso fonte de confusao).

Em t = 0 a equagdo a ser resolvida é

0
(90) Vp° = —="|i=o,

com p°(x) = p(x,0), x € R3.

u
Para que haja solucao devemos ter que Py |t=o seja um campo vetorial

gradiente, i.e., alguma funcdo a®(x) gradiente. A solucdo u = 0 satisfaz esta
condicao e é uma solucao fisicamente razoavel: sem velocidade inicial, sem forca
externa, teremos um fluido imével, estatico, estacionario, sem aceleragdes(ver nota B),
sem ventos e marés, exatamente o comportamento observado na natureza. Por
outro lado, Vp® =0 tem uma infinidade de solugdes possiveis da forma
p°(x) = cte., 0 que pode ndo ser fisicamente razoavel. Por que haveria pressdo ndo
nula se a velocidade nao varia no tempo e espaco e nao ha for¢a? Nesse caso ndo ha
colisdes entre as particulas, entdo nao ha pressdo ndo nula em instante algum.
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Aceitar unicamente p°(x) = 0 seria o mais razoavel, ainda que seja de fato uma
idealizagdo do comportamento fisico dos fluidos (ndo utilizamos teoria atémica e
molecular, termodinamica, mecanica quantica, etc.).

Se impusermos uma velocidade inicial da forma u® = (u?(x,, x3),0,0),
fisicamente razoavel, para u? diferente de constante, u° ndo gradiente e com
oul oul . .

a #0e a # 0, como F(x,t) = (0,0,0) e esperamos um sistema fisicamente
razoavel, a solugio u(x, t) ao longo do tempo deve evoluir para uma velocidade da
forma u(x,t) = (u;(xq,x2,x3,t),0,0), com u;(x,t) ndo identicamente nulo, que
representa o movimento do fluido apenas na direcdo e;. Tal como no exemplo
anterior, ndo é fisicamente razoavel, abstraindo-se das complexidades
termodinamicas e quanticas a nivel microscopico, esperar um movimento
macroscopico nas diregdes e, e e; quando ndo ha velocidades iniciais e forcas

nessas diregoes.

Assim o sistema final a ser resolvido sera da forma

(91) Vp = (¢1 (X, t), 0, O)'

que nao admitira solucao para p em geral, para todo t = 0. Isto é mais um exemplo
de quebra das solugcdes de Navier-Stokes, desta vez sem usar F(x,t) =
H@(x), u(x,t),0,V% x,t) ndo nula. Admitimos também nesta andlise um
ambiente sem bordas (ou bordas muito distantes do ponto em estudo) e
velocidade inicial baixa, para que ndo ocorram, na realidade, efeitos caoticos, de
turbilhées, etc.

6. Conclusao

Na sec¢do 3 §3 vimos que u°(x) e F°(x) ndo determinam de maneira tnica a
quebra ou ndo das solugdes das equacdes de Navier-Stokes em t = 0. Foi

‘o Ju 3
necessario saber o valor de Elt:o' Consequentemente, u°(x) e F°(x) ndo

determinam de maneira Unica a quebra ou ndo das solugdes das equagdes de
Navier-Stokes sobre R3 X [0, 0). Além disso, a pressdo p(x,t) sempre pode ser
somada a alguma funcdo do tempo 8(t), o que nao altera nem o valor de Vp e nem
a velocidade u, quaisquer que sejam a velocidade inicial u°(x) e a forca externa
F(x,t), ou seja, também ndo ha nem unicidade de solugdes, nem de nao solugdes,
exceto se forem dadas mais condigdes iniciais e de contorno convenientes para a
unicidade de p(x, t).

Resolvemos o problema do milénio para as equag¢des de Navier-Stokes
primeiramente nos casos de inexisténcia de solugdes (para a pressao) em t =0
pelo acréscimo de mais uma condigao inicial, a derivada parcial temporal do vetor
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. Ju . ~ ’
velocidade em t = 0, que chamamos de a®(x) = Fn |¢=o- Este raciocinio ndo podera

ser utilizado, entretanto, se nossa condicio inicial adicional for p(x, 0) = p°(x), ao
invés da condi¢do para a variacdo temporal de u, pois nesse caso sempre havera
algum valor que podera ser encontrado para a®(x) em t = 0, dado por (89). Isto
sugere que existem velocidades e acelera¢cdes proibidas nos movimentos de
fluidos, assim como nos casos das combinagdes de (p, u) para os movimentos sem
forga externa.

Em (87) vemos que sempre é possivel encontrar uma forca externa F(x, t)
tal que haja solucdo para as equagdes de Navier-Stokes, dados u(x,t), e
consequentemente u°(x), e p(x, t), o que poderia nos fazer concluir que entio nio
existem casos de quebra de solugdes, mas o que ocorre é que a definicido da
questdo feita neste problema para os casos de quebra de solu¢des impde que a
velocidade inicial e a forca sejam os campos vetoriais que nos sao dados, e assim a
velocidade e a pressdao em t > 0 sdo as incognitas a serem encontradas. Nesta
situacdo é possivel encontrar exemplos onde nao ha solucao para as equacgdes,
especificamente para a pressao em t > 0, conforme vimos.

Nas secoes 3 §4 e 4 §2, utilizando implicitamente as relagdes légicas (71) e

(72), escolhe-se hipoteticamente uma velocidade valida u e respectivo 2—1;, com
au
at
implique em um sistema de equacgdes diferenciais parciais impossivel de ser
resolvido para a pressao p, de acordo com (2) e (3), pelo método descrito ja na
Introdugdo, o que resolve o problema de maneira geral para t > 0. Esta é a grande

chave do método utilizado: (3u A 4p) = A(p, w).

u(x,0) = uo(x), e encontra-se uma forca externa F que depende destes u,u® e —e

Interessante observar que com esta logica também podemos encontrar
“inimeras” combinagdes de F(x,t) e u(x,t), mesmo sem ser F(x,t) uma funcio
explicita de u(x,t) e suas derivadas e inclusive para F =0, tal que (1), e
consequentemente (2), ndo tenham solucdo para p, por implicarem em uma func¢ao
¢ ndo gradiente. Dito desta forma, parece uma conclusao simples demais para que
esta questao tenha se tornado um problema do milénio, mas de fato é o que
conseguimos deduzir de pura Matematica.

Este método leva apenas a uma condigdo necessaria, mas ndo ainda
suficiente, introduzindo-se mais uma condicdo na tabela resumo do enunciado do
problema descrito na se¢do 3 §5: Vu(x,t)/u(x,0) = u°(x). Assim ndo bastaria
encontrarmos apenas um unico exemplo para u(x,t), e sim todas as infinitas
possibilidades. As provas suficientes seriam, neste caso, semelhantes as dadas nas
secdes 3 §4 e 4 §2, uma vez que a condicdo IF(x,t) ndo proibe que seja F(x,t)
uma func¢do que varie instantaneamente com cada u(x, t) possivel, conforme vimos
em 3 §5. Faltariam as provas de (15) para o caso (C)(vernotaC) ou (13) e (16) para o
caso (D).
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Na secdo 5 fizemos alguns comentarios sobre os casos (A) e (B) de
existéncia de solucdes para as equacdes de Navier-Stokes e demos mais um
exemplo de inexisténcia de solucdo para estas equagdes, com F = 0, usando a
necessidade do sistema ser fisicamente razoavel, ou compativel com a observacao
a nivel macroscopico, em um ambiente sem bordas (ou bordas muito distantes do
ponto em estudo) e velocidade inicial baixa.

E oportuno mencionar que estas dificuldades com relagio a integragdo das
equacdes de Navier-Stokes e Euler desaparecem quando passamos a considerar
que a pressio é um vetor, e nio mais um escalar, tal que p(x,t): R3 x [0, ) - R3
opy 9p; 0ps
0x, 0x,  9x3
natural adotar esta ampliacdo do conceito de pressao. O caso em que p; = p, = p3
possivelmente leva a todos os resultados ja aceitos na Mecanica dos Fluidos, por
exemplo, o de fluidos no estado de equilibrio. Espero ver isso com mais detalhes
oportunamente.

e substitui-se Vp por VQp = ( ), com p = (p1,p2,p3)- Vejo como

Observo também que existe um artigo escrito em 1983[4l cujo assunto é
semelhante ao aqui tratado, porém sua abordagem é bem diferente desta. Em [4]
analisa-se principalmente a Equacdo de Euler e nada se menciona sobre campos
conservativos ou gradientes e sua influéncia para a determinagdo da pressao.
Refere-se, por exemplo, a fluidos que tem um comportamento regular até
determinado instante, mas a seguir perdem a regularidade (smooth) e podem
apresentar divergéncias, etc. Talvez seja esta a maneira mais tradicional,
académica, previsivel, de tratar este problema, talvez fosse esta a solucao que os
matematicos esperassem, mas isto ndo invalida a andlise e conclusdo que aqui
fizemos. Relacionando-a ao nosso método, seria como se um fluido apresentasse
um campo ¢ gradiente até determinado instante (¢ > 0), mas a partir dai o campo
¢ deixasse de ser gradiente. De fato, aqui fizemos com que ¢ pudesse ser nao
gradiente desde o instante t = 0 e nao apenas a partir de algum t > T estritamente
positivo.

Termino este artigo indicando trés excelentes textos sobre Mecanica dos
Fluidos, [5], [6] e [7], cuja leitura certamente contribuira para a obtencdo de
resultados mais profundos sobre os problemas aqui tratados. Outra Otima
referéncia é [8], mais voltada as equagdes de Euler (nossas conclusoes
independem do especifico valor de v, seja ele zero ou nao).

O obvio é aquilo que nunca é visto, até que alguém o manifeste com simplicidade.
(Kahlil Gibran)
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Nota A: Em atencdo aos leitores das versdes anteriores, preciso me desculpar e dizer que
cometi alguns enganos (um reality de aprendizagem), espero que todos ja corrigidos, em
especial:

1) ao traduzir o termo divergence-free para u°, interpretando-o como a necessidade de
ser limitada em todo ponto a velocidade inicial, tal que lim,_,, [u®(x)| < C, ie, livre de
divergéncias. Na realidade o termo pede bem menos: que seja igual a zero o divergente da
velocidade inicial, ou seja, V- u® = 0. Ndo obstante, as condi¢des (*4*) e (*5*) impde que
u® e F, bem como suas infinitas derivadas, tendam a zero no infinito mais rapido que o
inverso de qualquer polinémio (sendo da classe C™, pertencem ao espa¢o de Schwartz).
Deve valer limy|_e u%(x) = limy, F(x,t) = 0. Para o caso (C) também deve valer
limy e F(x, t) = 0.

2) considerei o indice & como pertencente ao conjunto dos nimeros naturais, sem incluir
o zero. Além disso, a deve ser um multi-indice, i.e, a € N3, Ny ={0,1,2,3,..}, com
0u® = a2u® = 820u® = u°, o mesmo valendo para a forca externa F. Grato ao professor
Ricardo Rosa da UFR] pela informacao.

Nota B: Por um abuso de linguagem, em versoes anteriores chamei de aceleracao o termo
ou
E:
referéncia é fixa enquanto t varia). A derivada total da velocidade em relagdo ao tempo é
Du _ du
Dt ot
derivada material ou derivada substancial. Esta é a aceleragcdo que tem uma particula do

fluido inicialmente na posi¢do x(t = 0), segundo a descricdo lagrangeana do movimento. A

sendo que este é mais exatamente conhecido como aceleragdo local (a posicdo x de

+ (u-V)u, conhecida como aceleracdo convectiva, derivada de transporte,

equacdo % =0 é conhecida como Equacdo de Burgers (André Nachbin, Aspectos da

Modelagem Matemdtica em Dindmica dos Fluidos, IMPA, 2001, e Merle C. Potter e David C.
Wiggert, Mecdnica dos Fluidos, Cengage Learning, 2004).

Nota C: Para o caso (C) ndo é dificil, e com um pouco mais de criatividade prova-se
7]
também para o caso (D). Fazendo F = ¢ —vV?u + 6—1: + (u-Vu, se u,¢ € S(R3 x

[0,)) entdo F € S(R3 X [0, )), das propriedades das fun¢des pertencentes ao espago de
Schwartz, ou seja, ndo se deve escolher ¢ & S(R3 x [0, )), precisando-se ainda que seja ¢
uma funcio vetorial nio gradiente. Se u & S(R3 x [0,)), mas apenas u € C*(R3 x
[0,0)), entdo a prova pode ser feita violando-se a condicdo de energia cinética total
limitada em t > 0, conforme viXra:1601.0312.
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