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1. Introdução 

 O fato de não ser possível resolver sempre o sistema 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 

𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

nos leva a acreditar que não pode ser sempre possível encontrar solução para a 

Equação de Navier-Stokes em n=3 dimensões espaciais com força externa, ou seja, 

(1) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ ∑ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
=  ∇2𝑢𝑖 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝐹𝑖 ,3

𝑗=1  1 ≤ 𝑖 ≤ 3,  

para 𝑢𝑖, 𝑝, 𝐹𝑖  funções da posição 𝑥 ∈ ℝ3  e do tempo 𝑡 ≥ 0, 𝑡 ∈ ℝ. A constante  ≥ 0 

é o coeficiente de viscosidade, 𝑝 representa a pressão e 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) é a 

velocidade do fluido, medidas na posição 𝑥 e tempo 𝑡. A rigor, 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) tem 

dimensão de aceleração ou força por unidade de massa, mas seguiremos 

denominando este vetor e suas componentes pelo nome genérico de força. 

 Sejam 
𝑖
 funções da posição 𝑥 ∈ ℝ3 e tempo 𝑡 ≥ 0 tal que não haja solução 

para o sistema 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 

𝑖
, 𝑖 = 1, 2, 3, nossa hipótese. 

 Então, quaisquer que sejam 𝑢𝑖  e os respectivos 𝑢𝑖
0(𝑥) = 𝑢𝑖(𝑥, 0) é sempre 

possível encontrar forças 𝐹𝑖  tais que 

(2) 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
=  ∇2𝑢𝑖 −

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
− ∑ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 𝐹𝑖 = 

𝑖
,3

𝑗=1   

ou seja, 

(3) 𝐹𝑖 = 
𝑖

−  ∇2𝑢𝑖 +
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ ∑ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
,3

𝑗=1    
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para todo 𝑖 tal que 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, desde que as derivadas parciais dos campos vetoriais 

𝑢𝑖  existam. 

 Como não há uma solução possível para o sistema 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 

𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, por 

hipótese, as funções 𝐹𝑖  obtidas em (3) resultarão em não possibilidade de solução 

para o sistema (1), portanto é possível encontrar funções 𝐹𝑖  para as componentes 

da força externa 𝐹 tais que não haja solução para o sistema de equações 

diferenciais parciais (1), que são as equações de Navier-Stokes, para 𝑖 = 1, 2, 3. 

 Verifica-se assim que existe a “quebra das soluções de Navier-Stokes” sobre 

ℝ3 para específicas funções da força externa 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3), e então é possível 

solucionar este que é um dos mais difíceis problemas de Matemática em aberto. 

 A prova que fazemos é, em linhas gerais, bastante simples, por redução ao 

absurdo. Supomos por hipótese que não há equação de Navier-Stokes (1) sem 

solução (𝑝, 𝑢) possível, ou seja, supomos que sempre existe solução para (1) dados 

𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡), para 𝑥 ∈ ℝ3 e todo 𝑡 ≥ 0, e assim não existe quebra de soluções da 

equação de Navier-Stokes, supondo satisfeitas todas as demais condições que 

𝑝: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ e 𝑢: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ3 também devem obedecer neste problema, 

por exemplo, a equação da continuidade para densidade de massa constante 

(fluidos incompressíveis). Mas verificaremos que existem campos de velocidade  

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ3, 𝑥 ∈ ℝ3, 𝑡 ≥ 0, soluções da equação de incompressibilidade (7), e os 

correspondentes 𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0), 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
|𝑡=0 e 𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝐹(𝑢(𝑥, 𝑡)) ∈ ℝ3 tais que 

(1) não tem solução alguma em 𝑡 = 0, para nenhuma pressão 𝑝(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ, seja 

periódica ou não, o que contradiz nossa hipótese inicial.    

 Por outro lado, seguindo método similar ao aqui descrito, também é 

possível encontrar forças externas F  tais que (1) tenha solução, inclusive para uma 

mesma velocidade inicial 𝑢0 válida no caso de ocorrência de quebra de solução. E 

mesmo para os casos de existência de soluções, a solução de (1) não é única. Se 

(𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) é uma solução de (1), para 𝐹(𝑥, 𝑡) igual a zero ou não, haverá uma 

infinidade de outras soluções para (1), em especial as soluções da forma 

(𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝜃(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)), já que a pressão na equação de Navier-Stokes aparece 

recebendo uma aplicação diferencial em relação ao espaço, ∇𝑝 = (
𝜕𝑝

𝜕𝑥1
,

𝜕𝑝

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑝

𝜕𝑥3
), 

sem proporcionar nenhuma influência no comportamento da velocidade 𝑢 a soma 

da pressão com uma constante numérica ou função 𝜃(𝑡) diferenciável, dependente 

unicamente do tempo 𝑡, pois ∇𝑝(𝑥, 𝑡) = ∇(𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝜃(𝑡)),  para todo (𝑥, 𝑡). Para 

obediência de condições iniciais, basta assumir 𝜃(𝑡 = 0) = 0, e assim 𝑝(𝑥, 𝑡) =

𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝜃(𝑡) em 𝑡 = 0.   

 Chega-se assim à conclusão de que não há unicidade de soluções para as 

Equações de Navier-Stokes: seja 𝐹 = 0 ou não, seja  = 0 ou não, se há alguma 



3 
 

solução (𝑝, 𝑢) para (1) então há infinitas outras soluções para (1), para os mesmos  

𝐹 e , dadas as mesmas condições iniciais, por exemplo, 

(4) {

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝑎0(𝑥)

𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0(𝑥)

   

devido à infinidade de soluções 𝜃(𝑡) possíveis para a pressão 𝑝 em função do 

tempo 𝑡. Mesmo o acréscimo de mais condições iniciais para 𝑝 podem não resolver 

(1) de maneira única. 

 Assim como não há unicidade de soluções também não há unicidade em não 

soluções: se (𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) não resolve (1) então (𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝜃(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) também 

não resolverá. Além disso, uma mesma velocidade inicial 𝑢0(𝑥) e pressão inicial 

𝑝0(𝑥) podem corresponder tanto a casos de existência quanto de quebra de 

soluções, conforme a força externa 𝐹(𝑥, 𝑡) e a derivada temporal de 𝑢 em 𝑡 = 0, 
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
|𝑡=0, implicarem em um sistema de equações diferenciais parciais na 

incógnita 𝑝 solúvel ou não.  

 Mesmo se fixarmos nossa análise unicamente ao tempo inicial 𝑡 = 0, para 

um mesmo valor das condições iniciais (4) é possível encontrar uma força 𝐹 que 

implique em não solução para (1) e outra força 𝐺 que implique em existência de 

soluções, conforme veremos na seção 3. Simbolicamente, dados 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎0(𝑥) =
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
|𝑡=0  e 𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) pode-se encontrar forças 𝐹(𝑢0(𝑥)) e 𝐺(𝑢0(𝑥)) tais 

que   

(5) ∀𝑢(𝑥, 𝑡), ∃𝑢0(𝑥), ∃𝑎0(𝑥), ∃𝐹(𝑢0(𝑥)), ∄𝑝 /  

 ∇𝑝 =  ∇2𝑢 −
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− (𝑢 ∙ ∇)𝑢 + 𝐹,  

(6) ∀𝑢(𝑥, 𝑡), ∃𝑢0(𝑥), ∃𝑎0(𝑥), ∃𝐺(𝑢0(𝑥)), ∃𝑝 / 

 ∇𝑝 =  ∇2𝑢 −
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− (𝑢 ∙ ∇)𝑢 + 𝐺. 

   

2. O Problema do Milênio 

 No famoso problema do milênio referente às equações de Navier-Stokes, 

descrito na página do Instituto Clay[1], das quatro possibilidades para sua solução 

as duas primeiras pedem uma prova de que existe uma solução para as funções da 

pressão 𝑝(𝑥, 𝑡) e velocidades 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) em ℝ3 × [0, ∞), 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, para o caso 

específico de 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3)(𝑥, 𝑡) = 0 (ausência de força externa) e  > 0. As 
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duas últimas possibilidades pedem uma prova de que existem funções para a força 

externa 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3)(𝑥, 𝑡) e velocidade inicial 𝑢0(𝑥) tais que não existe 

solução para as equações de Navier-Stokes com  > 0. O caso  = 0 resulta na 

chamada Equação de Euler, que também não tem solução geral conhecida para 

𝑛 = 3, mas esta não faz parte do problema do milênio.  

 Além de  > 0 e dimensão espacial 𝑛 = 3 as quatro alternativas têm em 

comum a condição de divergente nulo para a velocidade, propriedade dos fluidos 

incompressíveis (densidade de massa constante na equação da continuidade), 

(7) 𝑑𝑖𝑣 𝑢 ≡ ∇ ∙ 𝑢 = ∑
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖

3
𝑖=1 = 0,      (fluidos incompressíveis) 

e ser a velocidade inicial 𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) um campo vetorial 𝐶∞ livre de 

divergências (infinitos) sobre ℝ3. Para que uma solução (𝑝, 𝑢) seja fisicamente 

razoável, se requer que 𝑢(𝑥, 𝑡) não cresça infinitamente para |𝑥| → ∞ e que  

(8) 𝑝, 𝑢 ∈ 𝐶∞  (ℝ3 × [0, ∞)) 

e 

(9) ∫ |𝑢(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥 < 𝐶,
ℝ3  para todo 𝑡 ≥ 0,    (bounded energy) 

satisfazendo (1) e (7). 

 Alternativamente, a condição (9) de energia total limitada pode ser 

substituída pela condição de periodicidade espacial da solução e respectiva 

velocidade inicial, assim como pressão e força externa periódicas, i.e., 

(10) 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥 + 𝑒𝑗 , 𝑡), 

(11) 𝑢0(𝑥) = 𝑢0(𝑥 + 𝑒𝑗), 

(12) 𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝑝(𝑥 + 𝑒𝑗 , 𝑡) 

e  

(13) 𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝐹(𝑥 + 𝑒𝑗 , 𝑡), 

onde 𝑒𝑗  é o jth vetor unitário em ℝ3, para 1 ≤ 𝑗 ≤ 3, igualdades válidas para 𝑢, 𝑝, 𝐹 

sobre ℝ3 × [0, ∞) e 𝑢0 sobre ℝ3. 

 Neste artigo estamos tratando principalmente dos casos (C) e (D) descritos 

em [1], ou seja: 

(C) Quebra das soluções da Equação de Navier-Stokes sobre ℝ3. Para  > 0 e 

dimensão espacial 𝑛 = 3 existem um campo vetorial suave e livre de divergências 
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𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) sobre ℝ3 e uma força externa suave 𝐹(𝑥, 𝑡) sobre ℝ3 × [0, ∞) 

satisfazendo 

(14) |𝜕𝑥
𝛼𝑢0(𝑥)| ≤ 𝐶𝛼𝑘(1 + |𝑥|)−𝑘  sobre ℝ3, para quaisquer 𝛼 ∈ ℕ e 𝑘 ≥ 0, 

e 

(15) |𝜕𝑥
𝛼𝜕𝑡

𝑚𝐹(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝛼𝑚𝑘(1 + |𝑥| + 𝑡)−𝑘  sobre ℝ3 × [0, ∞(, para 

quaisquer 𝛼 ∈ ℕ, 𝑚 ∈ ℕ e 𝑘 ≥ 0, 

tais que não existe solução (𝑝, 𝑢) sobre ℝ3 × [0, ∞( satisfazendo (1), (7), (8) e (9). 

(D) Quebra das soluções da Equação de Navier-Stokes sobre ℝ3/ℤ3. Para  > 0 e 

dimensão espacial 𝑛 = 3 existem um campo vetorial suave e livre de divergências 

𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) sobre ℝ3 e uma força externa suave 𝐹(𝑥, 𝑡) sobre ℝ3 × [0, ∞) 

satisfazendo as condições de periodicidade espacial (11) e (13) tais que não existe 

solução (𝑝, 𝑢) sobre ℝ3 × [0, ∞( satisfazendo (1), (7), (8), (10) e (12).   

 Na seção 5 faremos alguns comentários sobre os casos (A) e (B), de 

existência de soluções. 

 

3. O caso (C) 

§ 1 

 Vamos encontrar primeiramente funções 𝑢: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ que são 

soluções da equação diferencial parcial (equação da continuidade para densidade 

de massa constante) 

(16) ∇ ∙ 𝑢 = ∑
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 0,3

𝑖=1  

a condição de incompressibilidade (7). 

 Esta equação equivale à lei de Gauss para o campo magnético e para os 

campos elétrico e gravitacional no vácuo. 

 Soluções de (16) que correspondem a campos elétricos ou gravitacionais no 

vácuo, para uma única partícula na origem, fonte do campo (carga ou massa, 

respectivamente), são da forma     

(17)  𝑢 =
𝛼

𝑟2
𝑟̂ =

𝛼

𝑟3
𝑟, 

onde 𝑟 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) é o vetor posição,  𝑟̂ seu versor, 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 o módulo de  

𝑟 e 𝛼 ∈ ℝ o fator de proporcionalidade dependente do valor da carga ou massa, 

respectivamente. 
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 Não fosse a condição (9) de energia total limitada, a existência de 

divergência na origem e sua derivabilidade nesse ponto as componentes dos 

campos elétricos e gravitacionais poderiam ser candidatas às funções 𝑢𝑖  de 

componentes de velocidades, mas não às funções 
𝑖
 mencionadas na Introdução, 

tais que não exista solução para o sistema de equações diferenciais parciais  

(18) 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 

𝑖
,  1 ≤ 𝑖 ≤ 3. 

 Para satisfazer (9) vamos escolher para 𝑢 campos vetoriais com decaimento 

exponencial tais que 

(19) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 0,  1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

o que também obedece (7), por exemplo,  

(20) 𝑢𝑖 = 𝑎𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 , 𝑎𝑖 ∈ ℝ∗, 𝑏𝑖 ∈ )0, 1],  

um campo de velocidades sem aceleração, estacionário, com a convenção de ser 

𝑥4 ≡ 𝑥1. Observo aqui que (9) bem poderia ser desprezada, ou pelo menos 

modificada, caso a força externa total aplicada ∫ |𝐹(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥
𝑉

 fosse infinita. Uma 

força total infinita corresponde normalmente a uma energia total também infinita, 

portanto, no que diz respeito aos fundamentos físicos, não haveria necessidade de 

limitar a uma constante C  a integração do quadrado da velocidade sobre todo o 

espaço ℝ3. Uma substituta mais natural para (9) seria, por exemplo,  

(21)  ∫ |𝑢(𝑥, 𝑡)|
2
𝑑𝑥

𝑉
≤ 𝐴 + 𝐵 ∫ |𝐹(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥

𝑉
, 𝐴 > 0, 𝐵 ≥ 0,  

para todo 𝑡 ≥ 0, e em todo subconjunto 𝑉 ⊆ ℝ3 onde estiver sendo aplicada esta 

força. 

 Sabemos que a integração do sistema (18) no caso de campos conservativos 

resulta em 

(22) 𝑝 = ∫  ∙ 𝑑𝑙 +
𝐿

𝜃(𝑡), 

com  = (
1

, 
2

, 
3

) contínua e 𝜃: [0, ∞(→ ℝ diferenciável, correspondendo no caso 

destes campos conservativos à função trabalho (quando 𝜙 é o potencial e 𝜃(𝑡) =

0), ou variação da energia cinética, igual à variação (negativa) da energia potencial. 

Nessa situação a integral sempre existe e, a menos da função 𝜃(𝑡), independe do 

caminho 𝐿 entre os pontos 𝑥𝑜 ∈ ℝ3 e 𝑥 ∈ ℝ3, supondo que 𝐿 seja contínuo por 

partes, de classe 𝐶1 e não passe por nenhuma singularidade de . 
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 Precisamos então buscar um campo vetorial  = (
1

, 
2

, 
3

) que não seja 

gradiente, i.e., não deve existir uma função 𝑝: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ tal que exista solução 

para a equação 

(23) ∇𝑝 = , 

que equivale ao sistema (18) anterior. 

 Em muitos livros de Análise Matemática e Cálculo Diferencial e Integral 

pode-se encontrar a solução para este problema. Um dos grandes clássicos é o 

Apostol[2] (vol. II, cap. 10, Integrais de Linha), embora Courant, Elon Lages Lima, 

Guidorizzi, Kaplan, Piskunov, etc. sejam igualmente ótimas referências. 

 No teorema 10.6 de Apostol (seção 10.16) se prova que uma condição 

necessária para que um campo vetorial 𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑛) continuamente diferenciável 

em um conjunto aberto S  de ℝ𝑛 seja um gradiente em S  é que as derivadas 

parciais das componentes de 𝑓 estejam ligadas pela relação 

(24) 𝐷𝑖𝑓𝑗(𝑥) = 𝐷𝑗𝑓𝑖(𝑥),  

para todo 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 e todo 𝑥 de S . 𝐷𝑖  é o operador diferencial 
𝜕

𝜕𝑥𝑖
. 

 No teorema 10.9 de Apostol (seção 10.21) se prova que a condição (24) 

também é uma condição suficiente se o conjunto S  é um conjunto convexo aberto 

de ℝ𝑛. 

 Vamos então a seguir buscar um campo vetorial  = (
1

, 
2

, 
3

), 


𝑖
: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ, tal que 

(25) 
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑗
≠

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 ≠ 𝑗, 

para algum par (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3, 𝑥 ∈ ℝ3 e tempos 𝑡 não negativos. Adotaremos 

que nosso conjunto convexo aberto S  é o próprio ℝ3. 

 Além da condição (25) a condição (16) de incompressibilidade da 

velocidade também deve ser satisfeita, bem como as demais condições impostas 

neste problema do milênio, tais como (14) e (15). 

 Funções simples que obedecem (25) são, por exemplo, 

 1) (𝑎𝑦, 𝑏𝑥, 𝑐(𝑥 + 𝑦)),  𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐,  

 2) (0, 𝑥𝑧𝑡, 𝑥𝑦𝑡),  𝑥, 𝑦, 𝑧 ≠ 0, 𝑡 ≥ 0, 

 3) (𝑒−𝑎𝑦𝑡, 𝑒−𝑏𝑥𝑡, 𝑒−𝑐𝑧𝑡),  𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0, 𝑡 ≥ 0,  
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onde usamos 𝑥1 ≡ 𝑥, 𝑥2 ≡ 𝑦, 𝑥3 ≡ 𝑧, mas não podemos escolher arbitrariamente 

qualquer  solução de (25). 

 Para que F  não divirja no infinito, nem suas derivadas, e que obedeça (15), 

vamos escolher para  uma função limitada, contínua, com todas as derivadas 

também contínuas (𝐶∞) e limitadas, que obedeça (25) e que resulte numa função 

F, conforme (3), tal que seja possível provar (15). 

 Analisemos as três situações possíveis para 𝜑. 

 Se o campo vetorial  = (𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) definido por 

(26) 𝜑𝑖 =  ∇2𝑢𝑖 −
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
− ∑ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
,3

𝑗=1  1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

não for um gradiente, i.e., for tal que 

(27) 
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
≠

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
 para algum 𝑖 ≠ 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3, 

escolhemos 
𝑖

= 𝜑𝑖, e então, conforme (3), 

(28) 𝐹𝑖 = 
𝑖

− 𝜑𝑖 = 0,  para todo 𝑖 tal que 1 ≤ 𝑖 ≤ 3. 

Vê-se que é possível uma força nula obedecer às condições deste problema do 

milênio no caso de quebra de soluções. Assim, não me parece possível resolver em 

toda sua generalidade os casos (A) e (B) deste problema, embora não seja minha 

pretensão provar isto neste artigo. 

 Se 𝜑 for um gradiente devemos encontrar um campo vetorial 𝜔 =

(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3) que não seja gradiente, i.e., seja não conservativo, e assim o campo 

vetorial  

(29)  = 𝜑 + 𝜔  

também não será gradiente, será não conservativo, e 

(30) 𝐹𝑖 = 
𝑖

− 𝜑𝑖 = 𝜔𝑖 ,  para todo 𝑖 tal que 1 ≤ 𝑖 ≤ 3. 

 Um campo vetorial 𝜔 = 𝐹 fácil de ser obtido é 

(31) 𝜔 = (𝑐1𝜑1, 𝑐2𝜑2, 𝑐3𝜑3), 

para constantes reais 𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑗 ≠ 0, 𝑖 ≠ 𝑗.  

 Como neste caso 𝜑 é gradiente, i.e., conservativo, então (condição 

necessária)  
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(32) 
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
 para todo 𝑖, 𝑗 tais que 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3. 

 Mas se 𝜔𝑖 = 𝑐𝑖𝜑𝑖 e as derivadas parciais 
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
 não são identicamente nulas 

então 

(33) 
𝜕𝜔𝑖

𝜕𝑥𝑗
= 𝑐𝑖

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
≠ 𝑐𝑗

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
≠ 0,  para 𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑗 ≠ 0, 𝑖 ≠ 𝑗, 

i.e., 

(34) 
𝜕𝜔𝑖

𝜕𝑥𝑗
≠

𝜕𝜔𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 ≠ 𝑗, 

portanto 𝜔 não é gradiente e 

(35) 𝐹𝑖 = 
𝑖

− 𝜑𝑖 = 𝜔𝑖 = 𝑐𝑖𝜑𝑖 ,  para todo 𝑖 tal que 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

 O terceiro e último caso ocorre quando para todo 𝑥 ∈ ℝ3, 𝑡 ≥ 0, 

(36) 
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
= 0 para todo 𝑖, 𝑗 tais que 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3, 

indicando que 𝜑 é um campo conservativo e suas derivadas parciais de primeira 

ordem são iguais a zero. 

 Como buscamos algum par (𝑖, 𝑗) tal que 
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑗
≠

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑖
 em geral e queremos 

alguma função F cujas sucessivas derivadas parciais sejam da ordem de 

(1 + |𝑥| + 𝑡)−𝑘 sobre ℝ3 × [0, ∞( vamos escolher F tal que suas derivadas se 

anulem a partir da segunda ordem de derivação parcial, i.e., 

(37) 
𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑥𝑖
𝑝

𝜕𝑡𝑞
𝐹 = 0,  𝑝 ≥ 1, 𝑞 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

 e seja F  um campo não conservativo. Assim a soma 𝜑 + 𝐹, que deve ser igual a ∇𝑝,  

(38) 𝜑 + 𝐹 =  = ∇𝑝, 

será igual a um campo   não conservativo e portanto não haverá solução para 

(38), equivalente a (23) e (18). Usamos a propriedade de que a soma de um campo 

vetorial conservativo e um não conservativo é um campo vetorial não 

conservativo. 

 Escolhemos para F nesse caso um campo não conservativo que decresce 

exponencialmente em relação à posição e ao tempo em ao menos uma das 

coordenadas espaciais e pode ser igual a zero ou a uma constante nas coordenadas 

restantes (se houver). Por exemplo, 
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(39) 𝐹𝑖 = 𝑎𝑖(1 + 𝑒−𝑐1𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑖𝑒−𝑐2𝑖𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

com 𝑐1𝑖 ≠ 𝑐1𝑗 se 𝑐1𝑖 ≠ 0, e 𝑎𝑖 ≠ 0. Adotamos acima a convenção de ser 𝑥4 ≡ 𝑥1. As 

componentes 𝐹𝑖  podem depender do tempo ou não, conforme (39), sem alterar a 

propriedade de ser F  um campo não conservativo. 

 Para que F seja fisicamente consistente é necessário que 𝑎𝑖 tenha a 

dimensão de aceleração ou força por unidade de massa, 𝑐1𝑖 tenha a dimensão de 

recíproco de comprimento, 𝑐2𝑖 dimensão de recíproco de tempo e 𝑏𝑖 seja 

adimensional, podendo ser igual a zero. 

§ 2 

 Vistas as três situações possíveis para 𝜑 = 𝜙 − 𝐹 vamos agora à 

demonstração com nosso exemplo específico. Suponhamos, por hipótese, que não 

há equação de Navier-Stokes sem solução (𝑝, 𝑢) possível, ou seja, dados 𝑢0(𝑥) e 

𝐹(𝑥, 𝑡) para 𝑥 ∈ ℝ3 sempre há solução para (1), para todo instante 𝑡 ≥ 0, supondo 

ainda satisfeitas todas as condições que devem obedecer a pressão 𝑝: ℝ3 × [0, ∞(→

ℝ e a velocidade 𝑢: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ3 neste problema do milênio, por exemplo, a 

condição de incompressibilidade (7). 

 Iniciemos ampliando a condição inicial 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) do instante 𝑡 = 0 

para todo 𝑡 do intervalo 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑇 ∈ ℝ+, ou seja, deve valer como condição de 

contorno 

(40) 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑇(𝑥, 𝑡),  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 

sendo 𝑢𝑇: ℝ3 × [0, ∞(→ ℝ3. 

 A velocidade 𝑢 escolhida em (20) independe do tempo 𝑡, assim deve valer, 

para todo 𝑡 em 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 

(41) 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑖
𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥) = 𝑎𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 ,  𝑎𝑖 ∈ ℝ∗, 𝑏𝑖 ∈ )0, 1],  

e então, no intervalo de tempo 0 ≤ 𝑡 < 𝑇,  

(42) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
= 0, 

o que corresponde a um fluido sem aceleração, uma solução estacionária, cuja 

velocidade em um ponto não varia no tempo. 

 As outras derivadas parciais em 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 são 

(43) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
= 0, 𝑗 ≠ 𝑖 + 1, 
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(44) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖+1
= −𝑎𝑖𝑏𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 , 

(45) ∇2𝑢𝑖 = (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 ) 𝑢𝑖 =

𝜕2

𝜕𝑥𝑖+1
2 𝑢𝑖 = +𝑎𝑖𝑏𝑖

2𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 , 

(46) ∑ 𝑢𝑗
3
𝑗=1

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
= −𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑖+1𝑒−(𝑏𝑖𝑥𝑖+1+𝑏𝑖+1𝑥𝑖+2), 

e assim, de (26), 

(47) 𝜑𝑖 = 𝜈 ∙ 𝑎𝑖𝑏𝑖
2𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 − 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑖+1𝑒−(𝑏𝑖𝑥𝑖+1+𝑏𝑖+1𝑥𝑖+2) 

       = 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1(𝜈𝑏𝑖 − 𝑎𝑖+1𝑒−𝑏𝑖+1𝑥𝑖+2) 

ou, definindo 𝑥4 ≡ 𝑥1 e 𝑥5 ≡ 𝑥2, 

(48) {

𝜑1 = 𝑎1𝑏1𝑒−𝑏1𝑥2(𝜈𝑏1 − 𝑎2𝑒−𝑏2𝑥3)

𝜑2 = 𝑎2𝑏2𝑒−𝑏2𝑥3(𝜈𝑏2 − 𝑎3𝑒−𝑏3𝑥1)

𝜑3 = 𝑎3𝑏3𝑒−𝑏3𝑥1(𝜈𝑏3 − 𝑎1𝑒−𝑏1𝑥2)

 

 Comparando estas duas derivadas 

(49)  
𝜕𝜑1

𝜕𝑥2
= −𝑎1𝑏1

2𝑒−𝑏1𝑥2(𝜈𝑏1 − 𝑎2𝑒−𝑏2𝑥3) 

e 

(50) 
𝜕𝜑2

𝜕𝑥1
= +𝑎2𝑎3𝑏2𝑏3𝑒−(𝑏2𝑥3+𝑏3𝑥1)  

temos 
𝜕𝜑1

𝜕𝑥2
≠

𝜕𝜑2

𝜕𝑥1
, em geral, então 𝜑 é um campo vetorial não conservativo. 

Conforme (28), escolhendo 𝜙𝑖 = 𝜑𝑖 , para 𝑖 = 1, 2, 3, chega-se a  

(51)  𝐹𝑖 = 𝜙𝑖 − 𝜑𝑖 = 0.      

 Descreveríamos assim o movimento de um fluido não acelerado nas três 

direções ortogonais (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), sem força externa, no intervalo de 

tempo 0 ≤ 𝑡 < 𝑇, mas há o problema de não se encontrar a pressão do sistema. 

 Como 𝜑 é não conservativo e 𝜑 = 𝜙 então 𝜙 é não conservativo. Como 

deveria valer a equação (2)  

(52) 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 

𝑖
,  1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

para haver solução de (1), mas 𝜙 é um campo vetorial não conservativo, i.e., não 

gradiente, então o sistema acima não tem solução, e portanto encontramos uma 
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velocidade inicial 𝑢0(𝑥) = 𝑢𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) e uma força externa 𝐹(𝑥, 𝑡) = 0 tal 

que não há solução para a equação de Navier-Stokes (1) no intervalo de tempo 

0 ≤ 𝑡 < 𝑇. Como nossa hipótese inicial admite haver solução (𝑝, 𝑢) em todo 𝑡 ≥ 0  

chegamos a uma contradição, o que invalida nossa hipótese inicial.    

§ 3 

 Para uma demonstração compatível ao problema do milênio é necessário 

que 𝑇 → 0. A condição inicial requerida para a velocidade é 𝑢(𝑥, 0) =  𝑢0(𝑥), 

portanto não podemos prefixar 𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝑢𝑇(𝑥, 𝑡), para 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑇 ∈ ℝ+, em 

nossa demonstração final. 

 A equação de Navier-Stokes (1) e a condição de incompressibilidade (7) 

devem ser satisfeitas para todo instante 𝑡 ≥ 0, portanto também em  𝑡 = 0.  

 Em 𝑡 = 0 temos 

(53) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
|𝑡=0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥𝑗
, 

(54) ∇2𝑢𝑖|𝑡=0 = ∇2𝑢𝑖
0, 

(55) ∑ 𝑢𝑗
3
𝑗=1

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
|𝑡=0 = ∑ 𝑢𝑗

0 𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥𝑗

3
𝑗=1 , 

(56) 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗
|𝑡=0 =

𝜕𝑝(𝑥,0)

𝜕𝑥𝑗
, 

mas nem sempre vale  

(57) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑡
, 

pois 
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑡
 é identicamente nulo, enquanto 

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 pode ser nulo ou não nos 

movimentos acelerados em geral, independentemente do valor de 𝑢𝑖
0(𝑥). 

 A equação (1) em 𝑡 = 0 pode então ser reescrita como 

(58) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 + ∑ 𝑢𝑗

0 𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥𝑗
=  ∇2𝑢𝑖

0 −
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
(𝑥, 0) + 𝐹𝑖(𝑥, 0),3

𝑗=1   1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

ou, definindo 𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0(𝑥) e 𝐹𝑖(𝑥, 0) = 𝐹𝑖
0(𝑥), 

(59) 
𝜕𝑝0

𝜕𝑥𝑖
=  ∇2𝑢𝑖

0 −
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 − ∑ 𝑢𝑗

0 𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥𝑗

3
𝑗=1 + 𝐹𝑖

0 = 
𝑖
0, 

equação similar a (2) para 𝑡 = 0. 
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 Já vimos que sistemas semelhantes a (59), para 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,  só terão solução 

se 0 for um campo vetorial gradiente, ou conservativo, qualquer que seja o valor 

de 𝑡, e obviamente para 𝑡 = 0 esta exigência precisará também ser obedecida. 

 Tal como feito em (22), a solução de (59), no caso de 0 ser gradiente, é  

(60) 𝑝0 = ∫ 0 ∙ 𝑑𝑙 +
𝐿

𝜃(𝑡 = 0),  

e assim fica claro que 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0, por não ter seu valor univocamente determinado 

através de 𝑢𝑖
0 e 𝑢0, em geral, nem de 𝐹𝑖

0 e 𝐹0, proporcionará um valor para a 

pressão inicial 𝑝0 que dependerá deste valor de 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0, a variação temporal 

inicial da componente 𝑢𝑖  da velocidade. 

 Também podemos encontrar combinações de 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 e 𝐹𝑖

0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, tais 

que o sistema (59) tenha solução ou não, conforme resultem em campos vetoriais 

0 gradientes ou não, seguindo método semelhante ao indicado anteriormente 

nesta seção, por isso 𝑢0(𝑥) e 𝐹0(𝑥) não determinam de maneira única a quebra ou 

não das soluções das equações de Navier-Stokes em 𝑡 = 0. Consequentemente, 

𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡) não determinam de maneira única a quebra ou não das soluções das 

equações de Navier-Stokes sobre ℝ3 × [0, ∞(.   

 Usando o exemplo de velocidade inicial utilizado na seção 3 §2, em (41), 

(61) 𝑢0(𝑥) = 𝑎𝑖𝑒−𝑏𝑖𝑥𝑖+1 ,  𝑎𝑖 ∈ ℝ∗, 𝑏𝑖 ∈ )0, 1],  

para 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, façamos 𝑇 → 0, 𝐹 = 0 e escolhamos 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 0 como mais uma 

condição inicial, tal qual (42). Isso fará com que não haja solução para 𝑝 em 𝑡 = 0, 

conforme os cálculos da seção 3 §2, e assim mostramos um exemplo de quebra de 

soluções da equação de Navier-Stokes em 𝑡 = 0 pelo acréscimo de condição inicial 

adicional. Tal exemplo satisfaz a todos os requisitos que devem ser obedecidos por 

𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡).   

 

4. O caso (D) 

 Na seção 3 anterior dividimos o caso (C) em três situações possíveis para 

𝜑 =  − 𝐹: 

 1) 𝜑 é um campo vetorial não gradiente 

 2) 𝜑 é um campo vetorial gradiente, com  
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
≠ 0, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3 

 3) 𝜑 é um campo vetorial gradiente, com  
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝑥𝑖
= 0, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3 
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 Como uma demonstração genérica para o caso (C) não exclui a 

possibilidade de serem espacialmente periódicas as funções 𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡), assim 

como a função velocidade 𝑢(𝑥, 𝑡), seremos nesta seção mais breve que na anterior; 

o essencial da técnica utilizada nesta demonstração está dada na seção 3.  Quanto à 

pressão 𝑝, uma vez que nosso método se baseia na prova de que 𝑝 não existe, será 

irrelevante admitir que 𝑝 seja ou não periódica. Não existirá pressão 𝑝(𝑥, 𝑡) 

alguma, periódica ou não, que resolva para todo 𝑡 ≥ 0 as equações de Navier-

Stokes (1) com a condição de incompressibilidade (7), para específicas funções 

𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡), levando-se em consideração a condição inicial adicional 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0. 

 Escolhamos então para 𝑢0(𝑥) uma função trigonométrica de período 1 na 

direção 𝑒1 e igual a zero nas outras duas direções, 𝑒2 e 𝑒3, ou seja, 

(62) 𝑢0(𝑥) = (𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑥2), 0, 0). 

 Em 𝑡 = 0 temos então 

(63) 
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
|𝑡=0 = +2𝜋cos (2𝜋𝑥2) 

(64) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
|𝑡=0 = 0, (𝑖, 𝑗) ≠ (1, 2) 

(65) ∇2𝑢𝑖 = (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 ) 𝑢𝑖 = {

𝜕2

𝜕𝑥2
2 𝑢1 = −4𝜋2𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑥2), 𝑖 = 1

0,   𝑖 ≠ 1
 

(66) ∑ 𝑢𝑗
3
𝑗=1

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
= 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3. 

 Por simplicidade, escolhamos também 

(67) 
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, 

e assim a equação (1) fica, em 𝑡 = 0, 

(68) 
𝜕𝑝0

𝜕𝑥𝑖
= 𝜑𝑖

0 + 𝐹𝑖
0 = 

𝑖
0 = {

− ∙ 4𝜋2𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑥2) + 𝐹1
0, 𝑖 = 1

𝐹𝑖
0, 𝑖 ≠ 1

 

definindo 𝑝0(𝑥) = 𝑝(𝑥, 0), assim como os demais índices superiores 0 (zero) 

correspondendo à respectiva função em (𝑥, 0).  

 Para  ≠ 0 e 𝐹0 = 0 vemos que 0 dada em (68) é não gradiente, logo, não 

há solução para o sistema (68) escolhendo 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 0, 𝐹 = 0,  ≠ 0 e a velocidade 

inicial dada por (62), o que é então mais um exemplo de quebra de soluções da 
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equação de Navier-Stokes, e que também satisfaz a todos os requisitos que devem 

obedecer 𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡), como é fácil de ver. 

   

5. Comentários sobre os casos (A) e (B): existência de soluções 

 Os casos mais difíceis de serem tratados neste problema do milênio, em 

minha opinião, são as duas primeiras alternativas, que pedem solução para as 

equações de Navier-Stokes dada uma velocidade inicial genérica qualquer 𝑢0(𝑥) 

satisfazendo determinadas condições, conforme descrito a seguir. 

(A) Existência e lisura das soluções da Equação de Navier-Stokes sobre ℝ3. Para 

coeficiente de viscosidade  > 0, dimensão espacial 𝑛 = 3, força externa 𝐹 = 0 e 

qualquer campo vetorial suave e livre de divergências 𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) sobre ℝ3 

existe solução (𝑝, 𝑢) sobre ℝ3 × [0, ∞( para as equações de Navier-Stokes 

satisfazendo (1), (7), (8), (9) e (14). 

(B) Existência e lisura das soluções da Equação de Navier-Stokes sobre ℝ3/ℤ3. 

Para coeficiente de viscosidade  > 0, dimensão espacial 𝑛 = 3, força externa 

𝐹 = 0 e qualquer campo vetorial suave e livre de divergências 𝑢0(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) 

sobre ℝ3 satisfazendo a condição de periodicidade espacial (11) existe solução 

(𝑝, 𝑢) sobre ℝ3 × [0, ∞( para as equações de Navier-Stokes satisfazendo (1), (7), 

(8), (10) e (12). 

 
 Vejamos. Não fosse a exigência de ser 𝐹 = 0 seria muito simples resolver 

Navier-Stokes. Poderíamos escolher pressões 𝑝(𝑥, 𝑡) fisicamente razoáveis, 

velocidades 𝑢(𝑥, 𝑡) fisicamente razoáveis satisfazendo 𝑢(𝑥, 0) =  𝑢0(𝑥) e ainda que 

𝑝 e 𝑢 (e consequentemente 𝑢0) obedecessem às demais condições requeridas para 

este problema, a exemplo de ∇ ∙ 𝑢 = 0, o que resultaria enfim numa força externa 

𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) tal que 

(69) 𝐹𝑖 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ ∑ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
−  ∇2𝑢𝑖 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
,3

𝑗=1   1 ≤ 𝑖 ≤ 3. 

Nossa atenção se concentraria em provar que 𝐹 não viola nenhuma regra, 

nenhuma condição que 𝐹 deveria obedecer pela imposição do problema. 

 A equação (69) mostra claramente que existem combinações das variáveis 

(𝑝, 𝑢) que são proibidas nos movimentos de fluidos sem força externa, pois se o 

lado direito de (69) resultar para ao menos uma das componentes 𝑖 um valor não 

nulo para a força externa chegaríamos a uma contradição, já que o movimento 

seria, por definição, sem força externa.   

 Também não podemos utilizar qualquer velocidade inicial 𝑢0(𝑥). Todas as 

condições que devem obedecer 𝑢(𝑥, 𝑡) em 𝑡 ≥ 0 devem ser obedecidas por 𝑢0(𝑥), 
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já que esta equivale a 𝑢(𝑥, 𝑡) no instante inicial 𝑡 = 0. Em especial, 𝑢0(𝑥) deve 

obedecer também às equações de Navier-Stokes (1) e de incompressibilidade (7).  

 Isto nos sugere que 𝑢0(𝑥) pode ser, ela própria, a procurada solução de (1), 

inclusive para todo 𝑡 ≥ 0, com a imposição da condição de contorno adicional 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0. Temos assim o caso de fluidos não acelerados, uma solução estacionária. Se 

a correspondente função 𝜙 em 

(70) 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
= 𝜈∇2𝑢𝑖

0 − ∑ 𝑢𝑗
0 𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥𝑗
= 𝜙𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 3,3

𝑗=1  

for gradiente então o problema está resolvido, para uma infinidade de pressões 

possíveis, admitindo-se satisfeitas as demais condições que devem ser obedecidas 

por 𝑢 e 𝑝. No caso de fornecermos 𝑝0(𝑥) como condição inicial ao invés de 𝑎0(𝑥), 

sempre haverá solução em 𝑡 = 0, e teremos 

(71) 𝑎𝑖
0 = 𝜈∇2𝑢𝑖

0 −
𝜕𝑝0

𝜕𝑥𝑖
− ∑ 𝑢𝑗

0 𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥𝑗
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 33

𝑗=1 .  

Se o valor de 𝑎0 que se obtém acima for igual a zero então 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥) e 

𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝑝0(𝑥) + 𝜃(𝑡) são uma solução do problema, para 𝑡 ≥ 0. 

 Mas o caso geral ainda nos foge neste momento: dado 𝑢0(𝑥) obter 𝑢(𝑥, 𝑡) e 

𝑝(𝑥, 𝑡), soluções das equações de Navier-Stokes. Para mim parece claro que é 

preciso ao menos mais uma condição inicial, como já vimos com o uso de 

𝑎0(𝑥) =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0 nas seções anteriores. Além disso, nas diversas equações 

diferenciais ordinárias e parciais de segunda ordem da Física Matemática[3] e que 

já foram amplamente estudadas é comum (até necessário) a utilização de (pelo 

menos) duas condições iniciais ou de contorno para a sua completa solução, e não 

vejo motivo para aqui ser diferente.    

 

6. Conclusão 

 Na seção 3 vimos que 𝑢0(𝑥) e 𝐹0(𝑥) não determinam de maneira única a 

quebra ou não das soluções das equações de Navier-Stokes em 𝑡 = 0. Foi 

necessário saber o valor de 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0. Consequentemente, 𝑢0(𝑥) e 𝐹(𝑥, 𝑡) não 

determinam de maneira única a quebra ou não das soluções das equações de 

Navier-Stokes sobre ℝ3 × [0, ∞(. Além disso, a pressão 𝑝(𝑥, 𝑡) sempre pode ser 

somada a alguma função do tempo 𝜃(𝑡), o que não altera nem o valor de ∇𝑝 e nem 

a velocidade 𝑢, quaisquer que sejam a condição inicial 𝑢0(𝑥) e a força externa 

𝐹(𝑥, 𝑡), ou seja, também não há nem unicidade de soluções, nem de não soluções, 

exceto se forem dadas mais condições iniciais e de contorno para 𝑝(𝑥, 𝑡). 
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 Resolvemos o problema do milênio para as equações de Navier-Stokes no 

que nos foi possível encontrar com mais precisão: casos de inexistência de 

soluções (para a pressão) em 𝑡 = 0 pelo acréscimo de mais uma condição inicial, a 

derivada temporal do vetor velocidade em 𝑡 = 0, que chamamos de 𝑎0(𝑥) =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=0. Este raciocínio não poderá ser utilizado, entretanto, se nossa condição 

inicial adicional for 𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0(𝑥), ao invés da condição para a variação temporal 

de 𝑢, pois nesse caso sempre haverá algum valor que poderá ser encontrado para 

𝑎0(𝑥) em 𝑡 = 0, dado por (71). Isto sugere que existem velocidades e acelerações 

proibidas nos movimentos de fluidos, assim como nos casos das combinações de 

(𝑝, 𝑢) para os movimentos sem força externa.      

 Em (69) vemos que sempre é possível encontrar uma força externa 𝐹(𝑥, 𝑡) 

tal que haja solução para as equações de Navier-Stokes, dados 𝑢(𝑥, 𝑡), e 

consequentemente 𝑢0(𝑥), e 𝑝(𝑥, 𝑡), o que poderia nos fazer concluir que então não 

existem casos de quebra de soluções, mas o que ocorre é que a definição da 

questão feita neste problema para os casos de quebra de soluções impõe que a 

força e a velocidade inicial sejam os campos vetoriais que nos são dados, e assim a 

velocidade e a pressão em 𝑡 ≥ 0 são as incógnitas a serem encontradas. Nesta 

situação é possível encontrar exemplos onde não há solução para as equações, 

especificamente para a pressão em  𝑡 = 0. 

 Termino este artigo indicando três excelentes textos sobre Mecânica dos 

Fluidos, [4], [5] e [6], cuja leitura certamente contribuirá para a obtenção de 

resultados mais profundos sobre os problemas aqui tratados. Outra ótima 

referência é [7], mais voltada às equações de Euler. 
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