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Sinopsis. Durante el afio de 1923 Einstein escribio tres articulos en los que desarrollo la primera teoria de
campo puramente afin con la que pretendia unificar los campos gravitatorio y electromagnético. La teoria no
resultd satisfactoria, pero la investigacion de Einstein, primero olvidada y luego recuperada en los afios
cuarenta por Schrodinger, aporta interesantes ideas que pueden servir para la construccion de una generali-
zacion de la teoria de la gravedad. En esta investigacion analizamos la teoria de Einstein, detallando los
calculos ausentes en el trabajo original.

Abstract. During 1923 Einstein wrote three articles that developed the first purely affine field theory with
which he tried to unify the gravitational and electromagnetic fields. The theory was not satisfactory, but
research of Einstein, first forgotten and then recovered in the forties by Schrédinger, provides interesting
ideas that may serve to construct a generalization of the theory of gravity. In this research we analyze
Einstein's theory, detailing the missing calculations in the work original.
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1.- Introduccién

Hace ahora exactamente un siglo Einstein y Hilbert obtuvieron las ecuaciones finales de la Relatividad
General, una teoria gravitatoria que da sustancialidad al campo, al que identifica con el continuo espacio-tiempo.
La gravedad es el resultado de la «curvatura» del espacio-tiempo que es producida por la masa de los cuerpos.

Nada mas surgir la teoria general de la relatividad se intentd su generalizacion. Si la gravedad era explicada
por la geometria del espacio-tiempo, lo mismo deberia de ocurrir con el otro campo conocido en la época, el
electromagnético. Ademas, la Relatividad General no es una pura teoria de campo, puesto que no es capaz de
interpretar la materia, de tal forma que la teoria es mixta en el sentido de que la materia aparece como un
elemento extrafio al campo.

La primera generalizacion de la Relatividad General la realizdo Hermann Weyl y su gran logro consistié en
formular una teoria geométrica en la que la conexion no era lo mismo que los simbolos de Christoffel; o sea, la
geometria no era de Riemann sino una mas general. La teoria de Weyl reconocia la importancia de la conexion,
que se situaba al mismo nivel que la métrica.

Poco tiempo después Eddington reconocid que es posible desarrollar una geometria cuyo principal elemento
sea la conexion, mientras que la métrica aparece como una magnitud derivada. Sin embargo, Eddington no
desarroll6 plenamente la teoria fisica correspondiente, pero dejo los cimientos para que poco tiempo después
Einstein desarrollara la primera teoria basada en la conexion, que ahora es llamada teoria de campo puramente
afin.

En este articulo analizamos la investigacion que realizd Einstein en el afio 1923 a lo largo de tres trabajos, en
la que desarroll6 la primera teoria puramente afin de campo, que no logro6 unificar satisfactoriamente la grave-
dad y el electromagnetismo. Este proyecto de teoria puramente afin fue pronto abandonado, hasta dos décadas
después en que Erwin Schridinger recuper6 la teoria de Einstein generalizandola a conexiones no simétricas.

2.- Generalidades sobre la teoria de campo puramente afin
La teoria de campo puramente afin establece que los inicos potenciales del campo son las componentes de
la conexion T",,", de las que no se exige que sea simétrica, aunque en la teoria de Einstein asi se toman.* La
densidad lagrangiana L de la que se derivan las ecuaciones de campo depende tanto de las componentes de la
conexion como de sus primeras derivadas puesto que queremos obtener ecuaciones de campo de segundo orden
respecto a los potenciales

L=1(r,/.,%), (1)
donde representamos las densidades (escalares o tensoriales) por letras en negrita y las comas son derivadas

parciales respecto a las coordenadas. Tenemos que indicar que una densidad escalar, tal como £, es un escalar
multiplicado por la raiz cuadrada del determinante de un tensor de segundo orden covariante. Es decir

* Para lo referente a lamatematica empleada en este articulo nos remitimos a SEGURA GONZALEZ, Wenceslao: La conexion
afin. Aplicacion a la teoria clasica de campo, eWT, 2015, que se puede descargar gratuitamente en la direccion
http://vixra.org/abs/1504.0085.
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L=al ()
donde L es un escalar y a es el valor absoluto del determinante del tensor «a;,, que bien puede ser (pero no
necesariamente debe ser) el tensor métrico. Con independencia de cual sea el tensor «;,, laley de transforma-
cion de (2) es siempre la misma.

El escalar L tiene que venir expresado en funcion de tensores (aunque excepcionalmente puede ser un
escalar constante). Estos tensores a su vez deben depender de la conexion y su primera derivada. Ahora bien,
el unico tensor con esas caracteristicas es el tensor de curvatura de Riemann R®,,, y tensores de él derivado:
tensor de Ricci R;, y curvatura homotética 7, .

Hoy otros tensores que pueden intervenir en el argumento de la densidad lagrangiana, aunque no gozan de la
propiedad de depender de la derivada de la conexion, se trata del tensor de torsion 7,;,” =21 . 41 » del vector de
torsion 7, =7, kk y del tensor completamente antisimétrico AP = 1/ JaeP? (siendo ael Valor absoluto del
determinante de un tensor covariante de segundo orden y &#?"* son los simbolos de Levi-Civita; ndtese que
suponemos espacio-tiempo tetradimensional).

Aunque de momento no se ha definido el tensor métrico que nos servira para subir o bajar los indices, es
posible derivar de un tensor de segundo orden otro con los indices invertidos. Por ejemplo, consideremos el
tensor de Ricci R;; que podemos suponer son los elementos de una matriz; entonces los elementos de la matriz
inversa (que suponemos que existe) son R™* de tal forma que se cumple

Yikp o _ gl
R er - 5r
j s .z , *j
como R,. y &, son tensores, asi también lo sera R i

Por lo dicho, concluimos que existen numerosas posibilidades de construir una densidad lagrangiana con los
requerimientos exigidos por la teoria puramente afin. Por ejemplo, Einstein sefialé como densidad lagrangiana

Lk
Rst'kr Rlqu 2 e > (3)
hay que tener en cuenta que los simbolos de Levi-Civita representan una densidad tensorial ( £ 79"* =~fa A?9")

de tal forma que (3) es una densidad escalar.
La accion del campo es definida por la integral

1=deQ,

dQ es el producto de las diferenciales de las coordenadas d Q = dx dx'dx>dx?> . Para obtener las ecuaciones
de campo se aplica el principio de minima accién

51=5[1dQ=0 @)

variando arbitrariamente las componentes de la conexion.
: B - p . . (o
Si Gy =G\ Ty, ., k,s) es un argumento de la densidad lagrangiana, el tensor métrico se define por
i OL(Gy.....) )
- B
0G
que sera simétrico si lo es el tensor G, ; naturalmente este tensor puede ser asimétrico, lo que no puede ser es
antisimétrico, pues entonces asi lo seria el tensor métrico, el cual debe tener una parte simétrica para poder
construir el elemento de linea.

De (4) y (5) obtenemos dos conjuntos de ecuaciones de campo. De (4) hallamos las ecuaciones auxiliares
que son unas ecuaciones que nos relacionan la conexion con el tensor métrico (y con otros tensores de campo
si existieran, ver mas adelante). Mientras que de (5) obtenemos las genuinas ecuaciones de campo y para
poderlas resolver sera necesario sustituir en ellas las ecuaciones deducidas de (4). En efecto, de (4) tenemos

5 [ ik
él—éjl(Gik,...)dQ—O—J'él(Gik,...)dQ—J'(EéGik +....JdQ—I(g 8G i +....)dQ,
0G ;; (y las restantes variaciones de los argumentos de la densidad lagrangiana si existieran) se pone en funcion
de 6T, utilizando para ello el teorema de Gauss y la identida de Palatini como veremos mas adelante

ik r
SI=[F 8T, /dQ=0
y como las §T",," son arbitrarias obtenemos

ik
F* =0, | (©)
debemos advertir que en el caso de que la conexion sea simétrica, entonces Fr’k se descompone en parte
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simétrica y antisimétrica, eliminandose esta parte cuando se multiplica por la variacion de la conexion simétrica,
de tal forma que se obtiene en vez de (6) la ecuacion

F9) =
que son las ecuaciones auxiliares. Démonos cuenta que para obtener la ecuacion (6) no se necesita conocer
expresamente la forma de la densidad lagrangiana, sélo es necesario saber su dependencia funcional, es decir
conocer los argumentos de los que depende. El nimero de ecuaciones auxiliares son 64 si la conexién es
asimétrica y 40 si fuese simétrica.

La ecuacion de campo se obtiene de aplicar (5), pero para ello es necesario conocer la forma de la densidad
lagrangiana, no nos basta con conocer su dependencia funcional. Finalmente es necesario sustituir (6) en (5) al
objeto de hacer desaparecer la conexion. El nimero de ecuaciones de campo que se obtengan va a depender de
las propiedades de simetria de G, 16 si es asimétrica y 10 si es simétrica.

Si la densidad lagrangiana tuviese mas argumentos

entonces sera posible obtener nuevas ecuaciones de campo

h ik — i (7)
0H ,,

con las mismas propiedades generales que (5). En este caso la ecuacion (6) relaciona la conexion con las
distintas intensidades de campo g'*, A’ ...

Si G,, y H;; son argumentos aceptables de la densidad lagrangiana, también lo seran sus combinaciones
lineales

ik =Gy + BH
Hiy =a'Gy +H,y;

que deben ser linealmente independientes.

Naturalmente no hay ningin impedimento para que el argumento de la densidad lagrangiana sea un tensor de
orden mayor que dos. Por ejemplo, si uno de los argumentos de £ es K ,,. entonces tendremos la ecuacion de
campo

ikrs

kikrs _ oL

0K
que corresponde a 256 ecuaciones, a no ser que haya alguna propiedad de simetria.
Se puede obtener la transformada de Legendre £~ de la densidad lagrangiana. Partimos de que la dependen-
cia funcional de £ es

ikrs

L=L(G.Hy......)
donde las intensidades de campo son definidas por (5) y (7), ahora queremos obtener la funcién

*

L :l*(gik,hik, ..... )
llamada transformada de Legendre de £ y que es definida por

L'=g"G,+h™H, +..-L,
al derivar queda

dt' =dg™G,, +g"dG, +dh""H, + h""dH  +...— ot dG,, - ot dH,, —....
G 0H

por las definiciones (5) y (7)

dt’ =dg"™G,, +dh"*"H  +...
de donde se deduce que

oL oL
Gp=——7F; Hjp=—7—F; ... 8
k 8g’k k ah,k ( )

como hemos dicho, las ecuaciones de campo se derivan de (5) y (7), también es posible, y a veces conveniente,

partir de la transformada de Legendre de L y obtener las ecuaciones de campo a partir de (8). Hay que

observar la similitud de £* con la funcion de Hamilton en la formulacién hamiltoniana de la mecéanica clésica.
Existe un cercano paralelismo entre la formulacion puramente afin de campos y el formalismo lagrangiano
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para los campos clasicos. Por ejemplo, el campo gravitatorio newtoniano en el vacio se representa por la
densidad lagrangiana

1 2
L=2(v9)
donde ¢@es el potencial gravitatorio. El vector intensidad de campo gravitatorio G se define por
G=-V4,
entonces encontramos la correspondencia de la conexién T';," con el potencial ¢; el argumento tensorial G,
es equivalente a V ¢ y finalmente a g’k le corresponde la intensidad de campo G.

3.- Las ecuaciones auxiliares en la teoria de Einstein
La teoria puramente afin que Einstein desarrollo a lo largo del afio 1923, parte de una conexion simétrica, que
no es idéntica a los simbolos de Christoffel como ocurre en la Relatividad General; en este sentido la teoria que
examinamos es una generalizacion de la teoria general de la relatividad.
En general el tensor de Ricci tiene parte simétrica y antisimétrica

Ry = R(ik) + R[ik]
donde el paréntesis redondo significa simetrizacion y el cuadrado antisimetrizacion. En su teoria Einstein preten-
de identificar la parte simétrica del tensor de Ricci con el tensor métrico, pero hay que observar que las dimen-
siones de ambas magnitudes son diferentes. Mientras que el tensor métrico tiene la unidad de longitud al cuadra-

do L?, el tensor de Ricci es adimensional puesto que depende de la conexion y de sus derivadas y ambas son
adimensionales. Para tener en cuenta esta diferencia de unidades se define

ﬂsz‘k =&k + i
donde g;, essimétricoy ¢,, antisimétrico. A debe ser un gran nimero y tener la unidad de longitud. Lo de gran
nimero se comprende porque a los campos gravitatorios (a excepcion de los extremadamente intensos) les
corresponde valores extremadamente pequeiios del tensor de Ricci.
En su investigacion Einstein pretende identificar g;, con el campo gravitatorio puroy ¢,, con el electro-
magnético, de ahi sus caracter simétrico y antisimétrico. En un campo gravitatorio sin presencia del
electromagnetismo se tendra

A 2Rik =&k
entonces 1/ A% corresponde a la constante cosmolégica.
En el razonamiento que vamos a seguir no vamos a tener en cuenta lo anterior, porque no es necesario hacer
esa suposicion y porque de la teoria puramente afin surge la constante cosmologica de manera natural como

veremos mas adelante.
Por definicion el tensor de Ricci es

_ r _ r r t r t r
Ry =R =1, =1y +1, T, =L, T,
R?., eslatensor de curvatura. Se deduce que cuando la conexion es simétrica las partes simétrica y antisimétrica
ikr
del tensor de Ricci en funcion de la conexion y sus derivadas primeras son
1., 1.,
R(ik) :EFir,k +Erir,s -
1 r r
R[ik] = E(Fri,k - 1—‘rk,i )
En su primer trabajo de 1923 Einstein hace la suposicion de que la densidad lagrangiana tiene como argumen-
p 3]
to el tensor de Ricci, que descompone en parte simétrica y antisimétrica, es decir

L= L{R Ry
definiendo las intensidades de campo por las relaciones
ik _ oL Fik_ oL
OR (11 OR(x)
simétrico el primer campo y antisimétrico el segundo; es decir el primer campo tiene 10 componentes indepen-

dientes y el segundo tiene 6. Por estos nimeros cabe entender que el primer campo representa la gravedad y el
segundo un campo vectorial, que Einstein trato de identificar con el campo electromagnético.

Fik,rr +0, T, -T,T,"
)
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Aunque estamos considerando densidades tensoriales y escalares, no sabemos atn cual es el determinante
del tensor de segundo orden cuya raiz cuadrada nos sirve para definir las densidades, puesto que todavia no
hemos definido la densidad lagrangiana.

El siguiente paso consiste en aplicar el principio de minima accion

81 = [1{R ). Ry |4 2=0,
desarrollando

a l a l ik ik
aR(k) 5R(’k)+6R—[k]§R[lk] dQ—I[g 5R(tk)+f §R[1k]:|dQ—0, (10)
1 1

pero las variaciones de las partes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci no son arbitrarias, pues lo que se
varian son las componentes de la conexion; es decir, es necesario poner esas variaciones en funcion de las
variaciones de la conexion ST;," . Esto se consigue con las llamadas identidades de Palatini que se deducen
directamente de (9) al tener en cuenta que se puede permutar las derivadas respecto a las coordenadas y la
variacion &

1=

1 ! ,
6R(yy =5 D0 +5 D4 8T,/ =D, 8T
I 1 (D

5R[ik] = EDk 5Firr —EDi 5Fkrr
expresiones validas si la conexion es simétrica, o sea, si no hay torsion. Sustituyendo (11) en (10)
51 =J’[g”‘ %Di 5T, +g™* %Dk ST, —g"D,or, +f™* %Dk ST, —F'* %D,. 5rk,’}d9 =0 (12

ahora hay que integrar por partes; por ejemplo para la primera de las integrales

%jgikD[ 5rk;d§z=%jp,. (g"sT,)) dQ—%jD[gl‘kark;dQ
por aplicacion del teorema de Gauss la primera integral del segundo miembro se transforma en una integral de
superficie, como suponemos que las §T',,”, aunque arbitrarias, se anulan en el limite de integracion, entonces se
anula la integral de superficie.

Al hacer lo mismo con los restantes términos de (12) queda

SI :%I[—Di 98T,/ ~D,g"sT,/ +2D,g"sT / ~ D 5T,/ + D F%6T ] |dQ=

=%J’[—5,"Ds 9" -6!D,g" +2D,g" -5/ D " +5D F* 6T, JdQ=0

ahora tenemos en cuenta que las §T",, son arbitrarias pero no todas independientes, puesto que la conexion es
simétrica. Lo que hacemos es descomponer la expresion entre paréntesis en parte simétrica y antisimétrica, esta
Gltima se anula al mutiplicarla por §T",,” ; como laanulacién de la integral significa anulacion del integrando y
como las 5", son arbitrarias debera cumplirse

k Y k ik ok ' ir £k
-6,D,g" -6,D,g"" +2D,.g"" -5,Df" -5,D F* =0, (13)
al contraer los indices ky

Dsg”=—§i" (14)
en el razonamiento hemos tenido en cuenta que g”" es simétrico y hemos hecho la definicién
i'=Df".
Llevando el resultado (14) a (13) encontramos
1 1.
Drg’k+§5rki’+§5r’ik=0 (15)

que son las ecuaciones auxiliares de la teoria de Einstein.
4.- La conexion afin en funcién de las intensidades de campo

Nos interesa conocer la expresion que nos de el valor de la conexion afin en funcién de g'* yde 7 ¥y que
es deducible de (15). Para alcanzar este objetivo vamos a definir un nuevo tensor
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ik
ik _ 9
Js (10

donde el determinante s (que entendemos es un valor absoluto) es

s=det[g”‘]. (17)
s'* esun tensor de caracter contravariante y simétrico *, del que podemos derivar sus componentes covariantes
ks, =6k (18)
Entendiendo (16) como una expresion matricial, se encuentra que
; 1
det ( s ) =—
s
entonces de (17)
s=det(s; ).

Ahora tenemos a nuestra disposicion un tensor de segundo orden covariante s,, adecuado para que la raiz
cuadrada de su determinante se pueda utilizar para construir las densidades tensoriales.

Como 7* es una densidad vectorial debe ser igual a un vector multiplicado por la raiz cuadrada del determi-
nante de un tensor covariante de segundo orden, esta definicion es independiente del determinante que se use.
Entonces podemos poner

it =si*

que nos sirve de definicion del vector i ¥ . Naturalmente si hubieramos utilizado otro determinante habriamos
obtenido un vector i* diferente. También utilizaremos s ;¢ parasubiry bajar los indices. Con estas definiciones
(15) la ponemos como

D s +§5fﬂ +§5;’i" -0 (19)

donde todas las densidades estan calculadas con \/E .
La conexién la podemos descomponer como

r_gr*r r
Dy =Ly + Xy
* r . .y . r .
donde L, "son los simbolos de Christoffel respecto a s, , que es a su vez una conexion simétricay X, " esun
tensor simétrico por serlo la conex1on Advertimos que como s, €s simétrico, por la definicion de los 51mbolos

de Christoffel encontramos que D s, =0 donde D" es la derivada covariante calculada respecto a L,
entonces de (19)

(\/—s’k) \/—s’k pq( —smeq,’”—squpr’”)+

- (20)
+\/§(D,s’ +s”’kar’ +s””Xm,k):—§(5,ki’ +5,’i")
donde hemos tenido en cuenta que
D,s=ss"D,s,, .
(20) se simplifica
. S 1 o
k k k k. k
- X, +s X +sMX,, =—§(5,z’+5ﬁz ) Q1)

Multiplicando ambos miembros de (21) por sy,s,, y luego permutando los indices se encuentran las tres

* Si imponemos la condicion de que (16) es valido en cualquier sistema de coordenadas, entonces bajo un cambio de
coordenadas (16) se transforma segtin

IIAA" rd

Y

= = =4 AksP

Js' 1 17 ra
|4

lo que demuestra que s* es un tensor. |4| es el determinante de la matriz de transformacion dx'’ = 4; dx*y b es el
determinante de un tensor 5,,, indefinido de momento, pero que nos sirve para calcular las densidades. La ley de transfor-
macion de s se deduce de (17) y g’* es el tensor que define a la densidad tensorial g’k =/b g'k

ik

8 http://vixra.org/abs/1505.0026
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relaciones
1
_ q___ . .
X o ¥ X iy = SmpX g = 3(srplm+srmzp)
1
q _ - . .
X e+ X rom =S emX g ——3(spmzr+sprzm)

1
— A p— / ]
Xoymp ¥ X pr =S pr X g = 3(smr1 +smp1r)

notese que estamos subiendo y bajando los indices con el tensor s, ; sumando la primera de las anteriores
ecuaciones con la tercera y restandole la segunda queda

2

Y g x 4 Y 9_¢ X 9-_Z¢
2 mrp smp qr TS m qp Spr qm — 3 rmlp

donde hemos considerado el caracter simétricode X, " respecto a los indices covariantes y la simetria de s, .

El siguiente paso es multiplicar ambos miembros por s #"

n n n 2 N
2X,, =6, X, +s? srqupq—é'r”quqz—gsrml (22)
al contraer n y » se encuentra
err = lm/3
que se sustituye en (22)
1 1 1

—S +gsmplr+gsprlm

mrp:_2 rmlp

elevando el indice p y sumando el resultado a los simbolos de Christoffel encontramos la conexion afin que
estabamos buscando

%sm,ip+%5,ﬁi,+%5fim, (23)
que se trata de 40 ecuaciones (tantas como componentes de la conexidon simétrica) que permite obtener los
valores de la conexién a partir de la densidad tensorial g’ k'y de la densidad vectorial 7% . Notese que en total
tenemos 40 funciones desconocidas de la conexidn, 10 funciones correspondientes a las componentes indepen-
dientes de g’ k' y 4 funciones de 7. Para poder completar el sistema de ecuaciones necesitamos ademas de la
(23) 14 ecuaciones mas. Cuatro de estas corresponden a la restriccion
. k

ain(D f’”):i(a £)=0 4)

ox* oxkV Y axk\?
en cuya deduccion hay que tener en cuenta que £'% es antisimétrico y que no existe torsion. Por lo tanto nos
quedan por hallar otras 10 ecuaciones que se obtienen a partir de la densidad lagrangiana como vemos a
continuacion.

p_7*p
1—‘mr _Lmr -

5.- Ecuacion de campo para la densidad lagrangiana £=2/4,/ |R|
En la investigacion que hizo Einstein de la teoria puramente afin considerd varias densidades lagrangianas.
La primera que tuvo en cuenta fue la que ya propusiera Eddington algunos afios antes

L :%\/W 25)

donde |R | es el valor absoluto del determinante asociado al tensor de Ricciy 4 una constante indeterminada *.
En su trabajo original Einstein tomé en vez de A la constante 1/ A2, diferencia que no es significativa.
Como hemos dicho anteriormente, de (25) obtenemos dos conjuntos de ecuaciones de campo
g’k = oL Fik_ oL

6]R(tk) aR[tk]

como

* Naturalmente tanto |R| como A deben ser distintos de cero. Como veremos A se identifica con la constante cosmologica,
por tanto la formulacion puramente afin exige que en las ecuaciones de campo gravitatorio aparezca un término cosmoldgico
no nulo.
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oL _ oL aR(pq)+ ) A aR[pq]: oL n oL :g[k+fik:kik
ORy OR(pg) ORy  ORp,py ORy ORgyy  ORpy

entonces de (25)

e 082 1 ORI 1 e )

ToR, AfRORy AR A

S|R|=|R|R™ SRy,
enel que R™ son los elementos de la matriz inversa de R, , es decir
R™R, =5k
Cabe preguntarse cual es el tensor de segundo orden covariante cuya raiz cuadrada se utiliza para definir la
densidad escalar de la lagrangiana en (25). Este tensor esta indefinido, vamos a elegirlo arbitrariamente como
R,/ entonces la raiz cuadrada de su determinante, que define a las densidades, es ./ |R| / A2 , eleccion que
hacemos por razones que veremos mas adelante.
Multipliquemos los dos miembros de (26) por R, , k
" fhi
ARk, k" =R, k.. \]|R|R™

k. es definido por &k, .k ” k=g 7; entonces simplificando

I
AFR,p\/W=J|7k,p = R, =k, =4y, + 10, 27)

que son las ecuaciones de campo gravitatorio, siendo 7, simétricoy ¢,,, antisimétrico. Démonos cuenta que
Yrp Y Prp nOson las componentes covariantesde g"” y f'7,aunque k,,=y,,+¢,, sonlas componentes
covariantes de k'” =g'? + f'P . De (27) deducimos que

donde hemos utilizado

p

]
12

R|=2% = Jik =

donde & es el valor absoluto del determinante del tensor k;, . Ahora vemos el sentido de la eleccion realizada
anteriormente, es decir que las densidades tensoriales las hemos definido utilizando \/Z . Entonces

gik:\/%gik; fikz\/;fik‘

(27) cabe descomponerla en dos ecuaciones

R(ik) =A%k (28)
R = APk
Si ahora sustituimos (23) en (9) las ecuaciones (28) quedan
Ri*k +lii I =47k
6 (29)

1. .
g(li,k _lk,i) =49
R;, es el tensor de Ricci calculado con los simbolos de Christoffel L}, que a su vez se calculan a partir del
tensor s, . Notese que estamos utilizando los tensores s, , g’k s f ik Vir Y @ix - que se encuentran relaciona-
dos entre si.

Sienvezde L= l{R(i 1R k]} usamos su transformada de Legendre £ =1’ ( gt Ft ) , entonces encon-
tramos

oL oL
Rix) —ag—ik—/lﬂf,-ka Riny =2 g =4%u
y las relaciones inversas son
portanto y,, y ¢,, son los campos conjugados de g'* y £¥. _
Exponemos otra relacion entre estas magnitudes. De la definicion de k% y de k ;; S€ encuentra que

9
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dk = ki dky =k g + 1 |[dy o+ dy, ] =
:kgikdyik +kf*do,,
y entonces
ik:l ok . fik:l ok
koyy kOpy .
Se cumple la relacion (ver W. Segura Gonzalez, La conexion afin, ob. cit.)

i i 1 mr i r
g =Z{y "(1+—7mry J—(P ik hq}

k 2

(30)
ik V| ik, V(1 mn ik
f _;|:¢ + 27/ (gg pqgomngoqug pq¢pqi|

con las definiciones

y=det(y;); k=det(k;); oo =yur'’ =5k
Si ¢, es pequefio (es decir sensiblemente menor que la unidad), entonces y,, > ¢, (puesto que y,, esdel
orden del tensor métrico por lo tanto de orden unidad); ahora bien por (30)

ikzzyik; fikzzgoik

£ k
entonces g > f*yportanto k~y, f¥ xp'hy g'* ~yik.

b

6.- Campo gravitatorio para la densidad lagrangiana £=2/1./ |R|

(29) representan las ecuaciones de dos campos, uno de ellos simétrico, que suponemos representa el campo
gravitatorio (y puede venir dado por g ko por 7., )y el otro es un campo antisimétrico (dado por f ko por ¢,,)
que Einstein identificé con el campo electromagnético, aunque posteriores investigaciones lo toman como otro
campo distinto. Tratamos de hallar las ecuaciones de la gravedad para el caso de que sdlo exista campo gravitatorio,
es decir vamos a suponer que f'%, ¢, € i ¥ son nulos, entonces
kik:k(ik)_ ik Sik:ﬂgik: \/; gik \/E gik: \/; gik:gik

Js Jdetg'* Jkdetg™® k/\/;

y el campo gravitatorio viene descrito por el tensor s, = g;; = 7,; - La segunda ecuacion (29) deja de existir y
la primera de (29) es

*
Rip =Asy

que no es mas que la ecuacion de la Relatividad General en el vacio con el término cosmoldgico. De (23) se ve

que la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel, entonces como cabia esperar el espacio es riemanniano.

7.- Campo electromagnético para la densidad lagrangiana £=2/1./ |R|
En la teoria de Einstein las ecuaciones de campo electromagnético son la segunda de (29) y la que nos sirve
de definicion de 7%, es decir son

L. . . k k k

liw—in)=2ous i =Df" =0 f" G
como £ es antisimétrico y no hay torsion, la derivada covariante de £** coincide con su derivada parcial. De
la primera ecuacion (31) encontramos que

00 , 00  00n

ox”  ox'  ox*

que es el segundo grupo de ecuaciones de Maxwell. (32) nos obliga a integreptar i* / 64 como el potencial

electromagnético si queremos que ¢;, sea el tensor de campo. No obstante la segunda ecuacion (31) hay que

interpretarla como el primer grupo de ecuaciones de campo, con —g, i* como la densidad de corriente (g, es

la constante dieléctrica del vacio) y entonces hay que identificar £ ik con el tensor de campo electromagnético

en componentes contravariantes, o sea con gp’k , lo que hemos visto que es cierto para el caso de campo
electromagnético débil.

Un problema surge con esta interpretacion. Si no existen fuentes de campo electromagnetico, entonces

-0 (32)
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i, =0 por tanto también sera nulo el potencial; o sea, no existira campo electromagnético, algo que se contra-
dice con la experiencia ordinaria, donde es posible la existencia de campo electromagnético en el vacio. Einstein
trato de eludir este problema en base a la pequefiez de la constante A, ya que incluso para extremadamente
pequefios valores de i ¥ el potencial i* / 64 tendria un valor apreciable y lo mismo ocurriria con ¢, , es decir
existiria en esta situacion campo electromagnético, mientras que el primer grupo de ecuaciones de campo
quedaria
d,F* ~0.
Entonces aunque estrictamente no es posible la existencia de campo electromagnético en el vacio, si existiria
con fuentes que fueran extremadamente débiles.
Otro problema surge con la identificacion de las ecuaciones (31) y (32) con las del campo electromagnético:
no son invariantes gauge. Si hacemos la transformacion
i =i, + 8_(/;
Ox
(y es una funcidn cualquiera de las coordenadas), las ecuaciones deben permanecer inalteradas, tal como

ocurre en la teoria de Maxwell. Pero si bien la funcién ¢, es invariante, al igual que f %, la segunda ecuacién
(31) cambia cuando se hace la transformacion gauge.

8.- Generalizacion de la teoria de Einstein
Como queda dicho, Einstein tom¢ en su primer trabajo sobre teoria puramente afin, una densidad lagrangiana
con la dependencia funcional

L= l{R(ik) ’R[ik]}
de donde se derivan dos intensidades de campo g”‘ y £¥  Pero es posible obtener las ecuaciones de campo
de la transformada de Legendre de £

I =l*(g[k,fik)

entonces las ecuaciones de campo son
oL oL
R(ik) :—lk’ R[ik] :—ik' (33)
og of
Podemos abordar el problema definiendo una densidad £~ en vez de definir £. Como no esta definida la
funcion L, entonces L estd indeterminada, con la inica condicion de ser una densidad con la debida dependen-
cia funcional. Indiquemos que la ecuacion (23) seguira siendo valida en este planteamiento.
Einstein replanted su inicial teoria puramente afin, hallando las ecuaciones de campo a partir del formalismo

que acabamos de indicar. Para ello parti6 de la densidad lagrangiana

[ =24g _g WL (34)
Ay Bson constantes indeterminadas. g es el valor positivo del determiante de g, que se define por
8ik& *=s {
siendo g'* a su vez definido por
gt = g"

Jole")

por las dos tltimas relaciones se encuentra que det( gik ) =g, por tanto

g = \/g gt
es decir g,, como lo definimos en este apartado coincide con s,, definido anteriormente; afiadamos que las
densidades las calculamos a partir de \/g .Aunque de partida la teoria es puramente afin, la densidad lagrangiana
(34) yano lo es, puesto que en ella aparecen las intensidades de campo; nos encontramos por tanto en una teoria
métrico-afin, como lo muestran las ecuaciones (33) y la (23).
El plan de trabajo consiste en aplicar (33) utilizando (34) y obtener R(l. kY Ry, i Y posteriormente aplicar
estos resultados a las expresiones que resulta de sustituir (23) en (9). Para este calculo vamos a necesitar los
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siguientes igualdades (ver apéndice)

o\Jg 1
08, 1 (1

agik E(Egikgpq_gpkgiq)’
y tener en cuenta que f ¥ no depende de g’ k. Con esto en cuenta aplicamos la primera ecuacién (33)

r G
I \/%—é ° (Veg,rgyf 7 1")

ag ik ag 2 agik
donde los indices los subimos y los bajamos con el tensor g, . El calculo nos da el resultado
or 3 s s
c=igu L B

og 4
o bien por (33)

3 rs S
R(ik):ﬂ'gik_TlBgikfrsf +Bfisfi” s

pero al sustituir (23) en (9) tenemos
N (P
Ry = Rix +gli Tk

entonces

Ry — 28 =_ﬂ|:(_fksfi ’ +%gikfrsf”)+%iiik:|’ (35)

donde R;, es el tensor de Ricci calculado con los simbolos de Christoffel que a su vez son calculados por g, -
En (35) 4 hay que entenderla como la constante cosmologica y el segundo miembro mide como el segundo
campo (el de intensidad £* ) produce campo gravitatorio.

Ahora aplicamos la segunda ecuacién (33) para obtener el otro conjunto de ecuaciones de campo. Notese
que

_o _ 1 o0
afik \/Eafik
entonces
oL

De (23) y (9) se tiene

1. .

Riig :g(li,k _lk,i)

por tanto el segundo grupo de ecuaciones de campo es

1. :

“Bfu= i i) (36)
donde definimos
ik :Lasfks :Las\/gfks +asfks ]
Je Jg

Notamos que el paréntesis de (36) es un vector con independencia de que la conexidn sea o no simétrica, en
efecto

. . _ . . K
lig =iy =Dyl =Dy +7,70

siendo 7,,* =", —T',;" el tensor de torsidn, que en nuestro caso es nulo. Hay que indicar que al igual que el

campo antisimétrico (entendido por Einstein como el campo electromagnético) es fuente del campo gravitatorio;

también el campo gravitatorio es fuente del campo antisimétrico.
Einstein completa su investigacion sobre esta teoria obteniendo la densidad lagrangiana £ que es definida por
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L=g" "R +F Ry —L

s€ encuentra

2 6
con la definicion R = g'*R *l, k)" En la densidad lagrangiana (37) reconocemos tres términos. Los dos primeros
sumandos del paréntesis indudablemente es la lagrangiana correspondiente al campo gravitatorio; el tercer
sumando es la lagrangiana de un campo vectorial en el vacio y el tltimo término nos informa que ese campo es
masico, o sea, una vez mas vemos que el campo antisimétrico que surge de la teoria de Einstein no puede ser el
campo electromagnético.
Podemos replantear la ecuacion (37). Definimos el tensor

sz\/gfik

1.
k_6\/ﬁlk

y si definimos una nueva constante x> =—/3 entonces (37) queda

L=\g[R -2~ FyF™* — g, 4* |

L= [[ —2a-£ ,kfl"+lzkz } (37)

y el potencial ¢, por

conjuntamente con la relacion

Fk =¢k,i _¢i,k-

9.- Resumen

Hemos analizado la teoria de campo unificado que Einstein desarroll6 en tres articulos escritos en el afio
1923. Hemos desarrollado todos los calculos, la mayoria de ellos ausentes en los trabajos originales. Esta teoria
es puramente afin, en el sentido de que los Uinicos potenciales son las componentes de la conexion.

A partir exclusivamente de suponer que la densidad lagrangiana depende del tensor de Ricci, se obtienen
unas ecuaciones auxiliares que nos permiten determinar las componentes de la conexidon en funcion de las
intensidades de campo.

Lateoria supone una conexion simétrica, esto viene a significar que surgen dos campos, uno de ellos simétri-
co (y que se identifica con la gravedad) y el otro antisimétrico, que Einstein identifico con el electromagnetismo,
aunque hemos expuesto varias razones que contradicen esta suposicion.

Einstein consider6 dos densidades lagrangianas diferentes. En su primer articulo, tomd la misma densidad
lagrangiana que algunos afios antes habia considerado Eddington. Mas interesante es la segunda densidad
lagrangiana de Einstein, entre otras cosas porque le permite a Einstein abordar la obtencion de las ecuaciones de
campo a partir, no de la densidad lagrangiana, sino de su transformada de Legendre, lo que simplifica considera-
blemente los calculos.

Aunque la teoria de Einstein reproduce correctamente las ecuaciones de la Relatividad General en el vacio
con término cosmoldgico, tiene problemas para encajar la teoria electromagnética de Maxwell. Esta teoria
unificada no permite, en rigor, que exista campo electromagnético en el vacio, ademas, las ecuaciones electro-
magnéticas que se obtienen no son invariantes gauge y por ultimo la teoria de Einstein exige que el foton tenga
masa. Por tanto no se puede mantener que el campo antisimétrico que se deduce de la teoria de Einstein sea el
campo electromagnético y por tanto se tendria que identificar con otro campo diferente.
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11.- Apéndice
Vamos a expresar la variacion de la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico con respecto a la
oo . . ik _ ik . __ Pq
variacion de la densidad tensorial g™ =./g g"*; como 5g=-gg ,,0¢

1 1 1
5\/_ = _5\/§gpq5g . :_Egpq5gpq +Egpquq5\/§ (38)

y como g,,g % =4 entonces

1
ONE =28 09"

Sea la identidad
gikgpk = \/§51p

al hallar su derivada respecto a g™" se encuentra tras usar (38)

Ok pk k1

ag—’mngp +8ikOmOy =2 &mn of
multiplicando ambos miembros por & ,;
og; 1
k 08k _
\/ggptgp agmn _Egmn gpté‘ip - gingpl‘é‘ril7

de donde se deduce el resultado

og; 1 (1
—”:_(_gmngit _gingmt)‘

agmn \/g )
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