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Sinopsis. En el afio 1943 Erwin Schrédinger inicid una serie de publicaciones de lo que llamo Teoria Unitaria
de Campo, con la que pretendia unificar los campos gravitatorio, electromagnético y mesénico sobre una
base geométrica. En este articulo que, es continuacion de [34], [35] y [36], analizamos la cuartay definitiva de
las teorias puramente afin de Schrédinger (Schrodinger-IV), que basé en una conexion y un tensor métrico
ambos asimétricos y en la mas simple densidad lagrangiana, aquella que es proporcional a la raiz cuadrada del
determinante del tensor de Ricci.

Abstract. In 1943 Erwin Schrédinger began a series of publications on Unitary Field Theory, with which
wanted to unify the gravitational, electromagnetic and mesonics fields on a geometric basis. In this article,
which is a continuation of [34], [35] and [36], we analyze the fourth ofthe purely affine theories of Schrédinger
(Schrodinger-1V), where he used a connection asymmetric and a metric tensor also asymmetric and the
simplest Lagrangian density that is proportional to the square root of the determinant of the Ricci tensor.
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1.- Introduccién

Durante los afios cuarenta del siglo pasado Erwin Schrodinger desarrollé una amplia investigacion sobre lo
que hoy llamamos teoria puramente afin, un proyecto que tiene sus antecedentes en Weyl, Eddington y principal-
mente Einstein a quien hay que considerar como el primero que desarroll una teoria de estas caracteristicas en
varios trabajos publicados en el afio 1923. Schrodinger, al igual que antes Einstein, considerd como el principal
elemento geométrico la conexidn, cuyas componentes son los inicos potenciales del campo, debiendo la densi-
dad lagrangiana depender de la conexion y de sus derivadas primeras. El tensor métrico aparece como magnitud
derivada y por tanto en un segundo nivel con relacion a la conexion.

El primer trabajo de Schrddinger sobre este asunto data del afio 1943, posteriormente fue formulando distin-
tas teorias cada vez mas generales. La teoria que denominamos Schrédinger-I la examinamos en [34] y consi-
dera una conexion simétrica. Si bien en esta investigacion Schrédinger pudo formular las ecuaciones de campo
s6lo logro la unificacion de la gravitacion y del electromagnetismo. El proyecto de Schrodinger era incluir en esta
unificacion el campo mesdnico, en la época entendido como el responsable de las fuerzas de cohesion de las
particulas nucleares. Por esta razén Schrédinger se vio en la necesidad de generalizar Schrodinger-1.

En su investigacion sobre teoria unitaria de campo, Schrodinger queria obtener tres conjuntos de intensidades
de campo que sirvieran para la descripcion de los campos gravitatorio, electromagnético y mesénico. Mientras
que el primero tiene que venir descrito (tal como ocurre en Relatividad General) por un tensor de segundo orden
simétrico, los dos restantes que corresponden a campos vectoriales, vienen descritos por sendos tensores de
segundo orden antisimétricos.

En su primera teoria puramente afin formulada en 1943 Schrodinger partié de una densidad lagrangiana que
dependia de las componentes simétricas y antisimétricas del tensor de Ricci, que se derivan de una conexién
simétrica. De esta densidad lagrangiana se obtienen los tensores de las intensidades de campo gravitatorio y
electromagnético por las ecuaciones

g’ = oL Fik_ oL
;
pero no era posible obtener las intensidades del campo mesdnico. (Las densidades escalares y tensoriales son
representadas con letras negritas; los paréntesis redondos significan simetrizacion y los cuadrados antisimetrizacion).

La primera sugerencia de Schrédinger se inclind en suponer la existencia de dos conexiones ambas simétri-
cas de las que se derivarian dos tensores de Ricci R;; y R}, , que serian los argumentos de la densidad lagrangiana.
De esta manera se derivarian dos tensores antisimétricos de segundo orden: los asociados a R[l. R Rii L
pero, a su vez, aparecerian dos tensores métricos, lo que no puede ser. Para evitar esta situacion es necesario
condicionar la dependencia funcional de la densidad lagrangina. Schrédinger supuso

L= L{R ) + Rioay Ry + Ry Ry = Rl
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entonces como
oL ol
aR(tk) aR,(ik)
el tensor métrico es Gnico, existiendo a su vez dos tensores antisimétricos diferentes
fik: oL : mik: oL
los cuales representarian al campo electromagnético y al mesénico.

Al final del articulo de 1943 [16] el mismo Schrédinger decia que habia sido advertido por A. J. McConnell
que no era necesario duplicar la conexion afin porque la idea «aunque admisible era después de todo extrafia» y
que si se partia de una conexion asimétrica, ademas de la parte simétrica de la conexion, existiria su parte
antisimétrica, las cuales podrian servir para acomodar los tres campos.

En la generalizacion que llamamos teoria Schrédinger-1I publicada en 1944 bajo el titulo «LL.a union de los tres
campos fundamentales (gravitacién, meson, electromagnetismo)» [17], Schrédinger considerd una conexion no
simétrica, lo que permitia acomodar ademas del campo tensorial de la gravitacion, dos campos vectoriales. No
obstante, y probablemente por razones simplificadoras, Schrédinger impuso la condicion semisimétrica (ver
[35]) por la cual reducia a s6lo cuatro las componetes de la parte antisimétrica de la conexion.

Si la conexion no es simétrica entonces surge un nuevo vector dependiente de las derivadas de la conexion.
Se trata de la curvatura homotética 7/, , que en el caso especial de conexion simétrica coincide con la parte
antisimétrica del tensor de Ricci. Por tanto, Schrédinger-II considera una densidad lagrangiana con la dependen-
cia funcional

L= [[R(ik)’R[ik], Vik]
de la cual se derivan los tres campos (uno tensorial y dos vectoriales).

El siguiente intento de Schrodinger se publico en el afio 1946 con el titulo «The general affine field laws». [20]
En esta teoria que llamaremos Schrodinger-I11 se avanza en la generalizacion pues considera una conexion
asimétrica sin ninguna limitacion. Al igual que en las teorias anteriores, también ésta es puramente afin en el
sentido de que el tensor métrico aparece como un elemento derivado, tomandose como potenciales del campo
las componentes de la conexion.

Schrondiger abordo esta tercera teoria descomponiendo la conexion en tres partes: las componentes simétri-
cas de la conexion, las componentes sin traza de la parte antisimétrica y un vector. Esta descomposicién no
significa ninguna limitacion de la conexion, pero nos permite simplificar los calculos matematicos.

Con esta teoria Schrédinger pretendia la unificacion de los campos: gravitatorio, electromagnético y mesonico.
No obstante, en esta tercera teoria encuentra que los dos campos antisimétricos que deben representar a los
campos electromagnético y mesdnico eran unicosy su identificacion inequivoca, en el sentido de que uno de los
campos era estrictamente lineal como corresponde a las ecuaciones de Maxwell, mientras que el otro campo
antisimétrico no lo era y por tanto debia ser entendido como el campo de los mesones.

Sefialar, por ultimo, que en Schréginder-I1I no se elige ninguna densidad lagrangiana, es decir sdlo se tiene en
consideracion la dependencia funcional de la densidad lagrangiana pero sin proponer ninguna funcion especifica
para ella. Esto significa que Schrodinger pudo encontrar las relaciones auxiliares que surgen en la teoria pura-
mente afin, o sea, expresiones que nos permiten relacionar la conexion con las intensidades secundarias de
campo y sus primeras derivadas, pero no encuentra las ecuaciones finales de campo.

En este articulo exponemos la Gltima y mas elaborada teoria puramente afin de Schrondinger, a la que
denominamos Schrédinger-1V. En ella se vuelve a considerar como principal magnitud geométrica a las compo-
nentes de la conexion que son, por tanto, los potenciales del campo. La conexidn al igual que el tensor métrico
que de ella se deriva, son ambos asimétricos.

En esta teoria Schrodinger opta por elegir una determinada densidad lagrangiana, la misma que afios antes
propusiera Eddington y que representa la mas simple expresion que cumple las condiciones para ser una ade-
cuada densidad lagrangiana.

En lo que sigue procedemos a derivar las ecuaciones de campo mediante las técnicas ya familiares en
anteriores investigaciones de Schrodinger. La teoria es suficientemente amplia para incluir otras teorias mas
simples, como la de Einstein de 1923, las varias planteadas por Schrédinger o la de Einstein-Strauss y natural-
mente a la Relatividad General.

Finalmente exponemos como Schrédinger deriva las ecuaciones de la Relatividad General y las ecuaciones
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electromagnéticas de Maxwell. Al igual que en sus anteriores investigaciones, tampoco en esta desarrolla la
teoria, ni trata de obtener resultados que puedan ser comprobados experimentalmente. No obstante, Schrodinger
insiste en la creencia de que su teoria podria explicar el magnetismo planetario como un fenomeno que tiene su
origen en la rotacion mecanica, sin aportar calculos que demuestren esta posibilidad.

Entiéndase que este trabajo es continuacion de [34], [35] y [36] por lo que se aconseja previamente su
lectura. En lo referente a la matematica empleada seguimos la notacion y las definiciones de [33].

2.- La derivada del determinante
Consideremos un tensor covariante de segundo orden a;;, . Lo podemos entender como los elementos de
una matriz de orden dos 4 =(a,; ). Su determinante a se calcula por

_ o Pars
a=&"" dy,dy, Ay, Ay (1

para concretar suponemos un espacio de cuatro dimensiones. La matriz inversa de 4 la representamos por los
ik

elementos 4~ (| que no se corresponden con las componentes del tensor en forma contravariante a

cumpliéndose la relacion

a, 6" =a"a,, =6 o A-A4"'=4""'4=1I

I es la matriz unidad. El determinante (1) se puede desarrollar por los menores adjuntos. Por ejemplo, se puede
desarrollar (1) por los menores adjuntos de la primera fila de la matriz 4

azalp(gpq”azqa3,a4s)=a1pa1p ()
donde «'? es el menor adjunto del elemento 1, p de la matriz 4. De (2) se comprueba que se cumple
a,o W —ash
entonces

1 ok ]
aip(;akp)=5ik = apk:;akp. 3)

El anterior razonamiento se aplica al tensor métrico g,, y a su correspondiente matriz G =( g,k). No
obstante, las componentes contravariantes del tensor métrico g% no coinciden con los elementos de la matriz
inversa G !, es decir

kr r
gi&" #90;,
por definicion las componentes contravariantes del tensor métrico coinciden con la traspuesta de los elementos
de la matriz inversa G ' = ( g'™*
ik _ ki _ ~1ik
g =& =8
entonces
rkr _ or rk _ ¢or ik_l ik
gug" =0 = gug =0 = g =2

La derivada de un determinante se calcula a partir de (2)

- pars pars pars pqrs
da—alp(g azqa3ra4s)+da2q(8 alpa3,a4s)+da3,(s alpazqa4s)+da4s(s alpazqa3,)

o bien
da=da, a™
que por (3) queda
da=ad"da,, . 4)
Para el caso del tensor métrico tenemos, por lo antes expuesto, que
dg=gg' dg, (5)
de (4) y (5) deducimos

d\/_:%\/g&kidaik

©)
g =g g™ dg.i
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3.- La densidad lagrangiana
Entendemos por densidad escalar £ un ente que frente a transformaciones de coordenadas

dx'" = A} dx*
se transforma segiin la ley
L= S L
|4

donde |A| es el determinante de la matriz de la transformacién 4 . Dado que la raiz cuadrada del determinante
a de cualquier tensor de tensor de segundo orden q;, se transforma seglin

Ja' =+Jaf|4
podemos entender que la densidad escalar tiene la estructura

L=+JalL

donde L es un invariante.
Las ecuaciones de campo son obtenidas a partir de un principio de minima accion que afirma que la variacion
de la accion del campo

lszdQ

es una extremal, siendo d Q = dx’dx'dx*dx> para el caso del espacio-tiempo tetradimensional.

La densidad lagrangiana £ debe depender de los potenciales (que son las componentes de la conexidn) y sus
primeras derivadas. Hay dos tensores de segundo orden que son formados por la conexién y sus primeras
derivadas: el tensor de Ricciy la curvatura homotética, y que por tanto sirven para formar la densidad lagrangiana.
La mas simple de estas expresiones propuesta primeramente por Eddington [1] es

2 w2 [

donde A es una constante y con |R| representamos el determmante de la matriz formada por las componengg
covariantes del tensor de Ricci R;; . Ponemos como condicion de que el determinante de R, es negativo en
todo punto del espacio, o al menos no positivo, por razones que veremos mas adelante. Por esta condicion
aparece el signo menos en el radicando de (7).

Schrodinger not6 que atn siendo (7) la densidad lagrangiana mas simple, probablemente era la correcta y por
ello es la que usa para construir la teoria que llamamos Schrédinger-1V.

El plan de trabajo de Schrodinger en esta nueva teoria cuyos ragos principales aparecen en un articulo de
1947 titulado «The final affine field laws I» (véase también [21] y [31]), es diferente de las técnicas aplicadas en
las investigaciones anteriores que hemos examinado en [34], [35] y [36]. En estos trabajos Schrodinger obtuvo
unas relaciones auxiliares a partir exclusivamente de la dependencia funcional de la densidad lagrangiana, sin
necesidad de especificarla expliticamente. Sin embargo, en el trabajo que ahora examinamos, Schrodinger si-
guiendo las «técnicas maestras de Einsteiny inicia su investigacion con la densidad lagrangiana (7). Si bien sus
resultados dejan de ser generales, resultan mas simples. Ademas en Schroginder-IV se elude descomponer las
entidades geométricas prematuramente, como veremos en el siguiente epigrafe, siguiendo también en este
asunto a Einstein.

4.- Calculo de gi k

Las teorias de campo unificado que Schrédinger fue estudiando durante los afios cuarenta del siglo pasado
son puramente afin, lo que significa que las magnitudes geométricas primarias son las componentes de la co-
nexion, que son los potenciales del campo. El tensor métrico no es definido previamente, sino que se deriva de la
conexion y sus primeras derivadas, convirtiéndose en una magnitud secundaria a diferencia de lo que ocurre en
la formulacion métrica de la teoria de campo.

En Schrédinger-1V la conexion es asimétrica, lo que significa que igual propiedad tiene el tensor de Riccli,
entonces la densidad del tensor métrico definido por

ik OL
B OR;;
también es asimétrico y cabe descomponerlo en parte simétrica y antisimétrica.
Aplicando (7) en (8) y teniendo en cuenta la primera de las ecuaciones (6) se obtiene

®



Wenceslao Segura Gonzdlez

; oL 2 -1 OR 1 —|R ~uwi 1 Ak
OR; A 2\/—|R| Ry 4 \/—|R| A

R¥ representa los elementos de la matriz inversa de la matriz de elementos ( R, ). Si ‘f?‘ es el determinante de

la matriz de elementos R'* , entonces

1

R
[R]

y de (9) se deduce

1
9=F|R|

donde g es el determinante de la matriz formada por los g'* .
Como hemos dicho, una densidad tensorial es el producto de un tensor por la raiz cuadrada del determinante
de un tensor de segundo orden, la misma definicion se aplica a una densidad escalar. Cabe preguntarse en (7)
cual es el tensor cuya raiz cuadrada se utiliza para definir la densidad escalar de la lagrangiana. Este tensor esta
indefinido, vamos a elegirlo arbitrariamente como R, /A4 entonces la raiz cuadrada de su determinante, que
define a las densidades, es —| R| / 22, eleccion que hacemos por razones que veremos mas adelante.
Multipliquemos los dos miembros de (9) por R;, g,

. L 1
ﬂRipgrkglk =Rip8riv _|R| R = ﬁ“?Rrp\l _|R| - \/_|R| & = Ryp=18,,. (10)
Almultiplicar (10) por g” R*"
gipl'ékrRrpzﬂgrpgikar = gikZARki. (11)
Ahora podemos explicar la eleccion hecha anteriormente. De (10) deducimos que

Ve =5 IR (12)

o sea, que la eleccion que hicimos es para que las densidades se calculen con la raiz cuadrada del tensor métrico.
Debemos observar que el determinante del tensor métrico también es negativo por serlo el determinante del
tensor de Ricci, por lo que en rigor deberiamos poner —| g|, sin embargo, lo anterior lo representaremos
por\/g para seguir con la misma notacion que en los trabajos anteriores.

5.- Ecuaciones de campo en funcion del tensor métrico y de la conexion
El principio de minima accion afirma que cuando se varian arbitrariamente las componentes de la conexion la
variacion de la accion del campo se anula

51=5jzd9=0
ahora bien por (8)
oL "
SI=5|LdQ=|6LdQ=|—-5R,dQ=|g""SR,dQ=0 (13)
J‘ J. J.aR,'k ik J.g ik

resultado que podemos reencontrar utilizando (7), en efecto

2 1 b ki i
SL= 5(5, /—|R|j = ~|RIR" SR, = g"" SR,

habiendo utilizado en el Gltimo paso las propiedades (11) y (12), hallando el resultado (13).

Para hacer la variacion (13) usamos la identidad de Palatini (véase [33])

SR =D 6L, " =D T ;° +7,, 0T "
7.« ©s el tensor de torsion definido por
Ty =Ly —Ty' = 21ﬂ[z’/c]s‘

Para el posterior calculo es necesario tener presente que el teorema de Gauss debe ser modificado cuando

existe torsion, de tal forma que queda (ver [33])
[pAfdQ=[a*ds, +[ A%z, dQ
Vv z Vv
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donde 7 es el vector de torsion definidopor 7, =7,,* ="', * -T',* =2 [ k]s .
Aplicando la identidad de Palatini a (13) queda

51=Igik5Rik dQ:Igika 5rissdQ_Igisz5rtksdQ+J.gikrik é‘rm’"dQ (14)

ahora hay que integrar por partes y aplicar el teorema de Gauss, asi para la primera integral del altimo miembro
de (14) se tiene

[g"D,oT,*d0=[D,(g"sT ,*)dQ-[D,g"sT *dQ=
=[g*sr,°ds, +[g"oT 1, dQ-[D,g™sT ,'d Q)

si ahora suponemos que las variaciones de las componentes de la conexidn se anulan en superficie de integra-
cion entonces

[g"DioT, d0=[g"z 6T, 'd0-[D,g"sT, dQ=[5!(g"7,-D,g")oT , dQ,
haciendo el mismo razonamiento con la segunda integral del ultimo miembro de (14) se encuentra
51:j[5fgirrr -5¥D.g" ~ g™z, +D,g" +g"rfr]51“l.ksd£2:0

y como las §T';,° son independientes y arbitrarias, nos queda las ecuaciones de campo

559", -5/D,g" -g"t,+D g +g"z, =0. (15)
Al contraer (15) respecto aky s
D.g" %g"’n
que al sustituir en (15) queda
D.g"-g"c,~10lg"r, +g"r,} =0 (16)

que en union de (10) son las ecuaciones de campo, que representan 80 ecuaciones diferenciales [se obtienen 16
ecuaciones de (10) y 64 de (16)] en donde existen 80 variables (16 correspondientes a g’k y6daTl,’).

Notemos que (16) es la ecuacion auxiliar, es decir aquella que nos relaciona la conexion con el tensor
métrico, mientras que la genuina ecuacién de campo es la (10). Advertimos que para deducir (16) no hemos
necesitado expresar la densidad lagrangiana por (7), sélo hemos necesitado su dependencia funcional no su
forma explicita. No obstante para encontrar (10) si hemos necesitado (7).

6.- La conexion afin estrellada
Se define la conexion estrellada por

*ro_ r ! r
L =Ty +§5i Tk
que es una conexion puesto que es la suma de una conexion y un tensor. La conexion estrellada tiene la
propiedad
* ro_ * r
1—‘rk _rkr >
los correspondientes vector y tensor de torsion son
*

T, =—7,;

r=3F T Tl +Z517k_z5k71-

7.- Ecuaciones de campo en funcion de la conexion
Es posible expresar (16) en funcion de la conexion estrellada. Para ello recordamos que la derivada covariante
de la densidad del tensor métrico es (ver [33])

D,g"=0,9g"+g"T, +g"T, -g"T,/ .
entonces de (16) tenemos
i r * 1 i* ir * 1 * P * p *
asg k+g k(rrs _25r13)+gl (Frsk_zgfrs)_glk(rrs _TS)_
3 i 1

N Y S T T [ Y
_Zg Ts_zgsg 7, t9 (Tsr +Zé‘sz'r_25rrs =0
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y al simplificar
i r * irp* 1 ] *r *r
0,9" +g" T} +g T}~ g™ (I +T)=0. (17)
Ahora vamos a poner (17) en funcion del tensor métrico en vez de la densidad del tensor métrico. Para lo cual
multiplicamos (17) por g,, y desarrollamos

0,2

g8 T g 0,8 4T T g g (1)) 4T ) =0
Je
como sabemos que (ver [33])
0,8

1 ik
=——9g. a !
/—g 2g1k s&

obtenemos

%%(rif ) (18)

de nuevo volvemos a (17) en donde sustituimos (18) y se encuentra
asgik + g i’kl—* :Si + girr :isk — 0
Almultiplicar la anterior expresién por g, ¢, queda
asgmn_grnrm;._gmrrsnr:()’ _ (19)
en este célculo debemos advertir que por definicién g, g* =5y g, g¥ =5] entonces g, & =g
Hay que notar que el primer miembro de (19) no coincide con D g, ., ambas ecuaciones se diferencian en el

orden de los subindices de la conexion afin que aparece en el ultimo sumando.
El tensor de Ricci puede ponerse en funcion de la conexidn afin estrellada, obteniéndose

Ry =Ry +Fy

donde Rl.*k es el tensor de Ricci calculado respecto a l“jkr y el tensor antisimétrico F;, es definido por

F. ;(%_&}

3lox*  ox'
entonces por (10) se puede poner la ecuacion de campo (19) en funcion de los dos tensores anteriores
aS(Rmn +an)_(an +Frn)rmsr _(Rmr +Fmr)rsr: =0 (20)

que representan 64 ecuaciones diferenciales mas las 4 condiciondes Fikr =T er , para 68 variables de campo:
64 componentes de ijr ydde z,.

Las ecuaciones (20) son las ecuaciones de campo de la teoria Schrodinger-IV que segun palabras de su
autor representan «las inicas que considero analiticamente trabajables». Sobre la ecuacion (10) indicar que
incluye el término cosmoldgico A, como ocurre en general en las teorias puramente afin, un término que no
puede ser nulo, lo que significa que el término cosmoldgico es un elemento necesario en Schrédinger-1V.

8.- Integrales primeras
De (18) y de la propiedad I',” =T"} ", se obtiene

1—~* r_ as\/g
rs \/E

61“,; _ar,l.’ 0
ox' ox*
que corresponde a las primeras integrales de la ecuacion de campo (20).
Contrayendo (17) primero respecto a i y s y luego respecto a ky s, es facil encontrar que

entonces debera de cumplirse

—=0 (©2))
" 0x
donde g[’ ] representa la parte antisimétrica de g’k . Ademas de (10)
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Ry +Fip = A& » (22)
entonces las 80 ecuaciones (21) y (22) son otra forma de representar las ecuaciones de campo. Descomponien-
do (22) en parte simétrica y antisimétrica nos permite replantear las ecuaciones de campo sin que aparezca F;
es decir sin 7,

Riky = A8 (i) =0

Ring =281 = —Fux
hallando la derivada parcial de la segunda ecuacion y permutandola ciclicamente conseguimos que desaparezca
Eiy

(23)

d, |:R[ik] — AL J +0y [R[r,-] — €[ J +9, |:R[kr] = Ak ] =0 (24)
notemos que la ecuacion (21), la primera (23) y la (24) forman un sistema de 18 ecuaciones diferenciales (4, 10
y 4 ecuaciones respectivamente ), para 16 variables (las componentes de g, ), habiendo en el sistema dos
identidades diferenciales triviales lo que reduce a 16 el nimero de ecuaciones diferenciales independientes.

Si el tensor métrico fuera simétrico entonces de (19) se encuentra que ijr coincide con los simbolos de
Christoftel, por tanto Rl.*k debe ser simétrico, con lo que la ecuacion (24) deja de existir, quedando inicamente
la primera de las ecuaciones (23), recuperandose, por tanto, la Relatividad General.

De (19) y (10) obtenemos otra forma de las ecuaciones de campo

asRmn _an I m; - Rmrr snr =0.
Schrodinger plantea que su teoria es, en esencia, la misma que la desarrollada poco tiempo antes por Einstein
y Straus, excepto que en Schrodinger-1V existe el término cosmoldgico el cual no puede anularse.

9.- Las varias teorias de campo
En 1948, un afio después de la publicacion de los fundamentos de Schrodinger-1V, el autor concreto sus
resultados en funcidn de cuales fueran los potenciales del campo y de sus propiedades de simetria [22].
Schrodinger expone la posibilidad de abordar la teoria de campo mediante tres procedimientos: la teoria
métrica, la métrico-afin y la puramente afin, segiin que los potenciales sean el tensor métrico, el tensor métrico
y la conexion o solamente la conexion.
Schrédinger parte de la accion del campo

I=[g"RydQ

que sera de aplicacion a todas las teorias y su variacion en el caso de la teoria métrica nos conduce a las
ecuaciones de la Relatividad General

51=[5g"RydQ=0 = R, =0 (25)

donde suponemos tensor métrico simétrico y que la conexion coincide con los simbolos de Christoffel. Schrodinger
no considera la teoria métrica en el caso de que el tensor métrico no sea simétrico, porque «no habria una pista
simple y natural para saber qué conexion tendria que sustituir a los simbolos de Christoffel». Pasamos a conti-
nuacion las diversas teorias examinadas por Schrodinger.

a) Teoria métrico afin: la Relatividad General
Si consideramos que el tensor métrico es simétrico al igual que la conexidn y usamos el método métrico afin,
se encuentra al variar la accion

51=[5g"R;dQ+[g"5R,; dQ=0
de la primera de las integrales volvemos a obtener (25), para resolver la segunda integral usamos la relacion de
Palatini aplicable cuando la conexion es simétrica
0R,; =D, 6T, -DT,°
entonces
[9"6R, dQ=[g" D\ 6T, dQ~[g" DT ,*d O
integrando por partes y posteriormente aplicando el teorema de Gauss nos queda

[g"oR, d0=[-D,g"sT  d0+[D,g"sT d0=[(D,g" ~5!D,g")oT *dQ.

10
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Antes de tener en cuenta la arbitrareidad de la variacion de la conexion, hay que advertir que como es simétrica
encontramos que si i #k

pHST 0 =(b" +bM )T 5 (i>k) = b™* +b" =0

s

porque si i >k entonces todas las 5T, son independientes. Sin embargo si i = k entonces

ST ;" = b"=0= b"+b"=0
en resumen
bHST 0 =(b™ 46 )oT (i k) = b™* +b" =0.

Entonces en nuestro caso

2D,g" -6{D,g" -5,D,9" =0. (26)
Para resolver (26) primero vamos a contraer con respecto a s y k

2D.g" -4D,g" -D,g" =0 = D,g" =0
entonces (26) queda
D,g'"* =0, @7)

(27) es equivalente a D g ik — 0 (ver [33]) que unido al caracter simétrico del tensor métrico y de la conexién

viene a significar que la conexidn es idéntica a los simbolos de Christoffel; volviendo, por tanto, a reencontrar las
ecuaciones de la Relatividad General, las mismas que fueron halladas mediante la teoria métrica.

b) Teoria métrico afin: conexion no simétrica y tensor métrico simétrico
Permutando los indices de (19) encontramos

asgmn _grnr:nsr _gmrrznr =0

amgns_grerr;_gnrrjn;ZO (28)

angsm _grmrzrrf _gsrr;r:; =0
notemos que el calculo para llegar a (19) por la teoria puramente afin es el mismo que el utilizado en la presente
teoria métrico afin.

Restando la segunda de las ecuaciones (28) de la primera, sumandole la tercera y teniendo en cuenta el
caracter simétrico del tensor métrico
*r

asgmn +amgns_angsm :grnrm;+gmrrsn

multiplicando ambos miembros por g"*

8" (0.8 mn+0m&ns =04&om) =21
lo que significa que T’ fn , esidéntico a los simbolos de Christoffel, ademas sigue siendo valida (25), atin asi no
reencontramos a la Relatividad General, puesto que existe torsion y por tanto la conexion del espacio I",,," no
es idéntico a los simbolos de Christoffel. La ecuacion de campo (25) la descomponemos en parte simétrica y
antisimétrica

Ripy = R(*ik) =00 Ry = R[*ik] +F; =0

*

con las definiciones de R;, y F;; dadas en el epigrafe 7. Como I', " son los simbolos de Christofel, entonces

Rl-*k es simétrico (ver [33]), por tanto F,, =0 y las ecuaciones de campo son

Ry =0; R =0
por tanto encontramos un campo gravitatorio puro y nada mas, puesto que F,, no da ninguna informaciony el
vector de torsion 7, queda totalmente indeterminado.

¢) Teoria métrico afin: conexion y tensor métrico simétricos

Por el mismo razonamiento del apartado anterior la conexion debe coincidir con los simbolos de Christoffel,
es nulo el tensor de torsion y por lo tanto también el vector de torsion. La ecuacion de campo siguen siendo la
(25). Es decir, nos encontramos con la teoria general de la relatividad.

d) Teoria métrico afin: conexion y tensor métrico no simétricos
Como en las restantes teorias que estamos analizando sigue siendo valido el mismo principio variacional, de

11
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tal forma que la variacion de las componentes del tensor métrico nos lleva a la ecuacion (25). Para la variacion
con respecto a las componentes de la conexion se sigue el mismo procedimiento desarrollado en los epigrafes 5,
6,7y 8, es decir que encontramos las mismas ecuaciones halladas en el epigrafe 8, excepto que ahora 1=0.0
sea, hallamos la teoria de Einstein-Straus.

e) Teoria métrico afin: conexion simétrica y tensor métrico no simétrico
De nuevo es valida la ecuacion (25). Para la variacion con respecto a las componentes de la conexion la
situacion es muy parecida a la que desarrollaremos en el epigrafe 10-b, excepto que A es nula.

10.- Desarrollo de la teoria Schrodinger-IV
Hemos examinado en el epigrafe anterior las teorias métrica y métrico-afin, ahora volvemos a tratar con la
teoria puramente afin, tal como la desarrollada a lo largo de este articulo. Consideramos a continuacion los dos
casos posibles.

a) Teoria puramente afin: conexion asimétrica
Corresponde a la teoria general que hemos desarrollado y cuyas ecuaciones aparecen en el epigrafe 8,
siempre y cuando se elija como densidad lagrangiana a (7). Como hemos visto, la ecuacién de campo es

* p g
asRmn _an Fms - Rmrr sn T 0
que son 64 ecuaciones diferenciales, tantas como componentes de la conexion que representan los potenciales

del campo. Noétese que el tensor métrico es proporcional al tensor de Ricci, por tanto conocido éste se averigua
aquel.

b) Teoria puramente afin: conexion simétrica

En este caso es de aplicacion (13) y hay que seguir el razonamiento del epigrafe 5, excepto que ahora la
conexion es simétrica y por tanto la identidad de Palatini se escribe sin el tensor de torsion que es nulo

5le :Dk 5rlss _Dsgrlks
el resultado es el mismo que el del epigrafe 5 pero no aparece en el resultado final ni el vector ni el tensor de
torsion
s1=[[D,g"-5!D,g" |oT  dQ=0.
Ahora las 6T ',,” son arbitrarias pero no independientes, a causa de su caracter simétrico, teniendo en cuenta
esta propiedad encontramos del principio de minima accion
D,g"+D,g"-5/D,g" -5,D,g" =0, (29)

contrayendo respecto a los indices ky s

4Drgl'r :Drgri
si hacemos la definicion
i'= D,g["]
entonces
. 2
D ir_ _Z;i
g 3
y sustituyendo en (29)
Dsg([k)+%5fii+%§;ik=0. (30)

El paso siguiente es hallar I",,* , para lograr este objetivo vamos a definir un nuevo tensor que mas adelante
identificaremos con el tensor métrico. Este nuevo tensor que representaremos por s, tiene el determinante

s =det(sik)=det[g(ik)}

y sus componentes contravariantes son definidas por

gik _ g(ik)
Js

con s representamos el valor positivo del determinante de s,, . La relacion entre las componentes covariantes y

12
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contravariantes es
ik _ gk
§;, =0, .
lo que singifica que utilizamos el mismo criterio que el usado para el tensor métrico (ver epigrafe 2), es decir la

matriz de elementos (s ¥ ) no es la inversa de la matriz de elementos ( s i+ )> sino que lo es la matriz traspuesa de
(s'). Con esta definicién (30) queda

ol e 1
D.s™+=ski"+=5"i"=0 (31)

3 3
de donde sera posible hallar las componentes de la conexion como a continuacion veremos. La conexion la
podemos descomponer como

r_gr*r r

Uiy =Ly +Xy
* , . .7

donde L., "son los simbolos de Christoffel respecto a s, que a su vez es una conexiény X, " es un tensor.

Advertlmos que como s, es simétrico y por la definicion de los 51mbolos de Christoffel encontramos que
D5, =0 donde D" es la derivada covariante calculada respecto a L, ", entonces de (31)

(\/_s’k) fs’k pq( g =S psX rs—squp,s)+

sy
k Vickai | cizk
+\/§(Dss’ v x rgtx )t )=—§(5, i'+6, 0 )
donde hemos tenido en cuenta que
D,s=ss"D,s,
Siguiendo el mismo procedimiento que en [34] encontramos

erk —ls +5l+51
2

q°

por tanto la conexion buscada es

Kotk 1
U, =L, - 5 Sarl +65l +651 (32)
los indices los estamos bajando con el tensor s, . La conexion (32) coincide con la que se obtiene de la teoria
Schrodinger-1[16], teniendo 7, el mismo significado que a, enaquella teoria.

Sustituyendo (32) en (10) se obtiene
« 1 1
Ry =Ry +—=i,; —i,,;)+=ii, =Ag; 33
k 6( k) ol = A8k (33)

donde R;, es el tensor de Ricci calcuado a partir de los simbolos de Christoffel L’ 4y en el calculo hemos
considerado i k =0 como se desprende de la definicion de 7*. Descomponiendo (33) en parte simétrica y
antisimétrica y teniendo en cuenta que R; i €S simétrica

*
Ry +%ii iy = A8 ik
1. . 34
g(li,k Tk ) = lg[ik] ’
que son las ecuaciones de campo que Schrodinger identifica con las formuladas por Einstein en el afio 1923.

Al contrario del caso asimétrico donde es valida (21) en la teoria de conexion simétrica que ahora examina-
mos se exige que i k no sea nula, puesto que de serlo entonces por la segunda ecuacién (34) g1 =0 y por
tanto s,, = g, »entonces la primera ecuacion (34) seria idéntica a la ecuacion de la Relatividad General.

Observar éie la segunda ecuacion (34) que dado el extremadamente pequefio valor de 4 (que identificamos
con la constante cosmoldgica) pequefios valores de la variacion de i, producen valores elevados de la parte
antisimétricade g, , lo que nos viene a sefialar que atn siendo A muy pequefia tiene una significativa importan-
cia en la teoria.

Como ya habiamos indicado, la teoria que acabamos de desarrollar es muy parecida a la teoria métrico-afin
de conexidn simétrica y tensor métrico asimétrico (apartado e del epigrafe 9), con la diferencia de que en este
ultimo caso la constante cosmologica es nula. Aunque esto parezca muy poca diferencia, mas cuando la cons-
tante cosmoldgica es muy pequefia, resulta que no es asi. En efecto, ahora la segunda ecuacion (34) quedaria

Lii =l

13
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lo que muestra que el rotacional de i, es nulo, de donde se desprende que i, debe ser el gradiente de una
funcién escalar ¢: i, =0, ¢ . Entonces es siempre posible elegir un sistema de referencia respecto al cual 7,
sea constante. Basta con hacer una transformacion de coordenadas en la que una de ellas sea idéntica a ¢,
entonces una de las componentes de i, seria constante e igual a la unidad y nulas las restantes. La primera de
las ecuaciones (34) queda

R l-*k =cte
lo que es una «una generalizacion absurdamente trivialy» de la Relatividad General.

Cabe en este momento plantearse cual de los tensores g(ix)» Sk representa al tensor métrico que debe
aparecer en el elemento de linea. Schrodinger al igual que otros suponen que el tensor métrico es el s, lo que
resulta la opcion mas simple.

11.- Las componentes simétrica y antisimétrica de gik ,

Consideramos que el tensor g, es asimétrico y queremos expresar las componentes g ) , g[’k] en fun-
cién de las componentes simétrica y antisimétrica del tensor en forma covariante g/;;)» @[] - Para simplificar
la notacion vamos a poner

(ik

g(ik):hik; g[ik]:fik'
Con h'* representamos los elementos de la matriz inversa de aquella cuyos elementos son /#,, , de tal forma
que

hl-kh’\ kr _ 5[}’ ,
e igual hacemos con la parte antisimétrica de g,
Tk
fikf "= 5;’ :

En un espacio de cuatro dimensiones, al que suponemos con signatura -2, el determinante de un tensor
antisimétrico como f;, es

2
f=(fiafsa+ f1frat fa3 i)
Por computo directo se comprueba que
ik
&' quik rq =8\/7
donde f'es el valor absoluto del determinante de £, ; e igualmente tenemos
ik
&' quimqu =0
si k #m. Entonces
ik k
eM U, f g =2 5k
Como £, essimétricoy real es siempre posible elegir en cada punto del espacio un sistema de coordenadas
respecto al cual /;, tenga la siguiente forma diagonal

y 0 0 O
0 -y 0 0
ho )=

0 0 0 -y

donde y es un nimero positivo cualquiera. En el sistema de coordenadas elegido el determinante de #,, es
h=—y*. Démonos cuenta que en otro punto del espacio el tensor /4, tendra, en general, una forma distinta de
la diagonal, pero nosotros los célculos lo estamos haciendo con referencia a un sélo punto, aquel en que 7,
presenta forma diagonal.

La parte antisimétrica del tensor métrico es

0 -6 p -X
|6 0 -a -Y
- - o 0 -Z

X Y Z 0

al hallar directamente el determinante de g,, se encuentra

(fix)

14
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g=—z" —;(2(0(2 +pr+82-x2-y? —22)+(aX+ pY +57)°,
un calculo directo nos da
f=(aX+pr+sz)°
entonces
g=h+p-y’(a*+p2+87-X7-v*-27). (35)

Teniendo presente que

1 0 0 0
(h"‘)_l 0 -1 0 0
7/0 0 =1 0

0 0 0 -1

entonces se calcula directamente que

2
%hlmhkrfmrfik =—(a2 +/32 L 52_x2_y? _Zz)
notemos que si definimos las matrices H= (l; ik ) y F= ( Sfir ) la expresion anterior en notacion matricial queda

%2([:[~F)~(F-I:I):—(a2+,82+52—X2—Y2—Zz)
por tanto (35) queda

g=h+f+=h"h*f  f..

o |

o bien

g=h+f +§l%""l%"’fm,fik = h+§/2"’"1%"’fmrfik + Gs”‘”f,-k pq) 2 (36)

El determinante de g es negativo, al igual que el de 4, por tanto podemos poner

l=ltl-o+ LLimit 1, 1,
donde | g| y |h| son los valores absolutos de g y /4 respectivamente.

(36) la hemos calculado para un determinado sistema de coordenadas, aquel en que la parte simétrica del
tensor métrico tiene forma diagonal. Los tres sumandos del segundo miembro de (36) dependen del determinan-
te de un tensor de segundo orden y los tiltimos cuatro factores forman un invariante. Ante una transformacion de
coordenadas los tres determinantes que aparecen en (36) se transforman con la misma ley, es decir, (36) es una
expresion invariante aunque no tensorial. Entonces si es valida para un determinado sistema de coordenadas,
seguira siendo valida en cualquier otro sistema, por tanto (36) tiene caracter general.

Para obtener las partes simétrica y antisimétrica de las componentes contravariantes del tensor métrico
partimos de (5)

dg=gg'tdg, = g[g(”‘) +g[’k]}[dh,-k +df, = ggan,, +gg™ar, (37)

hemos tenido en consideracion que son nulos los productos de las componentes simétricas por las antisimétricas.
Introduciendo las densidades tensoriales

dg = \/E[g(ik)dhik + g[ik] dfik:|
donde ahora g es el valor absoluto del determinante del tensor métrico g, , o sea |g|. De (37) deducimos

ik _ 1 Og i]__1 Og

Jg ohy” Jg
Para llevar a cabo la diferenciacion (38) debemos considerar la relacion (4) aplicada a 4, que recordemos es
un tensor simétrico al igual que /¥

(€29

oh

=hh" =hh'™, (39)
Ohyy
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ademas como
ok qi L ki pik pki | 7 pkyqi pik 7 k1 qi
d(hP*h'h,, ) =dh* =dh™ +dh* + i7" hdh,, = di’™ =-h"*hdh,,,
entonces
1 ik
oh =—1(hpkhq"+hq"hpf) (40)
oh,, 2

donde hemos simetrizado la expresion dado el caracter simétrico de h* yde h,,.
Ahora estamos en condiciones de resolver las dos ecuaciones (38), utilizando para ello (36), (39 y (40)
resultando

(ik)y _ _h | rik 1 mro|_ riq ok
g _\/§|:h (1+2fmrf j f fqi|

i h i 1 1 mn i
“’M:ﬁf e o

indiquemos que los indices de £, hansido elevados por 4 ik
Si suponemos que /;, es del ordenlaunidady f;, es infinitesimal o de primer orden, entonces tenemos

g=h+0(2); g™ =Vni™*+0(2)
0(2) representa infinitésimos de segundo orden ya que se encuentran productos de f,, por si mismo; nétese
que en el calculo que hemos hecho hemos puesto g ~ /. Ademas

g™ =\nf*+0(2)=0(1)+0(2)
por tanto en las condiciones establecidas podemos hacer

grh: gl apik, gl pik (42)

(41)

o bien
gy iy &g = ik (43)
donde los indices son bajados por 4, , obteniéndose el mismo resultado si se utilizara g (ik) © &ik -

12.- El campo electromagnético en la teoria Schrodinger-IV
En el caso de teoria puramente afin con conexion y tensor métrico asimétrico las ecuaciones de campo son
(21), primera ecuacion (23) y (24). Si consideramos el campo electromagnético débil, cuya intensidad identifica-
mos por el tensor antisimétrico f,, , entonces seran validas las aproximaciones (42) y (43) y las ecuaciones de
campo quedan

af ik
oxk -
ar|:R[ik] —Af ik }f@k[R[n-] —Af :|+6i|:R[kr] ~Afkr J =0
R([k) = A hik .
Mientras que la tercera ecuacion de (44) se identifica con el campo gravitatorio que viene representado por el
tensor simétrico /4, , las dos primeras ecuaciones (44) deben ser las del campo electromagnético. Si bien la
primera de ellas coincide con el primer conjunto de ecuaciones de Maxwell, no ocurre lo mismo con la segunda
ecuacion (44).
Pero es posible reinterpretar la segunda ecuacion de (44). En efecto, si la reescribimos como

1 *

Fhiry =7 Ry (45)
donde { . } representa permutacion de los indices y la coma significa la derivacion parcial. Podemos entender
(45) como el segundo conjunto de ecuaciones de Maxwell con fuentes, donde éstas vienen expresadas por
Ry |4

En su analisis Schrédinger no asegura que esta interpretacion sea la correcta, pero indica que es una de las
posibles. Nota que las fuentes del campo electromagnético no aparecen, como en la teoria de Maxwell, en el
primer conjunto de ecuaciones [primera de (44)] sino en el segundo conjunto. Pero esto no es considerado un
problema, pues significa que hay que cambiar la identificacion de las componentes de f;, con los campos

0

(44
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eléctrico y magnético, asi habra que definir

X y z
(7.2) -B, 0 —cE. CcE,
k = N
! -B, CcE. 0 —cE,
-B. —¢B, CcE, 0

y de esta forma derivamos de las dos primeras ecuaciones de (44) las ecuaciones vectoriales de Maxwell.

Finalmente Schrodinger considera el problema de la simetria de carga, es decir investiga si al existir una
solucion con una carga existe también solucion para una carga de signo opuesto. Como en Schrédinger-1V las
cargas eléctricas estan relacionadas con las componentes antismétricas de las distintas cantidades que maneja-
mos, entonces un cambio en el signo de la carga inducira un cambio en el signo de las cantidades antisimétricas,
es decir

_ . r o r_r*r
2ie) > =8 “ 8> Ty 2Ty =g
mientras que las componentes simétricas quedan invariables, o 1o que es lo mismo, al cambiar el signo de las
cargas eléctricas se inducira el cambio
. * p *
ik =>8&kis Uiy =Ty
por lo visto en el epigrafe 6
* *
T,>T, = 1,257, = F;->-F,,
finalmente teniendo en cuenta las propiedades que ya hemos expuesto
* r * r
or rs or ri
ox' ox*
es facil encontrar que ante una inversion en el signo de la carga
* *
. Ry >Ry,
Entoncessi g;,, I',;” y F;; esunasolucion de la ecuacion (22), entonces las magnitudes correspondientes
auna inversion de la carga eléctrica y definidas por

*r_ *r.
Frk _rkr >

gik:gki; fz,'r:rjkr; Fik:_ij
también corresponde a una solucion de (22); en efecto de (22)
Ry +F,=g; = R,-F;=1g, = Ry +F;=1g;

como queriamos demostrar.

13.- Conclusiones

En este articulo hemos expuesto la ultima y mas elaborada teoria puramente afin de Schrodinger. Al igual que
en las anteriores propuestas, los potenciales del campo son inicamente las componentes de la conexion, que es
considerada asimétrica. El tensor métrico es una magnitud derivada y también es asimétrico.

En esta teoria Schrédinger se inclina por fijar la densidad lagrangiana, optando por usar la que ya propusiera
Eddington (7), que aunque es la mas simple es capaz de desarrollar una teoria unitaria de la gravitacion y del
electromagnetismo.

Las técnicas que hemos utilizado para la obtencion de las ecuaciones de campo son las usuales, donde hay
que ser precavido ya que al utilizar conexiones no simétricas es necesario generalizar tanto la identidad de
Palatini como el teorema de Gauss.

Hemos comprobado que particularizando la teoria Schrodinger-IV podemos obtener otras teorias mas sim-
ples, como la Relatividad General, la puramente afin de Einstein o la de Einstein-Strauss.

Finaliza nuestra investigacion con un intento de obtener de Schrédinger-IV tanto las ecuaciones de la Relatividad
General como las ecuaciones de campo electromagnético de Maxwell.
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