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RESUMO - Calculamos o angulo da deflexdao sofrida pela luz ao passar nas
proximidades de uma grande massa M, o Sol, utilizando o comportamento assintdético
da solugdo exata da equacdo do movimento da luz segundo a Relatividade Geral
(espago-tempo de Schwarzschild). O angulo obtido é praticamente constante, de cerca
de 65°,4, menos a deflexao obtida com a mecanica newtoniana.

ABSTRACT — We calculate the angle of the deflection suffered by the light passing near
a large mass M, the Sun, using the asymptotic behavior of exact solution of the
equation for the light movement according to the General Relativity (Schwarzschild
space-time). The resulting angle is practically constant of about 65°.4, minus the
deflection obtained with Newtonian mechanics.
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1. Introdugao

Mostramos em [1] que a Relatividade Geral obtém para o movimento da luz
sob influéncia gravitacional de uma massa M uma solucdo que leva a colisdo da luz
com esta massa, o que ndao acontece com a Mecanica Newtoniana.

Esta colisdo ocorre devido ao fato de que a solu¢cdo encontrada para a equacao
do movimento foi calculada apenas de maneira aproximada, em 22 ordem, pelo
método das perturbacdes. Ndo deveria haver colisdo com uma solugdo exata, por
imposicdo de condicdo de contorno apropriada.

Vejamos entdo o que ocorre sem usarmos o método das perturbacdes.
Buscaremos o comportamento no infinito da solugdo exata que pode ser obtida com a
Relatividade Geral, mas antes relembraremos a solucdao aproximada.

Segundo [2], a equacdo do movimento para particulas-teste no espago-tempo
de Schwarzschild®™ ¢
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— uc = u+ 2mu 1
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para u=1/r, & e | constantes do movimento e m = GM/c?, com os habituais
significados de r, G, c.

Para particulas-teste com massa usamos b = c?, e para particulas n3o massivas
usamos b = 0. Entdo no caso do movimento da luz, considerando que o féton nao
possua massa, (1) fica igual a

2 2.2
(Z—;) +u? = Clzs + 2mu3, (2)

gue se transforma em

2
3—(; + u = 3mu? (3)

ao derivar os dois membros de (2) em relagdo a ¢.

A solugdo aproximada de (3), pelo método das perturbagbes, até segunda
ordem, é
1 m
u=-=—cosg +— (1 + sen?p), (4)
Ry R
onde Ry representa a distancia de maxima aproximacgdo da particula com respeito a
origem, em ¢@ = 0. Embora ela fornega o angulo de deflexdo da luz considerado

correto (a partir de r— oo, u — 0),

D= 4m _ 4GM ~ 1,,’75, (5)

RO CZRO

para Ryp= Rs o raio do Sol (6,960 x 10% m), ela traz o inconveniente de que em @ =0 ndo
temos o esperado valor r = Ry, € sim
1 1

r(p=0)= u(p=0) Ro L4 < Ro, (6)

ou seja, o foton, nesta aproximacdo, avanca pelo interior do Sol, significando
obviamente que houve uma colisdao anterior em sua superficie.

A titulo de comparacdo, o deslocamento interior obtido em (6), para o raio do
Sol Ry = 6,960 x 10® m e a razdo m/Ry da ordem de 2 x 10'6, é préximo de 1,4 x 10° m,
gue em virtude da grandeza do raio do Sol corresponde a uma regido muito além de
um volume molecular, por exemplo.

0 angulo de colisdo @ pode ser obtido igualando (4) a 1/R,, ou seja,



1_1 m 2
R = R, COSY + 2 (1 + sen®¢), (7)

e entao
m 200 — _om\ _
Re cos“@ — cos@ + (1 2 Ro) 0, (8)

cuja solugdo matematicamente aceitavel (—1 < cosp < +1) é

m m
1- /1—4R—0(1—2R—0)

cosQp = . : (9)
Ro

Esta claro que ¢ =0 ndo é solucdo de (9), nem de (8), qualquer que seja o valor
de m/Ry. Como m/R, é pequeno comparado com 1, da ordem de 2 x 10'6, podemos
aproximar (9) para

cosp=~1—2 Rﬂ, (10)
0

que para angulos ¢ também pequenos fornece

m
Q= 2\/R:0, (11)

um angulo muito pequeno, a raiz quadrada do angulo obtido em (5) para a deflexao da
luz, mas que ndo é nulo. Se um féton emitido por uma estrela distante tivesse um
movimento que obedecesse a solucdo (4) para as equacdes (3) ou (2), este féton
acabaria por colidir com o Sol, seria absorvido, e ndo chegaria a Terra. Se todos os
fétons emitidos pela estrela que viessem em nossa direcdo tivessem esta mesma
trajetdria claro que a estrela se tornaria invisivel para nds. Estamos evidentemente
desprezando todos os mais complicados efeitos envolvendo Eletromagnetismo,
Termodinamica e Mecanica Quantica.

2 — A solugao assintotica

Em [1] mencionamos que “Se esta mesma solu¢do que prediz o desvio de 17,75
para o angulo de deflexdao da luz também leva antes a colisdo da luz, parece claro que
a priori ela ndo pode ser adotada para o cdlculo desta deflexdao, despreocupadamente,

sem maior analise. Precisamos de melhor solucdo, e que ndo leve a nenhuma previsao
2.2
&€

indesejavel.” E o que faremos agora. O termo gue aparece em (2), mas ndo em

12

(3), terd importancia fundamental.



Continuaremos a usar a equag¢ao do movimento obtida com a solugdo exata de
Schwarzschild para as equagdes de campo de Einstein, que constitui uma solucdo para
o tensor métrico g,,, representando um campo gravitacional estatico e esfericamente
simétrico, como é esperado que ocorra no caso de sistemas planetarios como o

sistema solar, na regido exterior a uma distribuicido de massa com simetria esférica.””

Partiremos da equagdo (2),

2 2.2
(Z—:) +u? = le + 2mu?, (12)
mas ndo precisaremos obter a solucdo exata u(¢) para todo angulo ¢. Vimos na
Introdugdo e em [1], conforme [2], que podemos obter o angulo de deflexdo da luz na
presenca de uma grande massa M através do limite que a solu¢do da equagdo do
movimento tem no infinito, i.e., r — o ou u — 0, obtendo-se entdo o angulo ¢
correspondente a este limite e o angulo que as assintotas da trajetéria formam com o
eixo Y, que é igual ao angulo complementar de ¢, em mddulo. Sendo assim, o que
principalmente nos interessara serd a obtenc¢do da solucdo assintética da equacgdo do
movimento (12), a equacado da reta assintota da trajetéria da luz, ou a equacdo da reta
tangente a solucdo (12) proxima da origem.

Com temos a equag¢do na incégnita u = 1/r, o infinito espacial r — oo neste
caso correspondera ao zero u — 0,. O simbolo 0, que adotaremos na sequéncia é
para nos lembrarmos de que valores de u (e r) negativos ndo terdo significado fisico.

Parau — 0, a equagdo (12) se reduz a

(d_u)z _ CZSZ (13)
do/ — 12’
ou
d
Z =4, (14)
de

paraA = + |Cl—£| Integrando (14) vem

u=Ap + B, (15)
onde B é uma constante a determinar.

A solugdo exata u de (12) na vizinhanga de u— 0, serd entdo
aproximadamente igual a (15), para um mesmo valor de ¢. Particularmente em
u — 0, elas devem ser iguais. Igualando (15) a zero obtemos



Q=== (16)

Para outros valores de ¢ # —% a solugdo exata u(¢p) de (12) e a reta (15) tém

valores aproximadamente iguais na vizinhanga de u = 0., que é o comportamento
que se espera de uma fungdo e sua reta tangente em um determinado ponto, ou o
desenvolvimento de uma fung¢do em primeira ordem de aproximagdo em torno deste
ponto. Mais especificamente, em ¢ = 0 os valores de ambas as fun¢des devem ser
iguais, por imposi¢ao de nossa condicdo de contorno

—0) =L
u(p =0)= Ro (17)
Fazendo entdo ¢=0em (15) e usando (17) vem
1
que aplicado em (16) da
@ = —RoA = %R, ||, (19)

onde c é a velocidade da luz no vacuo, / o momento angular por unidade de massa e ¢
uma constante a determinar, que no limite newtoniano corresponde a conservacao da
energia.

Este angulo ¢ corresponde entdo ao angulo que torna u infinitamente
pequeno, ou a distancia r do vetor posicdo (x, y) infinitamente grande, ou seja, o
angulo que uma das assintotas da trajetéria forma com o eixo X, e também leva a
solugdo procurada obedecer a condigdo (17), our(p = 0) = R,.

Observa-se em (19) que de fato existem duas solugdes para o angulo ¢, que sao
@ e seu negativo —¢, devido a simetria do movimento. O angulo de deflexdo total £
serd o mesmo, quer usadssemos uma ou outra das solucdes.

Para o cdlculo de gusaremos (12) em ¢=0. Como u = 1/r entdo

du _du dr 1 dr

dp _arde  rag (20)
Para ¢ =0 temos, por simetria,

dr

E((p =0)=0, (21)

ou seja, @ =0 é um ponto extremo de r(¢), a distancia minima ao centro, e pela
condicdo de contorno



w(p =0) = Rio, (22)

obtemos de (20), parau = Ri,r = Ry,
0

du
%(go =0)=0, (23)
e assim (12) em ¢ =0 fica igual a

1 ce 2 1
R—S = (T) +2m R—g. (24)

A constante de movimento [ é igual a
L=1%¢, (25)

o momento angular por unidade de massa, que para ¢ =0, onde vale r = rp, = Ry, igual
ao ponto de menor aproximacdo com relacdo a origem, e

A T Ay/Ry _ ¢
2 Pmax hmAt—>0 At |(,0=0 - hmAy—>0 Ay/c - R_o' (26)
leva a
2 c
Ry
Entdo aplicando (27) em (24) obtemos
2
1 ce 1
R_g = (R_Oc) +2m R_g' (28)
donde
2
1=¢e2+2 (29)
Rp
Isto da para ¢ o valor de
2
e=+ [1-=5 (30)
Ry
e assim o angulo pem u = 0, dado em (19), fica igual a
2m
Plyso, =% |1 - R (31)



Com estas solugdes simétricas para ¢ podemos entender que, sem a presenca
da massa M, o féton viria do “infinito” seguindo por uma reta R, sob um angulo ¢ em
relacdo a reta X, e permaneceria indefinidamente sob esta reta, até que alguma outra
condicao o afastasse da trajetdria, por exemplo, fosse absorvido por algum corpo. Com
a presenca de M na origem do sistema de coordenadas XY, entretanto, a reta R
assume o papel de uma das assintotas do movimento, e o féton apds sua passagem na
vizinhanc¢a de M tem um movimento que se aproxima da outra assintota simétrica a R,
que faz um angulo —p em relagao ao eixo X.

O angulo de deflexdo total S é entdo
B=n—-2p|l=mr—-2[1——. (32)

2m | . A
Quando N é pequeno comparado com 1 podemos aproximar o angulo £ por
0

prm—2—— (33)

2m
O termo &, due aparece em (32) e (33) é o valor dado pela deflexdao da luz na
0

passagem pelo Sol segundo a mecanica newtoniana (0”,875), a metade do valor
adotado na Relatividade Geral (1”,75), mas a maior contribuicdo para a deflexdo ,8 da
luz é a constante T — 2, em radianos, que em graus equivale a cerca de 65°,4, valor
completamente em desacordo com os resultados experimentais.

3. Conclusdo

Na analise que fizemos da solucdo de Schwarzschild™ em [4] concluimos que a
Relatividade Geral ndo explica a precessdao do periélio de Mercurio, pois a solucao
obtida para a equa¢dao do movimento nao pode ter infinitos pontos de maximos e
minimos, nem mesmo um numero muito grande destes pontos extremos, que
corresponderiam a um movimento do periélio (e afélio) a cada revolucdo completa, ja
gue a equacdao do movimento envolve uma derivada de primeira ordem elevada ao
guadrado de um lado e um polindbmio de 3° grau do outro. Nos extremos de u, e
consequentemente de 1/r, chegamos a uma equagdo do 3° grau apenas, sem a
esperada precessdo a cada volta completa, o chamado avanco do periélio.

Em trabalho mais recente, e mais importante, concluimos de novo que a
Relatividade Geral n3do explica esta precessdao, pois, ao contrdrio da informacdo
conhecida, a Mecanica de Newton explica completamente o movimento de precessao
do periélio de Mercurio (e muito provavelmente dos outros planetas também, além



das outras anomalias ja conhecidas). A Relatividade Geral era a responsavel pela
explicagdo da diferenga entre a precessdo observada (A@ygs) € a calculada com a
Mecanica de Newton (Agy) até entdo, mas uma vez que a Mecanica de Newton é
capaz de obter o valor da precessdao do periélio igual ao observado (com valores
atualizados dos elementos considerados fixos, além das massas dos planetas do
sistema solar e seus respectivos satélites), o resultado da precessao calculado com a
Relatividade Geral (A¢g) deveria ser igual a zero, ao invés de 43" por século, no caso de
Mercurio, conforme a equac3o (8.6.13) de Weinberg'®:

Ap = Appps — Agy. (34)

Agora, no presente artigo, concluimos que a Relatividade Geral leva a um valor
muito grande, cerca de 65°,4, praticamente independente da massa M e raio Ry do Sol,
para o angulo de deflexdo da luz na passagem pelo Sol, e bem diferente do conhecido
(1,75”), o que de certa forma jd era prenunciado pelas conclusGes anteriores,
referentes a precessdao do periélio de Mercurio. Este é o valor obtido com a solugdo
exata da Relatividade Geral para distancias infinitamente grandes, mas leva a um valor
bem diferente do resultado padrdo conhecido, obtido pelo método de perturbacdes
até segunda ordem. H4a sim um sério problema com a Relatividade Geral, e resultados
tdo fartamente divulgados referentes aos calculos obtidos com ela mostram-se
incorretos quando calculados mais exatamente, sem as costumeiras aproximagdes de
primeira e segunda ordens.

Sabemos que hd outras maneiras de calcular a deflexdo da luz na Relatividade
Geral diferentes da que foi mencionada aqui (e na se¢do 3 de [1]), baseada em [2]. Dos
autores mais consagrados talvez sejam Weinbergle] e Landau & Lifschitz!”! os gue mais
diferem do método aqui apontado, e somos obrigados também a comenta-los, mesmo
gue uma anadlise mais completa caiba melhor em outro artigo. Lembramos ainda que
também ja fizemos uma critica da dedugdo original de Einstein®® deste angulo de
deflexao.

Weinberg[6] é rigoroso em varias passagens de seus calculos, mas o resultado
final baseia-se em uma integral eliptica (tal como em Landaum), gue por sua vez
envolve duas séries infinitas, para as funcdes que chama de A(r) e B(r). A manipulacado
destas séries no integrando leva a uma terceira série infinita, e o resultado final, que
da o angulo de deflexdo esperado de 1”,75, é obtido com a primeira ordem em MG/r,
desta série. Trata-se de fato de uma complicada série numérica, mas apenas 0s seus
“primeiros” termos sao utilizados para o resultado final, desprezando-se assim infinitos
termos. Pessoalmente ndo consigo acreditar que todo o restante da série, a parte que
foi desprezada, convirja para o valor zero, o que merece uma analise maior do assunto.

Landau & Lifschitz!”! fazem uma sofisticada dedugao do angulo de deflexdo da
luz. E dificil seguir o raciocinio deles (acho que Lifschitz é o grande relativista da dupla),



mas M, o momento angular, ora é definido como constante, ora deriva-se em relacdo a
ele. A acdo S também é truncada, ou seja, em um desenvolvimento em série, funcao
da distancia r, despreza-se infinitos termos (esta omissdao é bem mais oculta que a feita
em Weinberg), sem esclarecimentos sobre as conseqliéncias desta aproximacao. Eles
chegam ao resultado conhecido, mas que sob uma melhor andlise difere dos demais
até aqui verificados: o angulo de deflexdo J¢ depende da freqiéncia da luz,
wp=—0y/, devido a substituicdo que fazem, @=cM/w, e ao correspondente

4kmrs
c%o’

resultado obtido, 5(,0 = w é a eikonal, a fase de uma onda luminosa, que deve

ser uma quantidade grande (§ 53 da Teoria do Campo).
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