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Sinopsis. En el afio 1943 Erwin Schrodinger inici6 una serie de publicaciones de lo que €l llamo Teoria Unitaria
de Campo, con la que pretendia unificar los campos gravitatorio, electromagnético y mesénico sobre una
base geométrica. El enfoque de su invetigacion se basa en la teoria puramente afin, que supone a la conexiéon
afin como el elemento geométrico principal y el tensor métrico como una magnitud derivada. En este trabajo
analizamos la primera de las teorias de Schrodinger. Este es el primero de una serie de articulos que analizaran
toda la investigacion de Schrodinger en teorias unitarias de campo.

Abstract. In 1943 Erwin Schrodinger began a series of publications on Unitary Field Theory, with which
wanted to unify the gravitational, electromagnetic and mesonics fields on a geometric basis. His investigation
is based on the purely affine theory, which considers the affine connection as the main geometric element and
the metric tensor as a derived quantity. In this paper we analyze the first Schrodinger theory. This is the first
of a series of articles that expose the entire research Schrodinger in unitary field theories.
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1.- Introduccion

Cuando Hilbert y Einstein desarrollaron la Relatividad General en 1915 [15] [[5] admitieron de partida que el
continuo espacio-temporal tiene una geometria de Riemann, caracterizada por tener un tensor métrico simétrico
y porque la conexion (también simétrica) coincide con los simbolos de Christoffel.

Pocos afios después, Hermann Weyl [41] [42] planteo la primera teoria de unificacion del electromagnetismo
y la gravitacion, en ella la conexion no se identifica con los simbolos de Christoffel. Esto venia a demostrar que
la conexion afin era un concepto geométrico, que al menos, habia que considerar al mismo nivel que la métrica.

Elsiguiente paso en la evolucion lo da Eddington [3] [4], quien desarrolld la geometria a partir de la conexion
afin, que asi fue elevada a concepto geométrico primario, mientras que el tensor métrico surgia como una
magnitud derivada. Eddington no desarrollé completamente los aspectos fisicos de este planteamiento geométri-
co. Esta tarea la realizo Einstein [7] [8] [9] [10] [11], quien en el afio 1923, public6 una serie de investigaciones
en lo que ahora llamamos teoria puramente afin, que se contrapone a la teoria métrica (que toma como elemento
basico al tensor métrico) y a la teoria métrico-afin (que toma simultaneamente como magnitudes basicas a la
conexion y al tensor métrico).

En su refugio irlandés Erwin Schrédinger retom6 durante los conflictivos afios cuarenta la teoria puramente
afin, en un momento en que el desarrollo de las teorias unitarias geométricas habia sido abandonado. Su primer
trabajo sobre este asunto data de 1943 [21] y se basa en la teoria de Einstein de 1923 y en la teoria electromag-
nética que Born e Infeld habian desarrollado en el afio 1934[2]. De la primera de las teorias sefialadas, Schrodinger
tom¢ la conexion afin, mientras que de la segunda tomo la densidad lagrangiana de la cual obtuvo sus ecuaciones
de campo gravitatorio y electromagnético.

Schrodinger usé el principio de minima accidn para la obtencion de la conexion afin, un método fisico-
matematico que habiendo sido aplicado originariamente a los campos en 1912 por Gustav Mie [1], fue usado
elegantemente por Hilbert para obtener las ecuaciones de campo de la Relatividad General. La potencia del
método fue reconocida pronto por Einstein [6] y se convirtid en el mecanismo matematico con las que, desde
entonces, se obtienen las ecuaciones de campo [36].

Para completar sus ecuaciones de campo Schrédinger utilizéd un método introducido por Einstein en 1923, que
es equivalente a la formulacion de Hamilton de la mecanica clasica. Es decir, se aplica la transformacion de
Legendre a la densidad lagrangiana y posteriormente se aplican las ecuaciones candnicas. Al igual de lo que
ocurre en la mecanica clasica, con este método se aumenta el numero de potenciales de campo, pero tiene la
ventaja de que el orden diferencial de las ecuaciones candnicas es uno, al contrario del orden segundo de las
ecuaciones obtenidas por aplicacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

La intencion de la teoria de Schrédinger era una unificacion completa de la Fisica, tanto es asi que la llamé
Teoria Unitaria de Campo. Aunque en su primera investigacion Schroginder se limitd a los campos gravitatorio
y electromagnético ya anunciaba que también debia de incluirse el campo mesonico, que entendia era el respon-
sable de la interaccion nuclear.

En los afios posteriores Schrédinger continu6 trabajando en la teoria puramente afin a la que afiadi6 paulati-
nas modificaciones, cuyos resultados finales han sido bien conocidos gracias a que suscintamente aparecen en
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su libro Space-Time Structure [35].

En este articulos rescatamos el primer trabajo de Schrodinger sobre teoria puramente afin. Para facilitar su
comprension y lectura detallamos todos los calculos matematicos e incluimos nueve apéndices donde se aclaran
algunas de las relaciones y teoremas aplicados en el texto principal. Advertimos que usamos una notacién
ligeramente diferente a la que originariamente usé Schrodinger e incluso nos apartamos de su razonamiento en
alguna ocasion, en particular en la correlacion que en este tipo de teorias geométricas es necesario hacer para
identificar las magnitudes geométricas con las fisicas.

2.- La conexion de la teoria puramente afin de Einstein

Consideramos en todo nuestro razonamiento un espacio dotado de una conexion simétrica, por lo tanto libre
de torsion, en donde se define el tensor de Ricci que se supone, en general, no simétrico [37].

Entendemos que una densidad escalar £ es un ente que frente a transformaciones de coordenadas

dx'' = A} dx*

se transforma segiin la ley

1
=—1L

-

donde |A| es el determinante de la matriz de la transformacion 4, .Dado que la raiz cuadrada del determinante
a de cualquier tensor de tensor de segundo orden «,, se transforma seglin

Ja'=Vaf|4|
podemos entender que la densidad escalar tiene la estructura

L=+JalL

l!

donde L es un invariante.
Las ecuaciones de campo son obtenidas a partir de un principio de minima accion que afirma que la variacion
de la accion del campo

lzj’tdg

es una extremal, siendo d Q = dx dx'dx*dx> para el caso del espacio-tiempo tetradimensional

En la teoria de campo unificado de Einstein se parte de una densidad lagrangiana que depende exclusivamen-
te de la conexion y de sus primeras derivadas a través de las componentes simétrica R(l. Y antisimétrica R[l. (]
del tensor de Ricci, es decir

l = [{R(lk)’R[lk]}
Notese que el tensor a,,, al que antes nos hemos referido, debe ser en nuestro caso R( ik) > R[i x] © una
combinacion lineal de ambos tensores, ya que no existen mas tensores de segundo orden a nuestra disposicion.
Definimos dos densidades tensoriales a partir de las relaciones

ik __OL Fik_ oL
OR ;1) OR}
que en efecto son densidades tensoriales como puede verse por el siguiente razonamiento. Indiquemos primero

que la variacion da,;, de un tensor calculada en un mismo punto es a su vez un tensor, puesto que la diferencia
de dos tensores siempre es un tensor. Por (A.3) tenemos

sa =%\/Za*k’6aik

. o * L7 .
que es una densidad escalar ya que resulta de multipicar un escalar a*'Sa & por Ja tal como es requerido
para ser una densidad escalar. Comprobamos ademas que

SL= 5(JZL) =oNaL ++JasL

es una densidad escalar, ya que 5L es un escalar (diferencia entre dos escalares).
En nuestro caso tenemos

oL oL _ ik ik
EL—WWER(M)-FWMER[%]—g 5R(ik)+f 5R[lk]
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para que la expresion sea homogéneay dado que R ;) y ORy, x] Son tensores (simétrico el uno y antisimétrico
el otro) es necesario que g’k sea una densidad tensorial contravariante simétrica y £¥ sea una densidad
tensorial contravariante antisimétrica, tal como queriamos demostrar.

Al hallar la variacion de la accion del campo obtenemos

51=[{g" Ry + £ SRy 40 )

Como la tnica variable de campo es la conexion I';," entonces es necesario poner el anterior integrando en
funcion de su variacion ST;," . Para ello utilizamos las identidades de Palatini (C.2). Estas expresiones nos va
a permitir, conjuntamente con el teorema integral de Gauss, poner el integrando de la variacion de la accion en
funcion de la variacion de la conexion.

Analicemos el primer sumando de (1)

gik5R(ik) :gik |:D(i 5Fk): —Drél"l.erz gik |:%Di5rkrr +%Dk or,"-D, 5rikr:| =
1 ik P ik ro ik . ik r ik r ik p
—EDl-(g oT'y, )—EDl-y oLy, +5Dk(9 oL, )_EDkg L, —Dr(y oy )+ D,g "ol ,
a las integrales de las divergencias que aparecen se les puede aplicar el teorema de Gauss (B.2), por ejemplo

[30.(g"or,/ )da= [T or, as,
v z

si suponemos que el campo se anula en los limites del volumen, entonces la integral es nula, asi que el primer
sumando de (1) se reduce a

j(—%Di ger,’ —%Dkg”‘a‘r,,/ +D,gik5F[kr)dQ =

:I(—%D/glkéri —%D,gilé‘f +Drgikj5fikrd§2

donde hemos tenido en consideracion que la conexion es simétrica.
Ahora analizamos el segundo sumando de la variacion de la accién

ik _gik r_ 1 ik r 1 ik r_

f 5R[ik] =f D[kﬁl“i]r _Ef D,oT,, Ef D, 6T, =
_l ik r l ik r l ik r l ik r
_2Dk(f ST, )—ZDkf ST, —2D,.(f ST,/ )+2D,.f ST,/
al aplicar el teorema de Gauss el segundo sumando de la variacion de (1) queda

I(—%Dkf’k5l"[,’ +3D, f""férkfjdﬂﬁ(—%/j,f”af %D;f”‘&’)ﬁi{ dQ

Reuniendo los dos resultados y aplicando el teorema de minima accion se obtiene

2D,g" =5/ D,(g" +£*)+5!D,(g" +f") @)
en el calculo hemos aprovechado las propiedades de simetria de las densidades g“‘ y flk.
Definimos
ak :Dl‘ fkl'
como £¥ es antisimétrico
a k — ai f ki
entonces (2) queda
2D,g"=65'D,g"+6'D,g" +5 a* +5"a’. 3)

La siguiente etapa de nuestro razonamiento consiste en obtener la conexién en funcién de g’* y oF.

Contrayendo (3) los indices i, » tenemos

N +1
D rk — a k
g N_1
donde N es la dimension del espacio. Entonces (3) se transforma en
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: 1 : ,
ik _ ik k i
D,g"* = —N_l(éra +ofa'). (%)

En el caso de métrica simétrica la conexion puede descomponerse en funcion de los simbolos de Christoffel
(D.2)

ro__ r r
qu _qu +qu >

de tal forma que podemos expresar (4) en funcion del tensor simétrico X pqr

D, (@g”‘)%@gikg” (-8 Xy’ ~ 00X, )+ e (X, 87X ,F) = —ﬁ(&" a*+sfa’),

donde tenemos en cuenta que la derivada covariante del tensor métrico basada en los simbolos de Christoffel es
nula por la definicion de estos simbolos (D ik = O) y hemos usado (A.2); simplificando nos queda

, , . 1 , ,
ik K} sk i is k_ ik k i
—g*x S+gtx T+ghx k= —N_l((sra +6fa'),

o bien multiplicando toda la igualdad por &, &4

s _
Xprq +erp _gqusr __N_l(grqap +grpaq)'
Permutando los indices encontramos las expresiones
X +X, - XS——L( a,+g,a,)
prq grp ~ 8aqptsr T N_1 Erq9p T8y
s _
Xapr VX vpg = &rgX sp __N_l(gpraq T8 pq a,)
1
s _
Xrgp * Xgqr =8 prX sq __N_l(gqpar &g ap)
sumando la primera igualdad con la tercera y restandole la segunda obtenemos
K} K s _ 2
2erp_gqusr _gersq +gqusp __N_lgrqap (5)

donde se ha considerado el caracter simétrico de X', qr yde g, . Sialaanterior expresion la multiplicamos por
pk d
g " queda

Kk ok k k 2 k
2er _5qurs_5rqus+gp gquspS:_Egrqa P

contrayendo respecto a los indice ky r

k:;aq:hxa

Yo SN ) (v-2) v

que al sustituir en (5) queda
Xq,k :a(&;‘ar +§,kaq —,ng,ak)
donde los coeficientes son

1
o (N—l)(N—2)’ p=N-1.
Finalmente podemos expresar la conexion en funcién del tensor métrico y del vector a*
l"q,k = Lqu + a(é';ar + 5faq —,ng,ak)
observemos que esta expresion ha sido obtenida sin necesidad de especificar la densidad lagrangiana, s6lo ha
sido necesario saber su dependencia funcional.

Todo el calculo que hemos hecho se podria repetir, obteniéndose los mismos resultados, si en vez de suponer
que la densidad lagrangiana depende de las partes simétrica y antisimétrica del tensor de Ricci se supone que
depende exclusivamente del tensor de Ricci L=L(R,; )y entonces se define g’y fgik como las partes
simétrica y antisimétrica de 0L/0R,, .

En el caso del espacio-tiempo de cuatro dimensiones

1 | |
qu":Lq,"+g5§a,+g§,"aq—5gq,ak. (6)



Wenceslao Segura Gonzdlez

Si @’ esnulo entonces la conexidn es idéntica a los simbolos de Christoffel, es decir estariamos en el espacio
de Riemann de la Relatividad General, o sea, estariamos en presencia de campo gravitatorio exclusivamente.
Contrayendo los indices £ y » de (6) tenemos por (H.1)

rJ=i, 1 oJe

"+2aa, =—=—2+2xa

’ T Jg ox? ‘
.1 oJg 1

=—=—"4+—q,.
p
v Jgox? 31
Conocida la conexion se puede sustituir su valor en el tensor de Ricci que se define como
_r Kk k ok -k
Rsi _rsk,i _rsi,k +rskrti _rsi 1—‘tk >

dando como resultado después de un simple calculo

Rsist,-+l(a—as,—%j+lasai, (7
6\ox' ox*) 6
donde G ; es el tensor de Ricci obtenido a partir de los simbolos de Christoffel.

Démonos cuenta que aun no tenemos una teoria de campo que exige, por una parte, una ecuaciéon como la
(6) y ademas una ecuacion diferencial que nos permita obtener las funciones de las variables de campo respecto
a las coordenadas. Para obtener esta ecuacion se necesita especificar la densidad lagrangiana. En su investiga-
cion de la teoria puramente afin, Einstein elegio tres densidades lagrangianas diferentes, que fueron diferentes a
la que usé Schrodinger en 1943 que sera la que a continuacion vamos a examinar.

ysi N=4

3.- Teoria puramente afin de Schrodinger-1I
En su primer articulo sobre la teoria puramennte afin publicado en el afio 1943 [21], Schrodinger dedico la
primera parte de su investigacion a obtener las ecuaciones (6) y (7) de Einstein [ 7], para posteriormente formu-
lar las ecuacione.s de campo gravitatorio y electromagnético. Si para simplificar ponemos y ; = R( si) Y P = R[S i
entonces a partir de (7) obtenemos

7si=Gsi+%asai3 Psi Z%(ZZf _%j ®)
y como
G=g"G,=¢g"y, _%asas
encontramos
Gst'_lgsiG:_Tsi_l(asai_lgsiapap) ©)
2 6 2
como se puede comprobar por sustitucion y donde hemos definido
T, =—(7s,- —%gs,-g”y,,qj- (10)
Entonces las ecuaciones de campo gravitatorio y electromagnético son (8), (9) y
ak =0, F4 (11)

Las ecuaciones de campo (8), (9) y (11) no se pueden resolver, ya que tenemos 36 variables
(&ik> Vik> Pix> ax» fix )y sOlo 20 ecuaciones, necesitamos, por tanto, otras 16 ecuaciones de campo que,
como veremos mas adelante, nos seran dadas cuando se conozca la densidad lagrangiana del campo, la que atin
no ha sido especificada.

El significa fisico de las distintas magnitudes geométricas que aparecen en las ecuaciones de campo es el
siguiente: g, es el tensor métrico con el que se define el elemento de linea ds?; ¢,, es porporcional al tensor
de campo electromagnético, de caracter antisimétrico y que por la segunda ecuacion (8) cumple

a¢[k + a¢kr + a¢ri =0
ox"  ox'  oxF
que representa el segundo grupo de las ecuaciones de Maxwell; 7, es equivalente al tensor energia-momento
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del campo electromagnético; a* lo es a la densidad de corriente eléctrica; la ecuacion (11) es similar al primer
grupo de ecuaciones de Maxwell; por Gltimo 7, es el tensor conjugadoa g’ k mientras que £'* es el conju-
gado de ¢,, (ver apéndice I). Notemos por Gltimo que por la segunda ecuacion (8) la densidad de corriente
eléctrica es proporcional al potencial electromagnético. En el epigrafe 9 detallaremos estas correspondencias
cuando procedamos a correlacionar magnitudes geométricas y fisicas.

El segundo sumando del segundo miembro de (9) Schrodinger lo indentificé como «reminiscencia del primi-
tivo tensor energia de las particulasy, y realmente puede interpretarse como el tensor energia-momento de la
materia, que solo existe si hay campo electromagnético, lo que nos viene a indicar que en la teoria de Schrédinger
la materia tiene un origen electromagnético; por lo dicho, la ecuacion (9) se puede poner como

Gsi _%gsiG = _(Ts(iC) + Ts(im))

donde TS(,-C) yT S(l-m) corresponden a los tensores energia-momento del campo electromagnético y de la materia

respectivamente.

4.- La transformada de Legendre de la densidad lagrangiana y las ecuaciones can6nicas
La densidad lagrangiana tiene la dependencia funcional £ = l( VikoDik ) por tanto

oL oL

dl=——dy, +——dg, =g dy, +F*dg,, .
a}/ik ylk a¢ik ¢1k g ylk ¢1k
La densidad escalar transformada de Legandre de £ es (ver apéndice E)
L=g™y, -1 (12)

que tiene la dependencia funcional £ =1 ( ik Dik ) , entonces

L=y, dgik +gikd7ik _gikdyik _fikd¢ik =7ik dgik _fikd¢ika

por tanto las correspondientes ecuaciones candnicas son

7ik:a—l-k; flk:_ oL (13)

og' 09

que son las 16 ecuaciones que nos falta para resolver las ecuaciones de campo (8), (9) y (11); es decir sustitui-
mos la primera ecuacion (13) en (10) y la segunda ecuacion (13) en (11) de tal forma que las variables que
aparezcan en las ecuaciones de campo sean: g,,.4,,, a que corresponden a 20 funciones, tantas como
ecuaciones diferenciales.

5.- La transformada de Legendre de la densidad lagrangiana en la teoria de Schrodinger-1
Como hemos dicho, es necesario concretar la densidad lagrangiana para completar las ecuaciones de cam-
po. En su teoria de 1943, Schrodinger eligié como densidad lagrangiana

Z:2a{\/_det(gik+¢ik)_\/_det(gik)}’ (14)

siendo « una constante; como Schrédinger afirmaba en su trabajo, (14) es esencialmente la lagrangiana de la
electrodinamica de Born-Infeld (ver apéndice I). Como el producto de un invariante por la raiz cuadrada del
determinante de un tensor de segundo orden es una densidad escalar, entonces £ es la diferencia de dos
densidades escalares, que a su vez es otra densidad escalar.

Las distintas magnitudes geométricas (tensor métrico, tensor de Ricci, etc) tienen unidades o pueden ser
adimensionales, siendo la longitud la Gnica unidad interviniente. Las coordenadas espacio-temporales son
adimensionales, pues s6lo son numeros que identifican a cada uno de los puntos. No obstante, el tensor métrico
en forma covariante debe tener la unidad de longitud al cuadrado L? ya que el elemento de linea al cuadrado
ds? tiene esa unidad, por tanto \/§ tiene la dimensiéon L* . Los simbolos de Christoffel son adimensionales,
siéndolo también el tensor de Ricci. Esto significa que ¢,, carece de unidades. Entonces el radicando de la
primera raiz de (14) no es homogénea dimensionalmente; porque mientras g, tiene la dimension L*, ¢,, no
tiene dimensiones. Para solventar este problema reescribimos (14)

L= 20‘{\/_det(gik + A ) —\/—det(g,.k )} = 2a{\/_det(gik + i) —\/—det(gl.k )} (15)
donde A es un niimero con la dimensién L? . La introduccién de A no es exclusivamente por razones dimensionales.
Esta contante numérica nos pondera el peso que el campo electromagnético (caracterizado por ¢, ) va a tener

8



Wenceslao Segura Gonzdlez

frente al campo gravitatorio (caracterizado por g;, ). Sibien las unidades de A son conocidas, no pasa lo mismo
con su valor numérico que queda indeterminado. En (15) hemos definido el nuevo tensor

b = AP = iR[tk]
que tiene la dimensién L7, la misma que g, .
La segunda ecuacion (13) también debe modificarse
_ot 1 £k

f/ik — —
Odi A

(16)

y por tanto

1 ki
o'k - of | _1 ok
ox' A
por lo que es necesario modificar las ecuaciones (8) y (9)

A’ A’ (0dy od, 1 /12( 1 j
i =Gy +—da; W=\ T oy P Ou—58.G="T——|da; =g, dyd? | (17
Vs 5 % ¢ S (8x’ 6st 58 S 5&sid) (17)

Por (G.3) tenemos

_det(gik +¢;k) :g—¢’ + ‘g glm kr¢mr ¢1k

donde g es el valor positivo del determinante de g,, (pues suponemos que su traza es -2 y por tanto su determi-
nante es negativo) y ¢ es el determinante de la matriz formada con las componentes del tensor antisimétrico
¢, s entonces (15) queda

Z:za\/g{\/l—ﬁ'+%¢”'k¢;k —1}:20{&(,0—1), (18)
g
notemos que por (G.1)
¢’ 1 mn
== \/,gpq Bun®'g - 19)

Ahora estamos en condiciones de evaluar las ecuaciones canonicas (13). Para aplicar la primera de las ecuaciones
(13) es mas conveniente poner (18) de la foma

Z:Za{\/g—¢'+%gimgkr¢;nr¢;k _@}:Za(\/gp—\/g), (20)

utilizando (F.2) se llega a

al— a kr ;1 41
7pq = agpq :;[g ¢qr¢pk _gpq(p_l)]' (21)

Para obtener el segundo conjunto de ecuaciones canonicas (16) utilizamos

L= 205\/7{\/ -1? +2gtm kr¢mr¢1k }

y llegamos a

£ z_a_f:_ﬁ(ﬁpq _]¢f*pq)’ (22)
* | 0P
siendo ¢ P9 =1/2AP9"* ¢, donde A” 'k es el tensor de cuarto orden totalmente antisimétrico, que se define

por
quik :8pqik/ [g
nétese que los simbolos de Levi-Civita & P?'* es una densidad tensorial, por tanto A?9’* es un tensor.

6.- Ecuaciones de campo
Para llegar a las ecuaciones de campo de la gravitacion y electromagnetismo hay que sustiuir (21) y (22) en
(17). Por (21) tenemos
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1 o o ' a ' '
Egpqypq :Egpq |:gk ¢qr ¢pk _gpq (P—l)]:$[¢ pk¢pk _4(,0_1)]: (23)

entonces el tensor energia-momento del campo electromagnético (9) es

1 a v o r ’ a ! !
__(751 _Egs[gququz_;[gk DirPsk _gsi(p_l)]+$gsi|:¢ pk¢pk _4(:0_1)]:

21 kr 1 g1 1 rpk g1
:;|:_g ¢ir¢sk +Egsi¢ P ¢pk _gsi(p_l):|a
y las ecuaciones finales de la teoria de campo unitario de Schrédinger son
1 o kr gr 1 1 1 pk 1 /12 o 1 "o
Gy _EgsiG:_;|:_ "GP +Egsi¢ b Dok _gsi(p_l):|_? asa; _Egsiapa i
, A2 (aa; 8a'-j

I i 24
4 6 \ox' ox* @4

a'’? z_a_a £(¢'Pq _1¢'*pq) i

ox1| p

comprobamos que son veinte las ecuaciones e igual nimero las variables del campo. Si hallamos la divergencia
de la primera de las ecuaciones (24) con la derivada con asterisco encontramos

AeT) 1

g Vl
Ox i 2\/_ " \/_¢Sl _O>
donde hemos tenido presente que la divergen01a del tensor de Einstein D ( -1/2g,,G) es nula que el
tensor energia-momento es simétrico y que a'’ por su definicién y por ser £ ¥ antlslmetrlco cumple D; a'l=0.

7.- Densidad lagrangiana en la teoria de Schrédinger-I
En su investigacion Schrodinger utilizé la transformada de Legendre £ de la densidad lagrangiana £, la
relacion entre ambas es (ver apéndice E)
— gl [
L=g™y,,—L.
Como

§7=2(p?-1+17)
entonces utlizando (18) y (21) se encuentra
2
20 (1 i),

Si no existiera campo electromagnético, es dec1r si la parte antisimétrica del tensor de Ricci fuera nula,
entonces L =0 por (14) y por tanto

lzgpq7pq =\/§gqupq =\/§R

que corresponde a la densidad lagrangiana de la Relatividad General.

8.- Unidades de las magnitudes geométricas
Como antes hemos indicado las magnitudes geométricas tienen unidades Es facil averiguar las unidades de
todas las magnitudes geométricas que hemos utilizado, tal como viene reflejado en la tabla 1.

Magnitudes| ¢, | g™ | g | £ |[r,"| Ry |Gy | @

Unidades L? L2 rt L*> | No | No | No | L?

ik ik 1k k ' ’
G | F* | f a d di | Vi | T | Pk | @

S | No |4 | No|L* | L2 No | No| L* |12

Tabla 1.

10
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9.- Correspondencia entre las magnitudes geométricas y fisicas

Ahora es necesario correlacionar las magnitudes geométricas con las correspondientes magnitudes fisicas.
Como hemos sefialado en el epigrafe anterior, las magnitudes geométricas tienen unidades pero estas, en gene-
ral, no corresponden con las unidades de las magnitudes fisicas que tienen asociadas. Entonces las magnitudes
geométricas y las fisicas correspondientes son proporcionales, con un factor de proporcionalidad que, en gene-
ral, seran constantes numéricas dimensionales. Para establecer la correlacion que buscamos es necesario deter-
minar esos coeficientes de proporcionalidad.

La correlacion entre las magnitudes geométricas y las fisicas (identificadas por llevar acento circunflejo) son

gu=78u:  Iu=Bd: x =y
donde y y [ son constantes numéricas, la primera con la d1mens10n L? y la segunda tiene la dimension
M~'LT?4 olaunidad C-m / N referida Sistema Internacional de Unldades (SI). Observemos que la primera
transformacion de (25) hace que las componentes fisicas del tensor métrico sean adimensionales, mientras que
por la ultima de las relaciones (25) las coordenadas espacio-temporales fisicas aquieren la magnitud de longitud.
Notemos que la ultima relacion (25) nos viene dada por la necesidad de que el elemento de linea ds tenga la
unidad de longitud.
Es facil comprobar que

gikzy—lg"[k_ ¢!ik_7—2ﬂ¢!l'k; \/EZ}/Z\/E;
r, =y, Gu=rG,; G=G.
Entonces la lagrangiana (20) en funcion de las magnitudes fisicas es

I- 2a72f\/ 4¢+7 p2d G 1], 26)

Para determinar el valor de los coeficientes de proporcionalidad vamos a identificar el radicando de (26) con el
radicando de la densidad lagrangiana de Born-Infeld (1.2), por tanto de (1.18)

b=yp ' =1189-10% @27
que en el S tiene la unidad N/C .
El tensor energia-momento del campo electromagnético en la teoria de Maxwell-Einstein es

£g

o . o ' pq
Ty =—€ofy P +—- 4 zk¢pq¢
con launidad N / m? ; &, es la constante dieléctrica del vacio, por tanto encontramos que
~1,52
ooy B
ik = ik
€o

valida en la aproximacion de campo electromagnético no intenso. Entonces como en esta aproximacion es valida
la ecuaciéon de campo de la Relatividad General

1. A ay'p? . 87G -
7(Gik __giij =Ty 2—7—'8 =—77(Tzk = 7—T~
2 £
donde G es la constante de gravitacion universal; se deduce de la primera de las ecuaciones (24)
o _ 3G
— B ==

)

(28)

de 27)y (28)

2
a=gyxb
entonces los valores numéricos ¥, f y 4 quedan indeterminados. Podemos tomar arbitrariamente y =1y
entonces B =1/b, por lo que la densidad lagrangiana queda

L= 280;(b\/—\/

Nos queda por tltimo la identificacion del potencial electrico ¢ ; y de la densidad de corriente kﬁambas
proporcionales a la magnitud geométrica a’; . La relacion entre el tensor de campo electromagnético ¢, y el
potencial es

2 ¢”k¢tk -1 29)

11
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¢?r — aék _ aél’
T as axt
de la segunda de las ecuaciones (24) y por (25) se deduce
. 12,2 . 12,2 32,2
¢k:_7/ A a’k PN ¢k:_7/ A }/a! 2_7 A 1k
6/ 6 6

que es, al igual que todas las demas ecuaciones que manejamos en este epigrafe, una ecuacion homogénea
dimensionalmente.
En ausencia de gravedad y para campos electromagnéticos no muy intensos la tercera ecuacion (24) queda

!’ jal / ’ ’ a ,pq
aP=72\/§ap 0(}/1/2,5 (\/_¢ P‘I) = adl~- a3'/82 :x (30)

en la que hemos usado coordenadas galileanas. Bajo las condiciones antedichas es de aplicacion la teoria de
Maxwell cuya primera ecuacion es

por tanto
A & /
Jr==CyPgp G1)
a

que de nuevo comprobamos que es homogénea dimensionalmente; téngase presente que el tetravector densidad
de corriente lo definimos por j” = pu?” /%C (pes ladensidad propia de carga eléctricay u ¥ es latetravelocidad)
por lo que sus unidades en el Sl es C’/ m~ . Relacionando (30) con (31)

680 2p _ 6 4p_ A
ey LA (32)
ala constante numérica A ; lallamé Schrodinger la «constante cosmologica de la luzy», diferente a la constante
cosmoldgica de la gravitacion. Indiquemos que A ; es inversamente proporcional al valor indeterminado A2,
Aunque (32) la hemos obtenido para el caso de campo electromagnético débil podemos extenderla (a modo de
definicion) para cualquier valor del campo.

El tensor energia-momento de la materia que definimos en el epigrafe 3 se puede formular con respecto a las
magnitudes fisicas mediante un procedimiento similar al seguido con el tensor energia-momento del campo
electromagnético, resultando

f},-’”)=y6ﬂi (M ~8,47¢ j (M ~8,07¢ j (33)

Con los resultados obtenidos podemos hacer unos calculos especulatlvos Identlﬁcamos T( ") con el tensor
energia-momento fenomenoldgico, si p, es la densidad de masa y en reposo es T\" 00 = Poc”,entonces

jre-

Py = (34)

Ac 2
siendo ¢ el potencial electroestatico en el interior de la carga eléctrica. Combinando (32) y (34) llegamos a
relacionar la densidad de masa p, con la densidad de carga p
2 my, 1
Ai ¢? po q Ai ¢’
m, y q es lamasay la carga de la particula

Démonos cuenta que tanto (32) como (34) dependen de factores numéricos dependiente de 12, cuyo valor
desconocemos, como hemos dicho. Como la densidad de corriente solo puede tener valor apreciable en el
interior de las cargas eléctricas (donde el potencial es muy elevado) significa, por (32), que la constante cosmoldgica
de la luz tiene que ser muy pequeiia. [gualmente comprobamos por (34) que como la densidad de masa en el
interior de las cargas debe ser muy elevado, la constante A ; debe ser muy pequefia. En todo nuestro razona-
miento debemos tener presente que el potencial absoluto b es relativo a cada particula cargada; en particular el
valor dado en (27) es el correspondiente a un electron, para otras particulas cargadas su valor debe ser recalculado
a partir de (1.18).

pO: P
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10.- Variacion del modulo de un vector en un desplazamiento paralelo

Sea un vector de componentes contravariantes 4’, se dice que se le somete a traslacion paralela si las

componentes cambian segin la ley
dA'=-A°T dx" (35)
siendo dx" la diferencia entre las coordendas del punto del partida de la traslacion y del punto de llegada.

En el caso de ula geometria de Riemann (en el que la conexidn coincide con los simbolos de Christoffel y el
tensor métrico es simétrico) no varia el moédulo de un vector cuando se le traslada paralelalemente a consecuenica
de que la derivada covariante del tensor métrico es nulo. También es valida la afirmacion inversa, es decir si al
trasladar paralelamente un vector su modulo no varia (con independencia del camino recorrido), entonces la
geometria es de Riemann, o sea, la conexion son los simbolos de Christoffel.

En la geometria de la teoria de Schrodinger la conexion no coincide con los simbols de Christoffel, por tanto
no es nula la derivada covariante del tensor métrico y por consiguiente el mddulo de un vector se modifica
cuando es sometido a un desplazamiento paralelo.

Primeramente vamos a determinar Dg,, a partir de (6). Como D'g,, =0 entonces

Dgl-k:—%gikamdxm+%gimakdxm+%gkmaidx'”. (36)
Cuando se traslada paralelamente un vector su modulo cambia segun
DA’ =D(4,4")=D(gA*) 4"+ 4,04' =Dg, 4" 4’
puesto que por (35) DA' =0 . Utilizando (36)
DA2:—éAzamdx’”+§akAkAmdx”’, (37

al contrario de lo que ocurre en la teoria de Weyl en que la variacion del mdédulo del vector en una traslacion
paralela es proporcional al modulo de ese vector, en la teoria de Einstein-Schrédinger ya no se da esta circuns-
tancia como indica (37), donde la variacién experimentada no sélo depende del modulo del vector desplazado
sino también de sus componentes, es decir de su orientacion.

11.- La no invariancia gauge
Schrédinger sefial6 el gran parecido de la conexion (6) con la conexion derivada de la teoria de Weyl [36]

k_7 k_ sk k k
rqr _Lqr +5q¢r+5r¢q_gqr¢ (38)
donde el tetravector ¢, se define por

Dgy=-2g; ¢,dx",
Scrhodinger comprobd que mientras (38) es invariante frente a una transformacion gauge definida por las
relaciones
g = ﬂ'zgik; bk =i _%aax—};
A es un funcion escalar dependiente de las coordenadas, la conexion (6) no es invariente frente a (39) (donde
previamente se hace la sustitucion ¢, — a, ) a causa de los coeficientes numéricos de (6); en efecto de la ley
de transformacion (39) se comprueba que los simbolos de Christoffel se transforma segiin

'k k il 1 Kl 1 ke 1
Lqr :Lqr+5q (EG’AJJF(S’ (;aqﬂ'j_gqrg (zatlj
entonces para que la conexion sea invariante es necesario que
Low o Lo, 1 R Y N | ook ] k(1 kef ]
gé‘qar +g§r a, —qu,a Zgéqar +g§raq —qura _5q 26,1 —5, Zéqﬂ +gqrg Zét/’t
pero esta igualdad no se cumple con la segunda de la relaciones (39); es mas, no existe una solucion general para
cualquier valor de los coeficientes &, g y 7.

Schrodinger consideraba que la falta de invariancia gauge representaba una «aparente falta de belle-
zay, pero sugeria que la invariancia gauge seria restaurada cuando ademas de los campos gravitatorio y
electromagnético se considerara el campo «mesdnico» que por entonces se suponia el responsable de la
interaccion nuclear.

(39

13



LA TEORIA PURAMENTE AFiN DE LA GRAVEDAD Y DEL ELECTROMAGNETISMO DE SCHRODINGER (1)

12.- El término cosmologico
En lateoria de Schrodinger que presentamos no aparece de forma natural la constante cosmoldgica. Al igual
que ocurre en la Relatividad General es necesario introducirla ad hoc. La forma de hacerlo es modificar la
densidad lagrangiana (15)

L=2ca \/—det[(H%j(gikwwik)}— —det(g) ¢

A es la constante cosmoldgica que tiene las unidades L7 .
Introducimos los nuevos potenciales de campo

A — A A
g, =l1+—|g.; s =All+— g, =| 1+— |&'
ik ( 2ajg1k ¢1k ( 2aj¢1k ( 2a}¢1k

entonces la ecuacion (20) queda

2
ra 'y l—im— rr A ' 1 im ror ’
lzza{\/g_¢+zg gk ¢mr¢ik _\/g}:za (14_5) \/g_¢ +Eg gk ¢mr¢ik_\/§

o bien

Zzza\/g{(uﬁj—l}.

Con la introduccién de la constante cosmologica (21) se transforma, obteniéndose ahora

al— a kr g1 ’ A kr o1 '
7pq:agpq :;|:g ¢qr¢pk_gpq(p_1):|+;(gpq+g ¢qr¢pk)
cuando despreciamos el campo electromagnético ¢;, nos queda

Vg =NEpq
y la ecuacion de campo gravitatorio (12) es ahora

1
Gsi _EgsiG_Agsi == s(im)

que es la ecuacion de la Relatividad General con término cosmoldgico.

Aunque Schrédinger reconocia la forma poco natural de introducir de esta forma la constante cosmoldgica;
no obstante anunciaba que esta constante apareceria naturalmente en el momento en que ademas de los campos
gravitatorio y electromagnético se considerara el campo mesonico.

APENDICE A
Variacion del tensor métrico
Sea una matriz 4 de determinante no nulo cuyos elementos son las componentes del tensor a,, y que tiene
una matriz inversa A", cuyas componentes ¢ ¥ cumplen la relacién

a,a* =65, (A.1)

¥ es el menor adjunto asociado al elemento 7,k de 1a matriz 4, entonces los elementos de la matriz A ~'son

si '
sik 1 pi
a ik _ _akt )
a
El anterior razonamiento es igualmente valido para el tensor métrico g,, . En este caso definimos sus com-

ponentes contravariantes g ik como el traspuesto de los elementos de la matriz inversa de G = ( ik ) , es decir

gk = g™
y por tanto
k
g8 =9;.
Por definicion del determinante del tensor métrico se encuentra que su variacion es
ik ik
0g=a"0g,; =88" 08 (A2)

Si en vez del tensor métrico nos referimos a un tensor genérico a;;, entonces (A.2) toma la forma

Sa=aa*" 5a,, (A3)

14
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ik

donde a es el determinante de A=(a,;) y a"™* son los elementos de la matriz 4~ '. Notemos que a"'* son
también las componentes de un tensor de segundo orden contravariante como se aprecia por (A.1)

APENDICE B
Teorema de Gauss
El teorema integral de Gauss afirma que es valida la siguiente relacion funcional

04" -~
[—rda=[4*as,, (B.1)
ox*

V z

siendo x* las coordenadas. Si para concretar nos limitamos a un espacio tridimensional se cumple

= 1

dS P71 es el tensor de superficie bidimensional y & kpq Son los simbolos de Levi-Civita.

Tenemos que observar que (B.1) es una relacion analitica independiente de la geometria del espacio y del
significado de A* de las que solo se exige que sean funciones de las coordenadas.

€ypq DO tiene cardcter tensorial, por ello se define el tensor A, =+/g&y,, , entonces el vector superficie
es

1 ~
dSkngkpqupq:\/gdSk.

El teorema de Gauss se puede formular de varias formas en un espacio genérico. Teniendo en cuenta que la
divergencia de una densidad vectorial es

DA* =D (g 4")=0,(Jga")+g4'z,,

y que la divergencia de un vector es

1 5(x/§f4k)

DkAk :E&C—k-i_‘)k(rk —2Kk),

nédtese que el tensor de torsion lo definimos segtin

k k k k
Tis :Fis _Fsi zzr[js]

el vector de torsién es 7, =7, ¥y «x, es el vector de no-metricidad definido por
K =lg"Q- :lgirD g,
k 4 irk 4 k& ir
entonces el teorema queda
[D a*dQ=[4ds, +[A'r, d0

o bien

[Dyatay =[akas, +[v}(z,-2x,)dQ.

v z v
Finalmente tenemos otra forma de expresar el teorema integral de Gauss al utilizar la derivada covariante D"
que se evalua con los simbolos de Christoffel en vez de con la conexion, resultando entonces

[Diatav =[ga*ds, =[4*as,.
v T T
En el caso de que no exista torsion, como ocurre en la teoria que examinamos, el teorema de Gauss es

[Di(Jga*)aa=[akds,; [Dyarav =[a*ds, —2[vFk,dQ. (B.2)
V ) 14 ) V

APENDICE C
Identidades de Palatini
Sometemos la conexion a una variacion infinitesimal

r'sik:rsik+5rs;€(c'l) (Cl)

15
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expresion que esta definida en un mismo punto. Por efecto de esta variacion el tensor de Ricci también se ve
afectado por una variacioén que por calculo directo se encuentra que es

_ r r r m
en la deduccion se ha tenido en cuenta que 51",/ es un tensor por ser la diferencia de dos conexiones.
El tensor de Ricci esta formado por parte simétrica y antisimétrica

Ry = R(ik) + R[ik]
y ante una variacion del tipo (C.1) tanto la parte simétrica como la antisimétrica sufriran una variacion
1
OR i) Zz(éRtk +ORy, ).
teniendo en cuenta (C.1) y que
k k 1ok

segun se desprende de la definicion de vector de torsion; entonces queda

r l r r m
5R(ik) :D(15rk —Dr5rik +5D75Tl'k +Tm i5rs)k

.
)r (
donde los paréntesis redondos significan simetrizacion. En cuanto a la parte antisimétrica
1 r 1 r r m
SRy =5(5R,,k ~0Ry, ) =Dy oT 4] — DSty 4T, 0T,
donde los paréntesis cuadrados representan antisimetrizacion.
Para el caso considerado en el texto principal de geometria sin torsion las formulas encontradas se
reducen a

5Rik = Dk 5rirr _Dr5rikr
6R(l.k) =D(l.51"kr’ -D,oT ., (C.2)
5R[ik] = D[k or [] rr )
que son conocidas como identidades de Palatini.
La identidad de Palatini se puede extender a la curvatura homotética

8V, =D,sT F-D, 6T, +c56T k.

APENDICE D
Descomposicion de la conexion
Vamos a suponer que el tensor métrico es simétrico, pero el espacio esta dotado de torsion y ademas no es
nulo el tensor de no-metricidad (Q;;, = D,g,; ) - En este caso es posible establecer una relacion entre la co-
nexion y los simbolos de Christoffel. Para obtener esta relacion partimos de la derivada covariante del tensor
métrico

_ s s _

Drgpq_argpq_gsqrpr _gpsrqr _qur
_ s s _

Dqgrp —qu,p _gSPrrq _grsrpq _Qrpq

N N
ngqr:apgqr_gsrrqp _gqsrrp :qup
entonces sumando la primera con la tercera y restandole la segunda se obtiene

1 1
Lpg =Lrpq+5Krpq+E(Qrpq_qur_qup) (D.1)
donde K, es el tensor de contorsion que es definido en funcion del tensor de torsion segin
Kipg =Trpg * Tpgr ~Tqrp-

Y T,pq €s el tensor de torsion en forma covariante.
En el caso que consideramos en el texto principal en que la torsion es nula, la relacion entre la conexion y los
simbolos de Christoffel es
1

Upa =Lipg +E(Qrpq ~Opgr _qup)

16



Wenceslao Segura Gonzdlez

siendo L,p q los simbolos de Christoffel en forma covariante; o puesto en forma mas general
r __ r r
qu _qu +qu > (D.2)

X, qr es un tensor simétrico, por serlo la conexion y los simbolos de Christoffel.

APENDICE E
La transformacién de Legendre
Sea la funcién

f=f(xy)
cuya diferencial total es
df =gdx+ ﬁdy =udx+vdy.
ox oy
Buscamos una nueva funcion g = g(u,y) tal que su diferencial se exprese en funcion de du 'y dy . La funcién
buscada es

g=ux—f, (E.1)
en efecto, al hallar su diferencial se encuentra
dg =xdu+udx—df =xdu+udx—udx—-vdy=xdu—vdy
tal como queriamos. Ademas encontramos las relaciones
9. V= %2 (E.2)
dy
a las que llamamos ecuaciones candnicas.

APENDICE F
Variacion del determinante del tensor métrico en funcion de la densidad del tensor métrico
Es de interés expresar la variacion de la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico en funcién de la
variacion de la densidad tensorial g'* =.[g g’*; por (A.2) tenemos

1 1 1
5\g =—§x/§gpq5gp" =—58499" +5gqu‘”’5\/§

y como g,,g % =4 entonces
1
o g=5gqp5g‘”’ (F.1)
entonces
oJe _1 F.2
ag—qp_agqp' (F2)

Podemos también expresar la variacion de /g en funcion de las componentes covariantes de la densidad
del tensor métrico. Para ello partimos de

1

1 1 1
5\/_:5\/§gpq5gpq:Egpqégpq_agpquqé\/g = 5\/_:ggpq5gpq' (F.3)

APENDICE G
Determinante de un tensor métrico asimétrico
Un tensor métrico asimétrico se descompone en parte simétria y antisimétrica
8ik =&(ik) T &[ik) =7 ik T Pik
donde y,, representa la parte simétrica y ¢, la antisimétrica. El tensor métrico en forma contravariante
también se descompone en parte simétrica 4'* y en parte antisimétrica f'*

glk — hlk + flk
Definimos las componentes contravariantes de las partes simétricas y antisimétricas del tensor métrico por

7,']'7”{:5]]-{; ¢’1‘j¢ik:5jl'€; htjhik:5/l'€; fijfikzgf'
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En un espacio de cuatro dimensiones, al que suponemos con signatura -2, el determinante de un tensor
antisimétrico como @;; es

2
P=(012 P34+ 931024 +P23014) -
Por computo directo se comprueba que

R N G1)
e igualmente
£"0,,0 4 =0
si k= m. Entonces
Eikpq(”im(ﬂpq _ 2\/;5;‘1 )
multiplicando ambos términos por ¢ sellegaa

rk _ Lg
® ; \/E
que nos relaciona las componentes contravariantes de la parte antisimétrica del tensor métrico con sus compo-
nentes covariantes. Una formula igual que (G.1) se aplicaa f ik

Como y,; es simétrico y real es siempre posible elegir en cada punto del espacio un sistema de coordenadas
respecto al cual y,; tenga la siguiente forma diagonal

", (G2)

A 0 0 0
0 -4 0 0
(7i)= 0 0 -1 0
0 0 0 -4

donde A es un namero positivo cualquiera. En el sistema de coordenadas elegido el determinante de y,, es
y=—A"*. Démonos cuenta que en otro punto del espacio el tensor 7 tendra, en general, una forma distinta de
la diagonal, pero nosotros los calculos lo estamos haciendo con referencia a un sélo punto.

La parte antisimétrica del tensor métrico es

0 -6 p -X
|6 0 -a -Y
- - a 0 -Z

X Y ZzZ 0
al hallar directamente el determinante de g,, se encuentra

g=-2* —12(a2+ﬁ2 +62-x2-1? —Zz)+(aX+ﬁY+§Z)2,

un calculo directo nos da

(@tk)

b

p=(aX+pr+sz)°
entonces
g:7+¢)—/12(a2+,6’2+52—X2—Y2—22).

Teniendo presente que

1 0 0 0
wy 1]0 =1 0 0
(7 )_/1 0 0 -1 0
0 0 0 -1

entonces se calcula directamente que

2
por tanto nos queda

g=7+¢+%y"’”7"r¢mrm,
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o bien

g=-|g|=-[r]+ - @7””7’”%%;( = lel=yl-0+ @7””7’”%%;( : (G3)
Esta expresion la hemos calculado para un determinado sistema de coordenadas, aquel en que la parte simétrica
del tensor métrico tiene forma diagonal en un determinado punto. Los tres sumandos del segundo miembro de
(G.3) dependen del determinante de un tensor de segundo orden y los tltimos cuatro factores forman un invariante.
Ante una transformacion de coordenadas los tres determinantes que aparecen en (G.3) se transforman con la
misma ley, es decir, (G.3) es una expresion invariante aunque no tensorial. Entonces si es valida para un deter-
minado sistema de coordenadas, seguira siendo valida en cualquier otro sistema, por tanto (G.3) tiene caracter

general.

APENDICE H
Los simbolos de Christoffel
En una variedad dotada de tensor métrico simétrico se definen los simbolos de Christoffel de segunda espe-
cie por

L1,
Ly :Eg S(aigsk-'-akgsi_asgik)’

mientras que los simbolos de Christoffel en forma covariante o de primera especie son definidos por

, 1
Likp :grpLik :E(Gigpk +akgpi _6pgik)'

Se define la derivada covariante con asterisco D como la derivada covariante calculada con respecto a los
simbolos de Christoffel en vez de respecto a la conexion de la variedad

* _ s s
Draik _araik _askl’ir _at’sl‘kr :

Como se puede comprobar por calculo directo
D;gu=0,8u~8uli' ~&ili =0
al multiplicar la anterior expresién por g’* se encuentra
L} =1g"%,g,

2
y por (A.2)

LsrszLa\/E. (H.1)
\/E ox"
Notemos por tltimo que los simbolos de Christoffel son las componentes de una conexién. En efecto, por
(D.1) vemos que los simbolos de Christoffel, en el caso de métrica simétrica que estamos considerando, es igual
auna conexion mas un tensor, suma que tiene la misma propiedad de transformacién que la conexion.

APENDICE 1
La electrodinamica de Born-Infeld

En el afio 1934 Born e Infeld desarrollaron una teoria no lineal del electromagnetismo [2] que conseguia una
vision unitaria, en el sentido de concebir a las particulas cargadas como parte del propio campo, eliminando las
singularidades que con la vision dualista del electromagnetismo (como la teoria de Maxwell) surgen con las
particulas cargadas.

Born e Infeld formularon su teoria en el marco de la teoria especial de la relatividad, o sea, no tuvieron en
consideracion el campo gravitatorio. La teoria parte de un tensor a,, que se descompone en parte simétrica
g Yy antisimétrica f;, , la primera representando el tensor métrico y la segunda el tensor de campo electro-
magnético. Teniendo presente que la accion del campo debe ser un invariante se elige como densidad lagrangiana

L=—det(g; + fi) —/-det(g ) (L1)
(I.1) se desarrolla utilizando (G.3) y queda

L:JE(\/1+F+G2—1) (12)
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siendo
1 ik 2 1
F=—1F. ;. Go=—det(f; ).
2f1kf g (flk)

Si no hay gravedad y usando coordenadas galileanas, encontramos que para campos electromagnéticos peque-
fios [en los que det( fik) se puede despreciar] (1.2) se reduce a la forma habitual de la teoria de Maxwell
L=1/4f, f ' de aqui que el electromagnetismo de Maxwell sea de aplicacion en todas las situaciones, excep-
to en la cercania o interior de las particulas cargadas.

El tensor f,, como es usual se deriva de un potencial vector ¢,

1

_0¢ 099
/i ox' ox*
y por tanto cumple la propiedad ciclica
afik +afkr +afri :0’ (13)

ox"  ox'  ox*
que representa el segundo grupo de ecuaciones de campo electromagnético.
Se define el tensor antisimétrico p'* por

ik _ ik OL
Jept=p* ===, (1.4)
U ik
entonces variando la densidad lagrangiana (I1.3) con respecto al potencial electromagnético ¢, se obtiene la
ecuacion de campo

ik
op'
axk
que representa el primer grupo de las ecuaciones de campo electromagnético.
£ no es idéntico al tensor de campo electromagnético, sino proporcional, con un coeficiente de proporcio-

nalidad dimensional b al que se le llama campo absoluto. Introducimos el campo magnético B y el campo
eléctrico E entonces

=0 (15)

F=1(c*B*~E?): G=-3cB-E. (L6)
b b

La identificacion de la densidad lagrangiana (I.1) con la densidad lagrangiana fisica se realiza por la relacion
l'=—80bzl=—gob2(x/1+F+G2 —1), (1.7)

en la que hemos utilizado coordenadas galileanas, por lo que podemos identificar las diferencias de coordenadas

como intervalos de longitud o diferencias de tiempo. Notemos que (I.7) tiene las unidades de energia por unidad

de volumen. Tanto en (I.7) como en las féormulas siguientes utilizaremos el Sistema Internacional de Unidades.
Los campos H y D se definen por

n-2% p-9t (18)
oB OE
Las ecuaciones de la teoria de Born-Infeld (1.3) y (I.5) son formalmente idénticas a las de Maxwell, o sea
t 1.9
oD (1.9)

VAH=—; V-B=0.
ot

Ya estamos en condiciones de obtener la solucion estatica con simetria esférica de las anteriores ecuaciones
de campo. De la segunda de las ecuaciones (1.9) se obtiene utilizando coordenadas esféricas

1
Dr:_i:gO%’
r

o sea, lo mismo que en el caso de la teoria de Maxwell. De la primera de las ecuaciones (1.9) aplicada al caso
electroestatico

E=-V¢ = E.=—¢(r) (1.10)
donde ¢ es el potencial escalar eléctrico. Definimos el «radio» de la particula cargada por
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entonces por la segunda ecuacion (1.8)

50¢ e

D = gOEV _i
' w/1—E,2/b2 Jime? 2 1 ro /1
J’_

y al integrar

(L11)

e T du
¢(r)_z,/j,o \/1+u4 .

El tensor energia-momento del campo electromagnético se calcula por la técnica habitual

_( T, - (1L12)

8 N ik
este es un procedimiento que es independiente de si existe 0 no campo gravitatorio, por lo que g’ k¥ no representa
el potencial gravitatorio sino el tensor métrico, por ello la densidad lagrangiana a la que hay que aplicar

(L.12) es
l"=—gob2\/§(\/1+F+Gz —1)

mientras que el invariante F es

L i
FZEg pgkqfik Pq

y después de hacer la derivacion (1.12) hay que sustituir el tensor métrico por el tensor métrico de Minkowski.
Para el caso que estamos considerando de campo magnético nulo el tensor de energia-momento es

grpfirfk
T, =—L'g, —eh’o—2rie

que puesto en funcion del campo electroestatico queda para la componente 0,0

2
TOO:gObZ(‘/l_EZ/bZ_1)+80m’ (L13)

que corresponde a la densidad de energia electromagnética por unidad de volumen. Por mediacion de (1.10) y
(I.11) se obtiene la expresion del campo eléctrico

e 1

E=— ,
"o \/1+(r/r0)4

con lo que podemos poner (I.13) en funcion de ». El primer sumando de (I.13) queda

2/.2

gobz(«/l—Ez/bz—l)zgobz #04-1 (L15)
1=(r/ry)

ahora integramos sobre todo el volumen; al usar coordenadas esféricas y como el integrando s6lo depende de 7,

entonces dV =4zr2dry de (1.15) se deduce

2 ® 2

e u 2

drney— || ——=-1|u"du. (I.16)
o {(x/l+u4 j

Del segundo sumando del segundo miembro de (I.13) tenemos
2
e 1

e Ez/b2 2 e (i) r/r0

y al hacer la integracion de volumen obtenemos

(1.14)
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o0
e? du

Z'([\/l+u4'

4zz, (117)

Reuniendo (1.16) y (I.17)
2

62 < Z/l2 2 e
drey—1 || —= du+ 1,2361-4ze,—,
Oi’o {Z[[leu J ! J.\/1+u } OVo

que es la energia de una particula de carga eléctrica e y de radio r,, energia que debe ser igual a m ¢ ? donde
m, es la masa de la particula. Entonces de la teoria se infiere que el radio de la particula cargada es
2

ro=1,2361-475)——=1,2361-r¢

mc
rc es el radio clasico del electron; por tanto el potencial absoluto es

p=" -=1,189-10% (1.18)

re 0
que expresado en el SI tiene la unidad C/N .
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