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RESUMO - Calculamos o angulo de deflexdao sofrido pela luz ao passar nas
proximidades de uma grande massa M, o Sol, primeiramente usando a mecanica de
Newton, e depois a Relatividade Geral. Verificamos que com a solucdo obtida na
Relatividade Geral para o movimento da luz ocorre colisdo da luz com o Sol, antes
desta tangencia-lo, o que ndo ocorre com a teoria de Newton. Vimos também que
para grandes excentricidades, num movimento hiperbdlico, a energia total E do féton
segundo a Mecanica Newtoniana tende a famosa equacdo de Einstein: E = mc?.
Sugerimos mais verificagées experimentais do angulo de deflexao da luz das estrelas,
tanto na decorréncia de um periodo de 6 meses, sem eclipse algum, quanto também
na comparacdo das posicées das estrelas na ocorréncia de um eclipse em relagdo a
data préxima a ocorréncia deste eclipse.

ABSTRACT — We calculate the angle of deflection suffered by the light passing near a
large mass M, the Sun, first using Newtonian mechanics, and then the General
Relativity. We found that with the solution obtained in General Relativity to the
movement of light occurs collision of light with the Sun, before it touches it, which
does not occur with Newton's theory. We have also seen that for large eccentricities, a
hyperbolic motion, the total energy E of the photon according to Newtonian
mechanics tends to Einstein's famous equation E = mc®. We suggest more
experimental checks of starlight deflection angle, both due to a period of 6 months
without any eclipse, as in the comparison of the positions of the stars in the
occurrence of an eclipse close to the date of the occurrence of this eclipse.
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1. Introdugao

Johann Georg von Soldner (1776-1833), fisico, matematico e astrénomo
alemado, no inicio do século XIX calculou a deflexdo da luz ao passar pelo Sol usando as
teorias de Newton da gravitacdo e corpuscular da luz e obteve o valor de 0”,84M.
Também calcularemos o valor desta deflexdo, mas ndo repetiremos aqui os cdlculos de
Soldner. Aplicaremos as regras fundamentais da gravitagao newtoniana, considerando
que a luz é composta por fétons de massa m (a matéria da luz), e estes fétons nao
interagem entre si, com for¢ca alguma. Na realidade calcularemos o movimento
provocado em um Unico elemento deste grupo de fétons, admitindo que os demais
fétons emitidos pelo corpo luminoso que produziu o raio de luz, uma estrela distante,
obedecem todos ao mesmo movimento. Os diversos raios de luz também nado
interagem entre si, outra simplificacdo do modelo (ndo sé newtoniano; estas
simplificacGes também sdo usadas na Relatividade Geral). Como sabemos que a luz é
uma onda eletromagnética, um campo elétrico e magnético oscilantes no tempo, e o
Sol evidentemente possui um consideravel campo eletromagnético, o efeito exato
produzido pelo Sol na luz das estrelas deveria levar em consideracdo também a
influéncia eletromagnética, mas ndo levaremos em consideracdo aqui esta
componente. Estamos interessados neste momento apenas na influéncia gravitacional.

O célculo da deflexdo sob a influéncia de uma massa M se fard entdo admitindo
que a luz é composta por fétons de massa m e o movimento deles é dado por uma
secdo coOnica (hipérbole), estando a massa M no foco desta conica. Resolve-se entdo
um problema de Kepler, um cdlculo orbital, no caso especial de que a energia E é
maior que zero, a excentricidade é maior que 1, e assim o movimento nao é periddico,
a luz ndo entra em érbita eliptica ao redor de M (o Sol, por exemplo), como se fosse
um planeta, mas segue ao infinito ao passar por M.

[2]

Seguindo o famoso Mecdnica, de Landau & Lifschitz*, se E > 0 a excentricidade

e > 1, i.e., a trajetdria da luz serd uma hipérbole que contorna o centro do campo
(foco). A distancia do periélio ao centro é

Tmin = e:;l =a(e—1), (1)

onde

a= =— (2)

é o “semi-eixo” da hipérbole (a meia distancia entre os vértices dos dois ramos da
hipérbole) e



L2

p= p— = parametro da o6rbita (3.1)
2EL? .
e= [1+ — = excentricidade (3.2)
a=GMm (3.3)
GM
Ulr) = —% = — Tm = energia potencial (3.4)
L? mr-2
E=U()+ 5— T —— = energia total (3.5)
L = mr?¢ = cte.= momento angular (3.6)

A equacdo da trajetéria em coordenadas polares, considerando o foco na
origem, é

f =1+ ecosy, (4)

tal como no movimento eliptico, onde a escolha da origem de ¢ foi feita de modo que
¢ = 0 corresponda ao periélio da 6rbita, i.e., ao ponto mais préximo do foco (e também
do centro).

2. O célculo classico
2.1 O calculo das constantes do movimento

Consideremos o movimento da luz no plano XY e que o centro de M, imdvel,
estd no foco da hipérbole (H) e também na origem O do sistema, o ponto (0, 0). Os
focos de H estdo sobre o eixo horizontal X, e nos interessara, evidentemente, apenas
um dos ramos de H, o que tem o foco em O. A estrela que emite a luz estd numa
posicdo muito distante de M, emitindo luz em todas as dire¢cbes, mas o raio (féton)
gue analisaremos estard se movendo sobre H, sendo assim “capturado” pela forca
gravitacional de M (o Sol) numa posicao arbitraria qualquer de H, mas por hipdtese
ainda muito distante de M. Consideraremos também, por simplicidade, que H cruza o
centro da estrela.

Para calcular as constantes de momento angular L e energia total E vemos que
para @ =0, onde r = ryi,, temos a velocidade radial 7 = 0, donde, de (3.6) vem

_ 2 . —
L= MVyninPmax = MCTnin, (5)



sendo

. . Agp . Ay [Tmin c
= lim — | p=0 = lim = 6
Pmax At—0 A4 l=0 Ay—0 Ay/c Tmin, (6)
e de (3.5), usando (5), temos
GMm L? GMm . mc?
E =— + — = — + . (7)
Tmin 2mryin Tmin 2

Para que o movimento seja hiperbdlico devemos ter E >0, i.e.,

mc? GMm

S 8
2 Tmin (®)
ou
GM
TYmin > 2 C_Z' (9)

o raio de Schwarzschild, que para a massa do Sol M = 1,9887973 x 10%* kg, constante
gravitacional G = 6,674287 x 10" m? kg'1 s e velocidade da luz ¢ = 299 792 458 m/s d3
Imin > 2953,82 m.

De (1) e usando (3.1) e (5) obtemos

2 2,.2

Tmin = eil - (e+i) ma - (ec+?)nglM (10)
ou

Tmin = i_l;/l (e +1), (11)
para e > 1, conforme (9).

Usando (11) em (5) e (7) obtemos, respectivamente,

L="""(e+1) (12)
e

E = mc? (L) (13)

e+1

Isolando o valor de (e + 1) em (12) e (13) podemos encontrar o valor da
excentricidade e:

Cc

e+1l=

L= e, (14)
GMm E



ou seja,

c E Ccrpin €
e = L = —r___ (15)
GMm mc? GM e+1

usando (5) e novamente (13), donde

2 .
e+1=""min (16)
GM

e finalmente

2 .
g =S Imin_ g (17)
GM

Para que a excentricidade obtida em (17) corresponda a uma hipérbole é
necessario que e > 1, ou seja,

2 .
¢ Tmin > 2’ (18)
GM

conforme (9).

No caso que nos interessa no momento, o célculo do angulo de deflexdo da luz
na passagem pelo Sol, ao fazermos r;, igual ao raio Rs do Sol, rpyi, = Rs = 6,960 x 108 m,
obtemos de (17) o valor e = 471253, uma excentricidade bastante alta, bem maior que
2.

Interessante observar que para grandes excentricidades, como é o caso no
presente estudo, a energia total E em (13) tende a famosa equacdo de Einstein: E =

2
mc .

2.2 O angulo de deflexao

Calculadas as constantes do movimento vamos a questao que é a de mais dificil
entendimento: a obtenc¢do do angulo de deflexao da luz.

Quanto mais afastado da origem O do sistema, i.e., do centro de M (o Sol), mais
o movimento do féton tende a uma das assintotas de H. O angulo @ que uma assintota
faz em relagdo ao eixo X, antes da passagem da luz pelo Sol, pode entdo ser obtido
tomando o limite r — +c0 em (4), a equacdo da trajetdria em coordenadas polares, ou
seja,

1+ecosp=0 (19.1)

cosQ = —g = —sen(p — g). (19.2)



Fazendo €= ¢ — /2 em (19.2) obtemos

1
senf = - 6 (20)
e entdo, usando (17),
GM
0~ Czrmin, (21)

angulo medido em relagdo ao eixo vertical Y no sentido anti-hordrio.

Neste modelo idealizado a luz antes da passagem pelo Sol se movia
“aproximadamente” por uma das assintotas e concluida sua passagem pelo Sol vai se
aproximando da outra assintota em direcao ao infinito, sempre sobre a hipérbole H.
Isto da entdo o angulo de deflexao total

M 0" 875, (22)

24,
C*Tmin

p=20=2

a metade do valor da Relatividade Geral, para rm, = Rs = 6,960 x 10® m, havendo
teoricamente uma simetria perfeita no movimento da luz em relagdo aos eixos
coordenados.

E preciso entender que o angulo entre as duas semi-retas que limitam o
movimento do féton, as metades das assintotas que formam o angulo que contém M,
ndo é igual a S, e sim 180° — £, seu suplemento, quase um angulo de 180° completo, e
assim o movimento total da luz difere muito pouco de uma Unica linha reta perfeita.

Se s6 considerassemos o desvio do foton apds a passagem pelo Sol, em relagao
ao eixo vertical Y, este angulo seria de 6, metade de £, mas como a luz veio de outra
direcdo antes da passagem pelo Sol, também com um angulo & em relacdo ao eixo
vertical Y, o desvio total é o dobro, = 26.

3. Colisoes

Em [3] percebemos que a luz emitida de uma estrela, ao passar na posicao que
tangencia o raio do Sol, acabaria por colidir com ele, na realidade antes mesmo de
tangencid-lo. Isto ndo acontecera com a luz obedecendo ao movimento newtoniano,
ao contrdrio do que ocorreria segundo a Relatividade Geral, conforme mostraremos a
seguir.

A equacdo do movimento da luz sobre a hipérbole é dada por (4), ou

r=—»>= (23)
1+ecos@



enguanto a equacdo em coordenadas polares de um circulo centrado em (0, 0) e raio

Fmin €
T = Tmin- (24)
Igualando (23) e (24) e usando (1) obtemos
I rin (25)
e entdo
cosp =1, (26)

que da a solugdo esperada ¢ =0, e mais as correspondentes voltas completas 2kz, sem
nenhuma outra solucdo diferente do ponto (rmin, 0).

Vejamos agora o que ocorre usando a Relatividade Geral.

Segundo [4], a equacdo do movimento para particulas-teste no espago-tempo
de Schwarzschild é

du? 2 c%¢?-b  2mb 3
(d(p) +uc = 7 + 2 u+ 2mu°, (27)

comu = 1/r, el constantes do movimento e m = GM /c?.

Para particulas-teste com massa usamos b = c?, e para particulas ndo massivas
usamos b = 0. Entdo no caso do movimento da luz, considerando que o féton nao
possua massa, (27) fica

2 2.2
(Z—:) +u? = Clzg + 2mu?, (28)

gue se transforma em

dZ
d—(; + u = 3mu? (29)

ao derivar os dois membros de (28) em relagao a ¢.
A solucdo aproximada de (29), pelo método das perturbacdes, é

U =~ cosg + = (1 + sen?y), (30)
Ro R

onde R, representa a distancia de maxima aproximacdo da particula com respeito a
origem,em ¢ = 0.



Aplicando procedimento semelhante ao utilizado na secdo 2.2, no infinito
temos u — 0 e chegamos a

0=—A+22+0(12), (31)
Ry R?
donde
2m
A= TR (32)

com A= senA= send = sen (g— (p), sendo ¢ o angulo complementar de p e A o
angulo que a assintota da trajetdria forma com o eixo Y.
O angulo de deflexdo total é o dobro de A, em valor absoluto,

4GM
c2Ry’

D = |2A| = (33)

que para Ry = Rs o raio do Sol dd o conhecido valor de 1”,75, o dobro do obtido com a
Mecanica Newtoniana.

Analisemos agora a solucdo (30):

1) Para ¢=0temos cosp=1e senp=0, donde

1 m 1 m
u((D—O)—R—O+R—g—R—O(1+R—O) (34)
e
(p=0) = L _ = R,—= <R 35
r ¢ - - u((0=0) - 0 1+Rﬂo 0 ( )

ou seja, o féton, nesta aproximacdo, avanca pelo interior do Sol, significando
obviamente que houve uma colisdao anterior em sua superficie.

2) Igualando (30) a 1/Ry, a fim de obtermos o angulo @ em que o féton colide

com o Sol, de raio R,, vem

1i_1 m 2

R = R COS® + 72 (1 + sen¢), (36)
ou

= cos?@ — cosg + (1 -2 E) =0, (37)

Rg Rg

cuja solugdo matematicamente aceitavel (—1 < cosgp < +1) é



m m
1- /1—4R—0(1—2R—0)

m
ZR_O

cosQp = (38)

Vemos que ¢ = 0 ndo é de fato uma solugdo de (36), ou de (38), e assim ndo é
correto dizer que o féton tangencia o Sol em @ =0, sem nenhuma colisdo anterior, ao
contrdrio do que é possivel na Mecanica Classica.

Como m/R, é pequeno, da ordem de 2 x 10°, podemos aproximar (38) para
cosp=1—2 ﬂ, (39)
Rg

que para angulos @ também pequenos fornece

m
¢ =2 \/R:o' (40)

um angulo muito pequeno, a raiz quadrada do angulo obtido em (33) para a deflexdo
da luz, mas que nado é nulo. Se um féton emitido por uma estrela distante tivesse um
movimento que obedecesse a solucdo (30) para as equacdes (29) ou (28), este foton
acabaria por colidir com o Sol, e assim a luz desta estrela ndo chegaria até nds, e nao
poderiamos observa-la.

4, Conclusao

Conforme vimos, é possivel calcular o angulo de deflexdo sofrido pela luz ao
passar nas proximidades de uma grande massa M, ao contrdrio do que algumas vezes
se diz, como em [5]: “... confirmando a hipdtese de que a Teoria da Relatividade Geral
€ uma solugdo que se reduz a Teoria Newtoniana, que nao prevé deflexdao”. O angulo
de deflexdao obtido independe da massa do féton, o que nos faz acreditar que poderia,
teoricamente, tender a zero.

Vimos também que para grandes excentricidades, como é o caso no presente
estudo, a energia total £ do féton segundo a Mecanica Newtoniana tende a famosa
~ . . 2
equacdo de Einstein: E=mc".

Confirmamos que a solucdo aproximada para a equacdo da trajetdria da luz
obtida com a Relatividade Geral leva a colisdo da luz com o Sol, ao invés de fazer com
que ela passe tangenciando pelo Sol, fato que é desconhecido (ou entdo ignorado)
pela comunidade cientifica. Isto ndo ocorre na teoria de Newton.

Se esta mesma soluc¢do que prediz o desvio de 17,75 para o angulo de deflexao
da luz também leva antes a colisdo da luz, parece claro que a priori ela ndo pode ser



adotada para o calculo desta deflexdo, despreocupadamente, sem maior analise.
Precisamos de melhor solugdo, e que ndo leve a nenhuma previsao indesejavel.

Em [3] mencionamos que a deflexdo esperada para o raio de luz que passa
pelo Sol é menor ou igual a 1,75, j4 que o angulo de deflexdo obtido com a
Relatividade Geral (e também com a Mecanica Newtoniana) é inversamente
proporcional a distancia da luz ao centro do Sol, e é mais dificil encontrarmos estrelas
nas proximidades da borda do Sol do que mais afastadas dela. Como em vdrias
medidas os desvios observados sao maiores que 17,75 tal fato pode nao ser devido
apenas a “erros” experimentais, e sim indicacdo de que ha um grave problema com a
teoria.

E possivel mesmo que os diversos desvios observados sejam devidos aos
deslocamentos naturais das estrelas, ou da Terra. Por isso em [3] também sugerimos
mais verificagOes experimentais do angulo de deflexdo da luz das estrelas, tanto na
decorréncia de um periodo de 6 meses, sem eclipse algum, ou seja, na auséncia da
influéncia mais direta da massa M do Sol, quanto também na comparacado das posicdes
das estrelas na ocorréncia de um eclipse solar em relagdo a dia (noite) proximo a
ocorréncia deste eclipse, por exemplo, na mesma noite, noite anterior ou na noite do
dia seguinte. Poderiamos, para grande surpresa, concluir que ndao houve deflexdao
alguma provocada pelo Sol, ou que a deflexdao encontrada estd em desacordo com a
Relatividade Geral.

Segundo um site da NASAm, o préximo eclipse solar ocorrerda em 20/03/2015,
visivel na Islandia, Europa, norte da Africa, norte da Asia, e sera total no Atlantico
Norte, llhas Faeroe (Dinamarca) e Svalbard (Noruega), com duracdo de 2 min 47 s. Um
bonito site sobre essa data encontra-se em [8].
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