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Resumo

A Teoria da Relatividade Especial conduz a dois resultados, considerados incompreensiveis por varios
renomados fisicos, que séo a dilatacao do tempo e a denominada contragao espacial de Lorentz. A solugao
desses paradoxos me conduziu ao desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria onde a variagdo temporal
é devida a diferenca nos percursos de propagacao da luz e o espago é constante entre os observadores.

Da analise do desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria podemos sintetizar as seguintes conclusdes:
-é uma teoria com principios totalmente fisicos,

-as transformacdes sao lineares,

-matem intactos os principios Euclidianos,

-considera a transformacao de Galileu distinta em cada referencial,

-une a velocidade da luz e o tempo em um Unico fenémeno,

-desenvolve uma translacéao real entre os referenciais.

A Relatividade Ondulatéria (RO) fornece um conjunto de transformagbes entre dois referenciais em
movimento relativo uniforme, diferentes das obtidas com as transformagdes de Lorents, para: Espago

(x,y,2), Tempo (t), Velocidade (u ), Aceleragio (a ), Energia ( E ), Momento ( p ), Forga (F ), Campo elétrico

( E), Campo magnético ( B ), Freqiiéncia da luz ( y ), Corrente Elétrica (J ) e Densidade de Carga Elétrica (
p)
Tanto a Relatividade ondulatéria quanto a Relatividade Especial de Albert Einstein explicam, a experiéncia

de Michel-Morley, o efeito Doppler longitudinal e transversal e fornecem férmulas exatamente idénticas
para:

) . v / v’
Aberragéo do zénite = tanga =—/,|1 -
c c

c 1
Formula de Fresnel = ¢'=—+v(1—— ).
n n

2
Massa () com velocidade (u ) = [massa de repouso (7710 )]/ 4 I] —M—Z .
c

Energia = E =m.c’.

- mo.u
Momento = p =
e
c2
Relagdo entre Momento (p) e Energia (E) = E = c.w/moz.c2 + p2 .
- - I
Relagéo entre os Campos Elétrico ( E£') e Magnético (B) = B=—XE.
c
- g
Férmula de Biot-Savart = B = it u
27R

2

X c
Equacéo da onda de Louis De Broglie :w(x,t)za.sen{Zny(t—ﬂ onde u=——-.
u %
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Com as equacdes de transformacdes entre dois referenciais da RO, obtém-se a invariancia de forma para
as equagobes de Maxwell, seguintes:

= divE = ﬁ; = divE = 0.
E0
= divB = 0.

= RoiE =28
at
~ = E ~ E
= RotB = po. j+ so.,uo.%—;: RotB = 80.,110.%—.
t t

Obtém-se inclusive a invariancia de forma para a equagao da onda e equacao de continuidade sob forma
diferencial:

7 97 9 19

> ——+——st—s———>=0
ax° 9y’ 97> ¢’ ot
9, vi=0.
ot
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Relatividade Ondulatoéria
§1 Transformacoées para Espaco e Tempo

A Relatividade Ondulatéria (RO) mantém o principio da relatividade (a) e o principio da Constancia da
velocidade da luz (b), exatamente iguais a Teoria da Relatividade Especial (TRE), que Albert Einstein assim
definiu:

a) As leis segundo as quais se modificam os estados dos sistemas fisicos sdo as mesmas, quer sejam
referidas a um determinado sistema de coordenadas, quer o0 sejam a qualquer outro que tenha movimento
de translacao uniforme em rela¢do ao primeiro.

b) Qualquer raio de luz move-se no sistema de coordenadas “em repouso” com velocidade determinada c,
gue é a mesma, quer esse raio seja emitido por um corpo em repouso, quer 0 Seja por um corpo em
movimento (que explica a experiéncia de Michel-Morley).

Imaginemos inicialmente dois observadores O e O’ (no vacuo), movendo-se um em relacdo ao outro em
movimento uniforme de translagéo, isto é, os observadores ndo giram relativamente um ao outro. Assim o
Observador O, solidario aos eixos X, y e z de um sistema de coordenadas Cartesianas retangulares, vé o
observador O’ mover-se com velocidade v, no sentido positivo do eixo x, com os respectivos eixos paralelos
e deslizando ao longo do eixo x, enquanto que O’, solidario aos eixos x’, y e Z de um sistema de
coordenadas Cartesianas retangulares, vé O mover-se com velocidade —v’, no sentido negativo do eixo x’,
com os respectivos eixos paralelos e deslizando ao longo do eixo x’. O observador O mede o tempo te o
observador O’ mede o tempo t’ (t # t'). Admitamos que, ambos os observadores acertem seus relégios de
modo que, quando ocorrer a coincidéncia das origens dos sistemas de coordenadas t =1’ = zero.

No instante que t = t' = 0, um raio de luz é projetado a partir da origem comum aos dois observadores.
Decorrido o intervalo de tempo t o observador O notard que seu raio de luz atingiu simultaneamente com o
de O’ o ponto A de coordenadas (x,y,z) com velocidade ¢ e que a origem do sistema do observador O’
percorreu a distancia v t ao longo do sentido positivo do eixo x , concluindo que:

X ay+Z2-c?=0 1.1

X' =x—-vt. 1.2
Semelhantemente, decorrido o intervalo de tempo t' o observador O’ notard que seu raio de luz atingiu
simultaneamente com o de O o ponto A de coordenadas (x’,y’,z’) com velocidade ¢ e que a origem do
sistema do observador O percorreu a distancia v’ t* ao longo do sentido negativo do eixo x’, concluindo que:
x?+y?+z?2-c?t?=0 1.3
X=X +Vt. 1.4
Igualando 1.1 com 1.3 temos

Cry e - =x?ry? 2% =P t2 1.5
Devido a simetriay =y’ e z = 2, que simplificam 1.5 em

X2 —c? P =x? -2t 1.6
Para o observador O x’ = x — v t (1.2) que aplicado em 1.6 fornece

X2 —c?t? = (x — v t)* = ¢ t? de onde:

, v: o 2wx
=t 1+—2——2 . 1.7
c ct
Para o observador O’ x = x’ + v' t' (1.4) que aplicado em 1.6 fornece
(X" + Vv t)? = c? £ = x? = ¢ t? de onde:
' vv2 2vvxv
t=t|l+—+——. 1.8
c ct
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Quadro |, transformacgdes para o espaco e tempo

X =x—-vt 1.2 x=X+Vv{t 1.4
y =y 1.2.1 y=Yy 1.41
Z=z 1.2.2 z=7 1.4.2
v 2vx '
=t 1+—-—- 1.7 t=11+—+— 1.8
c c’t c c’t'
Do sistema de equagdes formado por 1.2 e 1.4 encontramos
vi=Vv'tou |v|t = |v'|t' (considerando t>0 e t'>0) 1.9
0 que demonstra a invariancia do espaco na relatividade ondulatéria.
Do sistema de equagbes formado por 1.7 e 1.8 encontramos
vi o 2wx v
1+—2——2. 1+—2+ 3 =1. 1.10
c- ¢t c ct'

Seem 1.2 X’ = 0 entdo x = v 1, que aplicadas em 1.10 fornece,

2 12
Y Y
\/1——2.\/1+—2 =1. 1.11
c c
Seem1.10x=cte x’ =ct entao

(J—Kj.(Hlj:J. 1.12
C C

Para o observador O, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes ux, uy e
uz da velocidade da luz, também séo constantes ao longo de seus eixos, por isso

= SUX, = =Uy, == UL 1.13

x_dx y dy 7 dz
¢ dt ta T T

€ com isso podemos escrever

vi o 2ux v 2vux
1+—2——2= 1+—2— R 1.14
c ct c c

Com a utilizagdo de 1.7 e 1.9 e 1.14 podemos escrever

M:t_'_\/1+ﬁ_m_\/l+ﬁ_2vux 1.15
|v'| t 2t c? cr '

Diferenciando 1.9 com v e v’ constantes, ou seja, somente o tempo variando temos

v|dt =|v]dt' ou | | 1.16

|v'| dt
2vux
masde115— entdo dt'=dt l+ 1.17
i
t'
Sendo v e V' constantes as razdes —| e — em 1.15 também devem ser constantes, por isso o diferencial
vt
vi o 2ux , x dx i ,
1+—2——2 deve ser igual a zero, de onde deduz-se — = ? =ux, que é exatamente igual a 1.13.
c ct t t
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Para o observador O’, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes, u’x’,
Uy’ e u’z’ da velocidade da luz, também sdo constantes ao longo de seus eixos, por isso

x' de 1 d 1 1 d 1
—:——u'x',l=—y=u'y',£=—zzu'z', 1.18
' dt tdt t'dt

€ com isso podemos escrever,

vi o2y Vi 2v'u'x'
I+—+ =,|1+—+ . 1.19

2 2 2 2
c ct' c c

Com a utilizagao de 1.8, 1.9 e 1.19 podemos escrever

|V'| t v:oo2u'x v 2v'u'x'
i 1+—+ =1+ —+ . 1.20

2 2 2 2
c ct' c c

Diferenciando 1.9 com v’ e v constantes, ou seja, somente o tempo variando temos

vl dt
[vids'=[wdr ou M o 1.21
|v| dt'
v Vi 2vu'x vt 2v'u'x
mas de 1.20 77 =,/l+—+——— entdo dt =dt'\ |1+ —+———. 1.22
|v| C c c c
, o M , <o o diferen
Sendo v’ e v constante as razdes H e — em 1.20 também deve ser constante, por isso o diferencial de
\% t
vvz (] xv xv
l+—+—— deve serigual a zero, de onde se deduz — =——=u'x", que € exatamente igual a 1.18.
c c’t t'dt'
Substituindo 1.14 e 1.19 em 1.10 obtemos,
v: o 2vux v 2v'u'x
I+ ——F I+ +——=1. 1.23
c c c c
Para o observador O, o vetor posicao do ponto A de coordenadas (x,y,z) &
R=xi +yj +zk 1.24
e o vetor posigao da origem do sistema do observador O’ é
Ro'=vti +0] +0k = Ro'=vti . 1.25
Para o observador O’, o vetor posi¢éo do ponto A de coordenadas (x’,y’,z)) é
R=xi+y'j+7k, 1.26
e o vetor posigao da origem do sistema do observador O é
Ro=—V1i+0j+0k => Ro=—v'1"1i. 1.27
Devido a 1.9, 1.25 ¢ 1.27 temos, Ro'=—R'0. 1.28
Como 1.24 é igual a 1.25 mais 1.26 temos
R=Ro+R' = R'=R—Ro'. 1.29
Aplicando 1.28 em 1.29 temos, R=R-R'o. 1.30
Para o observador O o vetor velocidade da origem do sistema do observador O’ é
— dRO' - = - — s
v=7=v1+0]+0k:>v=w. 1.31
t

5/117



Para o observador O’ o vetor velocidade da origem do sistema do observador O é

v'= dRO:—v1+0]+Ok:>v— Vi 1.32

De 1.15, 1.20, 1.31 e 1.32 encontramos as seguintes relagdes entre ve V'

~ -y’
V= , 1.33
v|2 2vv ' |
I+ +—
c c
- -V
V= . 1.34
| v 2Qvux
Tt
c c

Observagao: no quadro | as formulas 1.2, 1.2.1 e 1.2.2 sdo os componentes do vetor 1.29 e as férmulas 1.4,
1.4.1 e 1.4.2 sdo os componentes do vetor 1.30.

§2 Lei das Transformacdes das Velocidades u e u'

Diferenciando 1.29 e dividindo por 1.17 temos

dR'_ dR-dRo i—v  U-v o
dr' 2vux v2 2vux VK
dt, |1+ 5~
c c
Diferenciando 1.30 e d|V|d|ndo por 1.22 temos
dR _  dR—dRo  _ __ i7" _ v ns
dl’ ' VIZ 2V' ' | VIZ 2V' ' | / '
dr'\[1+—+—-— I+—+=——
c c c c
Quadro 2, lei das transformacdes das velocidades 1 e u’
p="= 2.1 g=t 2.2
VK ' VK’ '
Yy WY 03 = u'x'+v' o4
X . e .
Vo uy u'y'
uwy= 2.3.1 uy = 2.4.1
VK VK'
w7 =—= 2.3.2 u kg 2.4.2
== 3. {=—7F7= 4.
K VK'
v _ M 115 | Jy= i 1.20
VK VK
2 2 (] |
v 2vux v'e o 2v'u
VK = 1+_2__2 2.5 1/[{':\/14__4_ . 2.6
c c c c

Multiplicando 2.1 por si mesma temos:

| v 2vux
W
u'= ] 2.7

| v: o 2vux
Tty T
c c
Se em 2.7 fizermos u = ¢ entdo u’ = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.
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Multiplicando 2.2 por si mesma temos:

Al
u \/ uvZ

vv2 2vv ' |
I+ + 0
C C

12

% 2v'u'x'

u|2

u=

2.8

Se em 2.8 fizermos u’ = ¢ entdo u = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.

) . . c—V
Se em 2.3 fizermos ux = ¢ entdo u'x'= ;
| v: 2ve
t a7 2
c c
velocidade da luz.
_ ., 3 c+v'
Se em 2.4 fizermos u'xX’ = ¢ entdo ux = 5
| V' 2v'c
+5
c c

velocidade da luz.

Remodelando 2.7 e 2.8 temos:

uZ

v Qvux 1_?
I+——-———= =.
c c /1_L
CZ

U

vi o 2v'u'x' c?
l+—+——7F—-=

c c u>

==

c

= conforme exige o principio da constancia da

= conforme exige o principio da constancia da

2.9

2.10

As relacdes diretas entre os tempos e as velocidades de dois pontos no espaco, podem ser obtidas, com as

igualdades u'=0=u'

fornecem

dt'= dt1/1+—— \/7

di =dr |1+ + 2v,0:>dt

V! 7

V' Y

M- "2,0 =l

]+v—+ Y I+—

C C
Ivl U

7117

x'=0= ux=v provenientes de 2.1, que aplicadas em 1.17, 1.22, 1.20 e 1.15

2.11

212

2.13

214



Aberracao do zénite.

Para o observador O’ solidario com a estrela, u'x’ = 0, Uy’ = c e Uz’ = 0, e para o observador O solidario
com a Terra temos do conjunto 2.3

2
_ u / V
0= ”)ZC v :ux:v,c:—y:uy:c l—— ,uz=0,
4V _2vux ] v 2wy ¢
c2 CZ +72—72
c c
2

2
v L -
u= \/uxz + uy2 +uz’ = v + Cy /1——2 +0% =¢ exatamente como prevé o principio da relatividade
c

Para o observador O a luz se propaga em uma dire¢ao que faz um angulo com o eixo y vertical dado por

ux % v/c
tango = — = = 2,15

uy 2 2
c.\/]—v2 \/]—VZ
C c

que é a férmula de aberracéo do Zénite na relatividade especial.

Se invertéssemos os observadores obteriamos do conjunto 2.4

uvx/+vv ur ' ’ er
0= =Su'x'=—v',c= Y =uy' =c,/l——,uz=0,
\/ Vi 2v'u'x! \/ v? o 2v(=v) ¢

I+—+ I+—+
C2 C2 C2 C2
2

12

(—v’)2+ c I—v—2 +0° =c
c

ur:\/urx!2+u!y!2+urzi2

lango = —— = = 2.16

que é igual a 2.15, indicando o sinal negativo o sentido contrario dos angulos.

Formula de Fresnel

Considerando em 2.4, u'x'=c/n a velocidade da luz relativa a agua, v'=v a velocidade da agua em
relagdo ao aparelho, entdo ux = c' sera a velocidade da luz relativa ao laboratério portanto

1
, c/n+v c/n+v c v 2v) 2 c I1(v: 2v
c'= = =l—tv|l+—5+—| =|—+v|I-Z|F+—
\/] v’ 2ve/n \/] vi o2y \n c® nc n 2\e¢? e
+ R

2 2
c c

C2 nc

2 2
desprezando o termo v~ /¢ temos

. (c v c v v’
czl—+tv|l-——|z—+Vv-——"F——
n nc) n n°~ nc

e desprezando o termo v? /nc temos a férmula de Fresnel

. C v ¢ 1
C:—+V——2:—+V 1——2 . 2.17
n n° n n
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Efeito Doppler

Fazendo r’=x"+y’+z° e r’=x"+y’+z° em 15 temos r’—c’t’ =r?=c’t"ou

rct)={r'—er) ((r ICtt)) substituindo  entdio  r=ct, r'=ct' e 1.7  encontramos
r+c
' 2
(r—ct)=(r'—ct) ]+C——% como ¢ =% :% entéo é(kr—wt)=é(k'r’—w’t’) I+Z—2 —ZC‘;;C

onde para atender o principio da relatividade definiremos

v 2wx
k':k ]+—2——2 2.18
C c't

resultando na expressao (kr — wt) = (k’ r'=w' t’) simétrica e invariavel entre os observadores.

Para o observador O uma expresséo na forma de t//(r,t) = f(kr - wt) 2.19

representa uma curva que se propaga na dire¢ao de R . Para o observador O’ uma expressao na forma de
w'(r',t')=f(k’r’—w'l') 2.20

representa uma curva que se propaga na dire¢cdo de R'.

. 2 ,, 2xm
Aplicando em 2.18 k :7, k :7, 1.14,1.19, 1.23, 2.5 e 2.6 temos
}N!
T e A=——= \/— 2.21
que aplicadas em ¢ = yl=y'A' fornece, y'= y\/E e y=y+vK'. 2.22

Considerando a relagao de Planck-Einstein entre energia ( £ ) e freqiéncia ( y ), temos para o observador O
E =hy e para o observador O’ E'= hy' que substituidas em 2.22 fornecem

—EJK e E=EJVK'. 223

Se o observador O, que vé o observador O’ se deslocar com velocidade v no sentido positivo do eixo X,
emite ondas de freqiiéncia y e velocidade ¢ no sentido positivo do eixo X, entdo de acordo com 2.22 e

v
ux =c o observado O’ medira as ondas com velocidade c e freqiiéncia y'= y(l ——j 2.24
c

que é exatamente a formula classica do efeito Doppler longitudinal.

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v' no sentido negativo do eixo x’,
emite ondas de freqiiéncia y' e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e u'x'=—V'
medira ondas de freqiiéncia y e velocidade ¢ em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por

V/2

y:y' ]——2, 2.25
C

gue é exatamente a formula do efeito Doppler transversal na relatividade especial.
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§3 Transformacées das Aceleracées d e a'

Diferenciando 2.1 e dividindo por 1.17 temos

d_di/NK o v du/KVK o G G v ex 3.1
di' dK ¢’ dnk K ¢’ K '
Diferenciando 2.2 e dividindo por 1.22 temos
di di'/NK . v dux/KNK . @ . v dx
— =V =d=——(i'-V")— . 3.2
dt dr'JK' > arJKk K' NG
Quadro 3, transformagdes das aceleragbes d e a’
ﬁ’=i+(ﬁ—?)%a—)§ 3.1 a =a—'—(ﬁ'—?')%’ a’f 3.2
K c’ K K’ c’ K'

a'x’=ﬂ+(ux— )%a_)g 3.3 axzﬂ—(u'x%v’)%, a’)g’ 3.4

K c’ K K’ c” K'
ay =2y 3.3.1 ay=ﬂ—u' %aﬁ 3.4.1

K c’ K K’ K’
a7=2puz 22 3.3.2 az =ﬂ—u’z’i ax 3.4.2

K c’ K? K' ¢’ K”?

,_4a _a
a e 3.8 a= % 3.9
K=1 é— 2"2“ 3.5 K':1+§+—2V'ij' 3.6
c c c c

Dos quadros 2 e 3 podemos concluir que se para o observador O u.a = zero e c’ =ux’ +uy2 +uz’,

~ P y 1 2 2 2 2 - .
entdo também para o observador O’ u'.a'=zero e ¢ =u'x""+u'y"“+u'z'", portanto u é perpendicular
a a e u' éperpendiculara a’ conforme exige a teoria dos vetores.

Diferenciando 1.9 com as velocidades e os tempos variando temos, tdv+vdt=tdv'+v'dt’, mas
considerando 1.16 temos:

vdt =v'dt' = tdv =t'dv' 3.7

av'  dv

4. 38
dt'  dtK K

Podemos também substituir 1.20 em 3.7 e dividir por 1.22 deduzindo

dv av' a'
—= oua=—. 3.9
dt dt'K' K’

As relagbes diretas entre os modulos das aceleragdes a e a’ de dois pontos no espago podem ser obtidas,
com as igualdades u'=0=u'x'=0=a'xX'=0=u=v = ux=v provenientes de 2.1, que aplicadas
em 3.8 e 3.9 fornecem

! !

, a a a a
a' = 3 = > ea= > —= — . 3.10
ve o 2wy % v 2v'0 v
I+——-—— I-— I+—+— I+
c c c c c c

Que também podem ser deduzidas de 3.1 e 3.2 se utlizarmos as mesmas igualdades
UW=0=u'x'=0=ax'=0=u=v = ux =y provenientes de 2.1.
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§4 Transformacdes dos Momentos p e p’

Definidos como p=m(u)i e p'=m'(u')i’, 4.1
onde m(u) e m (u') simbolizam as massas fungbes dos moédulos das velocidades u:|ﬁ| e u’:|ﬁ'|.

Obteremos as relagdes entre m(u) em' (u’) € a massa em repouso m,, analisando o choque elastico em

um plano entre a esfera s que para o observador O se desloca ao longo do eixo y com velocidade uy = w e
a esfera s’ que para o observador O’ se desloca ao longo do eixo y’ com velocidade u’y’ = -w. As esferas
guando observadas em repouso relativo sdo idénticas e tém massa m,. O choque considerado € simétrico
em relacao a uma linha paralela aos eixos y e y’ que passe no centro das esferas no momento da coliséo.

Antes e apds o choque as esferas tém velocidades observadas por O e O’ de acordo com a seguinte tabela
obtida do quadro 2

Esfera | Observador O Observador O’
12
Pyl o — ! P ]_ v
Antes s UXs = zZero, uys =w UXS==V,Uys=w oz
do
choque , , ] v
s UWAS=V, WS ="M= 5 | w'x's'=zero, u'y's'=—w
12
W ux's=—v,uys=—w ]—v—
Ap6s s UXs = zero, uys =—w = Uy s= pE;
o
choque , e NE
s HAS =V WS =W = 7 u'x's'=zero, u'y's'=w

Para o observador O, o principio de conservagdo dos momentos, estabelece que os momentos
px= m(u)ux e py :m(u)uy, das esferas s e s’ em relagdo aos eixos x e y, permanecem constantes
antes e apds o choque, por isso para 0 eixo x

m(ﬁ uxs’ +uys’ )uxs+ m(«/ uxs” +uys" )uxs '= m(«/ uxs’ +uys’ )uxs+ m(ﬁ uxs” +uys" )uxs "

onde substituindo os valores da tabela obtemos

2 2
2 2
/ v — / v ; —
m v2+(—w ]——Zj v=m v2+(w ]——Zj v de onde concluimos que w = w,
c c

€ para o eixo y

m(wluxs2+uys2 )uys+ m(wluxs’2+uys'2 )uys’z m(wluxsz+uys2 )uys+ m(wluxs’2+uys'2 )uys’,

onde substituindo os valores da tabela obtemos

2 ? 2 2 2 2
m(w)w—m VZ-{_WW/]_‘C)_ZJ W,/I—‘c)—2=—m(W)W+m v2+(W ]—‘c)—zj w ]—‘C)—Z,

simplificando encontramos

2 2
m(w):m VZ"‘WZ(]—V—ZJ 1/l—v—z,onde quando w— 0 se torna
c c
2 2 >
m(O):m V2+02(1_V_2j 1—v—2:>m(0)=m(v) ]—V—2:>m(v)= m(O)Z’
c c V' ¢ v_

]——
c2

mais m(O) é igual a massa m, em repouso portanto

my

m(v) =———,Nocaso da velocidade ser relativa v=u = m(u) = 4.2
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que aplicada em 4.1 fornece p = m(u)ﬁ = 4.1
l/l2
==
c
Com os mesmos procedimentos obteriamos para o observador O’
m,
m' (') = —2— 4.3
urZ
==
c

- m,u'
e p'=m’(u’)u’= 2 - 4.1

u!

==
c
L . . m,
Simplificando a simbologia adotaremos m = m(u) = 4,2
I/t2
==
c
m,
e m'=m'(u’)=—02 4.3
u!
==
c

que simplificam os momentosem p=mii e p'=m'u’. 4.1

Aplicando 4.2 € 4.3 em 2.9 e 2.10 obtemos

12 P 2

v 2V'u'x / % 2vux
mzm’\/1+—2+—2:>m=m’ K em'=m ]+—2— > =>m=mVK . 4.4

c c c c

Definindo forca como Newton temos F :d_p = d(mu) e F'= di :M, com isso podemos entdo
dt dt dt' dr'
definir a energia cinética como
E, = jﬁ.dﬁ =jd(Zu).df(’ = jd(mﬁ)ﬁ = J(uzdm+ mudu),
0 0 0 0

e E' = Tﬁ’.dﬁ': TM.dﬁ': Td(m'ﬁ').ﬁ'
0

p (u'2 dm'+m'u’du’).
0 0

Il
g!—.:ﬂ

. . 2
Remodelando 4.2 e 4.3 e diferenciando temos m’c’—m’u’ =m, ¢’ = u’dm+mudu=c’dm e

2 2 2 2 2 2 2 2 . P . T
m c’—=-m' u"=my"c” =>u'""dn'+m'u’'du'=c"dm’, que aplicadas nas férmulas da energia cinética
fornece

m m'
E = Iczdmzmcz —myc’=E-E, ¢ E', = Iczdm':m'cz —myc’ =E'-E,, 4.5
my my
_ 2 r_ 2
onde E=mc” e E'=m'c 4.6
s&o as energias totais como na relatividade especial e E, = moc2 4.7

a energia de repouso.
Aplicando 4.6 em 4.4 obtemos exatamente 2.23.

De 4.6, 4.2, 4.3 e 4.1 encontramos:

E:C'\/m02C2 +p’ e E'= cw/m02c2+p'2 , 4.8

Relacbes idénticas as da relatividade especial.
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Multiplicando 2.1 e 2.2 por m, obtemos:

mu' m,u my B )
= - =Sm'u'=mu—my = p'= p——V
\/1 u' \/1 u’ \/1 u? c
c’ c’ c’
mol/_[ moﬁ[ mo‘_}.' - [y 1 - =1 E,—’v
e = - Smu=m'u'-mv'=p=p'——v'.
uz u/Z u/Z C
]—C—2 1- = 1- -
Quadro 4, transformagdes dos momentos p e p'
ﬁ!__’_£ﬁ - _’V_EQI
pP=pr=2zV 4.9 P=pP— 2"V 4.10
P E _ ror ' 2
pr=px=—3v 411 pY=px+3v 4.12
p'y=py 4111 | py=p'y 4.12.1
p'7'=pz 4112 | pz=p'7 412.2
E'=EJK 2.23 E=EJK' 2.23
m m
m=mu)=—= - m'=m'(u')= —
-4 |42 -4 43
c c
m'=m~ K 4.4 m=m'vK' 4.4
E, =E-E, 4.5 E',=E'-E, 4.5
Evzrnc2 4.6 E' = m'cz 4.6
E,=m,c’ 4.7 E,=m,c’ 4.7
E=cym,’c’+p’> |48 E'=cym c’+p” 4.8

Equacao de onda de Louis de Broglie
O observador O’ associa a uma particula em repouso em sua origem as seguintes propriedades:

-massa de repouso m,
,_
-tempo =1,

. _ 2
-Energia de repouso E, =m,c

mc’

0 0

h h
-Fungéo de onda y, = asen2my,t, com a = constante.

-Frequéncia y, =

O observador O associa a uma particula com velocidade v as seguintes propriedades:

-massa m:m(v): ", - (de 4.2onde u =v)

<

0 0

-tempo = = (de1.7com ux=v e t'=t,)

v: o 2w v:
\/1+cz_ c’ \/1_c2
E 2
. == M,¢ = (de2.23 com ux=v e E'=E))
1= -
Vo2 V¢

-Energia E=
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y, _mc’/h

2 2
-2 \/J—V
\/ c’ c2

-distancia x = vt (de 1.2 com x’ =

-Fung&o de onda y=asen2my t, —asen27ry1/I——twfl———asen27ry t——j com u——

2 E yh
-Comprimento de onda u = yxl——z— 3/1—— (de49com p'=p, =

v p P p

Para voltarmos ao referencial do observador O’ onde 1'=0=> u'x'=0, consideraremos as seguintes
variaveis:

-Freqléncia y= =E/h (de2.22com ux=v e p'=7y,)

-distanciax = v't’ (de 1.4 com x’ =0)

12
-tempo t=t\/ 2v0_ \/1+v—2 (de 1.8 com u'x'=0)
C c

12

-freqliéncia y=7y' ]-+-v—2 (de 2.22 com u'x'=0)
c

!

-velocidade v=v— (de 2.13)
1+

2

que aplicadas a fungédo de onda fornece

12 12 12 41
w’:asen2ny(t—gj:asen27ry' ]+v_2 t'\/]+V—Z—L2 =asen2xwy't’,
c c c

1+

CZ

mas como t'=f, e y'=y, entdo y' =y, .

§5 Transformacodes das Forcas FeF

Diferenciando 4.9 e dividindo por 1.17 temos
4 __dp dE_v =F'= ! |_ dEV}:F“’:L[F—(#.ﬁ vz] 5.1
c

dt' anJK anK JK e JK

Diferenciando 4.10 e dividindo por 1.22 temos
dp__ dp' V=
p__ap dE" V' | F_

1 |_ '4'i| - ] [4, i v'}
a _ - F=—t | F () |. 5.2
dt~ grJK drK' Tl Tare JK' ( ¢’

Do sistema formado por 5.1 e 5.2 obtemos

dE dE’ — -
== o F.ai=Fli 5.3
dt dt’'

gue é um invariante entre os observadores na relatividade ondulatéria.
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Quadro 5, transformacgdes das Forcas FecF'

1 s (2 N N

F':W[F— (Fu)c%} 51 | F= W{F—(Fu):—z} 5.2
1 o ] BN

F'x'= W{Fx— (Fu)clz} 54 | Fx= T[Fx+(Fu):—2} 55

F'y'= Fy/\/? 541 Fy= Fryr/\/F 5.5.1

F' Z’: Fy,\/} 5-4-2 FZ — F’ Z'/‘\/F 5-5-2

dE'_dE

o a 53 | Fli=F 53

§6 Transformacoes das densidades de carga p, p’

e densidades de corrente f e j'

d

Multiplicando 2.1 e 2.2 pela densidade de carga elétrica em repouso definida como p, :d_q temos

u' u v - I T T

L, 7S =>pu'=pu—pv=>J'=J—-pv 6.1

\/1—”'2 \/1—”2 \/1—”2

c’ c’ c’

u u' v’ > = —
R . :>pu pu'-pv'=J=J-p'v'. 6.2

2 12
- \/1—” \/
\/ c’ c’ c’

Quadro 6, transformagdes das densidades de carga p, p’ e densidades de corrente Jel

J = jf__/yﬁ 6.1 Ni ::‘7,__/)3;' 6.2
J'x'=Jx—pv |63 Jx=Jx"+pv |64
J'y': Jy 6.3.1 Jy:]'y' 6.4.1
J'7=Jz 6.3.2 Jz=J"'7 6.4.2
p= P, : p'= P -
-4 6.7 1-4 6.8
2 2
C C
p' =¢pw/ig 6.9 /)::l),/l(, 6.10

Do sistema formado por 6.1 e 6.2 obtivemos 6.9 e 6.10.
§7 Transformacodes dos campos elétricos E , E' e magnéticos B ) B'

Aplicando as forcas de Lorentz F:q(E+L7><l§) e f':q(E’+ﬁ'><§') em 51 e 52 temos

q(E'+ﬁ'xl§’):%[q(E+ ix B)— g B+ ﬁxé)ﬁ]ﬂ

. , B T
e g\E+uxB|=——|q\E'+ E'+u'xXB')u'|— |, que simplificadas se tornam
q( ) \/E[ ( ) [61( ) ]Czjl q p
— - 1 — .= 1 - = ~ V'
E'+u'XB'|=— E+u><B E E+u><B =——||\E'+u'xXB')-\E'u'}|— | de onde
(Bvixi)-—] o] o (Eraxa)- e (i) (E:0) %
obtemos a invariancia de E.ii = E'ii’ entre os observadores como consequéncia de 5.3 e as seguintes

componentes de cada eixo
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1 E E E
(E'x'+u'y'B'z'—u'z'B'y'):ﬁ[E)H uyBz—uzBy— )va— );L:yv_ ZCL;ZV} 7.1
1
(E'y’+u’z'B’x'—u'x’B’z')=—[Ey+usz—usz] 7141
JK
(E'z'+u'x'B'y'—u'y'B'x')z%[Ez+ux3y—uyBx] 71.2
(Ex+usz—usz):ﬁ|:vav+u/y/Bva_uyZ/vav. E’x'uz'_x'v'+E y uz yv +E'Z'MZ'Z'V’:| .
' c c c
1
(Ey+usz—usz)=—[E'y'+u'z'B'x'—u'x'B'z'] 7.2.1
JK'
(Ez+ uxBy—uyBx)zL E'z’+u'x'B'y’—u'y’B'x'] 722
JK'

Para o conjunto 7.1 e 7.2 obtemos duas solugdes descritas nos quadros 7 e8.
Quadro 7, transformagdes dos campos elétricos E E e magnéticos BeB

Ex vux E'x' viu'x'
Ex'=—|1—-—— 7.3 Ex= 1+ 7.4
\/?( c’ ) \/K'( ¢’ J
Ey vZ VUx VBZ Eryr vr2 Vrurxr vrBrZr
Ey="2|]+——-——|-—= |731 | Ey=—"-]|14+—+ + 7.4.1
\/E( & j JK \/f( c’ c’ JK'
2 "t 12 P I > YN}
Ea= 2 1+ -2 B V782 | g EE LA _VBY 742
K c c K VK’ c c VK’
B'x'= Bx 7.5 Bx=B'x' 7.6
’ ’ v 1 1 v' 1 1
By =By+c—2Ez 751 | By=B y—c—2E Z 7.6.1
r 1 v ’ ’ v r ’
B'z'=Bz——Ey 752 | Bz=B z+ E'y 7.6.2
C
E' 7= EzK 7790 [ =B VK 7.8.1
ux u'x'
By=——FFE7 7.9 B'y'=——FEFE'7 7.10
C C
ux L ou'xt
Bz=c—2Ey 791 | B'7'= - E'y 7.10.1

Quadro 8, transformagées dos campos elétricos £, E' e magnéticos B ¢ B’

1 =\ v ! '
E'x'=——| Ex—\E.i)J—~| |7.11 Ex=—— 712
93] ddidrd
] 1
E'y'=——=|Ey-vBz 7111 | Ey=——=(E'y+v'B'z) 7121
\/E[ ] K!
E'e'=—[Ec+ vBy] 7112 | Eo=——(E'z7—v'B'y) 712.2
JK JK'
B x=Bx 7138 | Bx=B'x' 714
By =By 7131 | By=B y 7141
B 7= Be 7132 | Bz=B'Z 7.14.2
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Relacao entre o campo elétrico e o campo magnético

Se um campo eletromagnético tem para o observador O’ a componente magnética nula B'=zero e a

componente elétrica E'. Para o observador O este campo se apresenta com ambas as componentes,
sendo 0 campo magnético descrito pelo conjunto 7.5 e tem como componentes:

vE vE
szzero,Byz——ZZ,Bzz—zy, 7.15
c c
- . S -
que sdo equivalentesa B=—VXE. 7.16
c

Formula de Biot-Savart

O observador O’ associa a uma carga elétrica, em repouso, distribuida uniformemente ao longo de seu eixo
X’ as propriedades eletromagnéticas seguintes:

-densidade linear de carga elétrica em repouso p, :d_q

’

-corrente elétrica nula I'= zero
-campo magnético nulo B' = zero = u'= zero

-campo elétrico radial de modulo E'=«/E’y'2+E'z'2= Po em qualguer ponto de raio

2ne,R
R=+/y"" +2z'° comacomponente E'x'= zero.

Para o observador O trata-se de uma carga elétrica distribuida uniformemente ao longo de seu eixo x com
velocidade ux =v a qual associa as propriedades eletromagnéticas seguintes:

-densidade linear de carga elétrica p = LZ (de 6.7 comu=v)
v
I=—
c
. _ o _ P
-corrente elétrica [ = pv = =
v
1=
c
-campo elétrico radial de médulo E =T (de acordo com os conjuntos 7.3 e 7.5 com
v
1=
c
B'=zero=ii'=zero e ux=v)
- vEZ vEy )
-campo magnético de  componentes Bx = zero, By = -, Bz =— e mdédulo
c c
vE v E' v 1 1 1
B=—=— =— Lo Ko onde L, =——, sendo na forma vetorial
¢ < v:ooc v: 2me, R  2mR €,C
I-— I-—
c c
— I _
p=Ht 717
217R

onde u é um vetor unitario perpendicular ao campo elétrico E e tangente a circunferéncia que passa pelo

ponto de raio R =4/ yZ +7? porque do conjunto 7.4 e 7.6 EB= zero .
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§8 Transformacodes dos operadores diferenciais

Quadro 9, operadores diferenciais

i:iJrli 8.1 9 _9 VI 8.2
dx' dx ¢’ ot ' dx dx' ¢’ ot '
d 0 d 0

a—y'—x 8.1.1 a—y—a—y' 8.2.1
0 0 0 0

a_z’za_z 8.1.2 a_Z:a_Z' 8.2.2
0 v d 1 vi o wx )0 0 v 9 1 v o v'x') 0
§:ﬁ$+ﬁ(l+?_ﬁj$ o3 Ez_max'+m£]+7+ﬁj§ o

Do sistema formado por 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4 e com 1.15 e 1.20 encontramos somente as solu¢des
d xtod d x'/t' 9 _

—+——=0¢e — =0 85
dx ¢’ ot ox' ¢* ot

Do que concluimos que somente as fungdes y (2.19) e v’ (2.20) que atenderem as condi¢des

0 X/t d ay'  x'/t' oy’

oV oY d LA 8.6

=o0e =o,
dx ¢’ dt ax' ¢ ot
podem representar a propagacdo com velocidade ¢ na relatividade ondulatéria, indicando que o campo
propaga com velocidade definida e sem distor¢do atendendo a 1.13 e 1.18. Devido a simetria, também
podemos escrever para 0s demais eixos

Qy Yoy _ oy YAy - dy z/dy oy /Ay’

) 0, =0 8.7
dy ¢’ ot dy ¢ ot dz ¢’ ot iz ¢ at
Das transformacoes de espaco e tempo da relatividade ondulatéria obtemos para o teorema de Jacob
vux I+ viu'x'
ax’: ') ')t’ _72 ax, ’ ,t 2
yoobyha) T2 dwyzt) T 68

o(x, y,2,1) JK o(x',y',z',t") JK'
variaveis com ux e u’x’ conseqléncia do principio da constancia da velocidade da luz, mas sdo iguais
J =J" eserdoiguaisaum J=J'=1 quando ux=u'x'=c.

Invariancia da Equacao de Onda

A equagao de onda para o observador O’ é
o0 9 9 19
ox”? 9y? 9z? ¢ ar?
onde aplicando as férmulas do quadro 9 e 1.13 obtemos

2
—t = 2+ o + o L i+ ! ]+ﬁ—M 9 = zero

ox ¢’ ot dy? 977 |JKIx JK ¢ ¢ )ot
de onde encontramos

9’ 9’ 9’ 19° 2va* 2vV 3% 4iux 97 vior v' o' 2viux 97
ff“z'*'ff“‘?‘Fff“?““}"‘?‘*”‘? +— - 4 LI I 6 2

ox dy oz ¢’ dt” c¢?oxdr ¢ dxot ¢' dxdot ¢’ at? ¢° ot c® ot

v: 9t 2v 9? _E 9’ +2v2ux 9’ _2v2i+2vuxi+2v3ux 27 viux? 92 v' 9?2
c?ox? ¢’ dxot ¢! oxot ¢t oxor ¢! or? ¢t o’ ¢’ o’ ¢’ ot ¢ or?
que simplificando fornece
Ki+Ki+Ki 1 9% 2vux 97 2 97 v2i+2vuxi_v2ux2i

ox’ ay’ 9z ¢ ot ¢t oxot c’ox® cfor’ cf ot ¢ o
onde reordenando os termos encontramos

9’ 9’ 9’ [ v? 2vuxJ 1 9° vz[a2 2ux 9° ux’ BZJ

1+ + + = zero

K2t K2t K2 - 2y w9
ox’ dy’ 07’ ox’> ¢’ oxot ' o’

= zZero

= zero

&

¢t o’ ¢?
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2 2 2 2 2
malsde85e113temosi+x—/li=0:>(a uan _8 Zux 0 w9

— | = + +——5 = zero
dx c¢° dt dx ¢’ dt ox>  ¢? oxot ¢’ o’
que aplicada em 8.9 fornece a equacao de onda para o observador O

2 2 2 2
a_+a_ a__ia__zem 8.10
ox’> 9y’ 977 c’or’

Para retornar ao referencial do observador O’ aplicaremos em 8.10 as formulas do quadro 9 e 1.18, obtendo

(IR N S S T N R0 [
ox' ¢ dr' oy’ 07? | JK ox' JK' c’ ¢’ ot

de onde encontramos

& 9’ K 0° LK 0° 1 97 2v 9° 27 9° Hux 9° _|_v’2 0’ +v’4 0’ N
ox'’ dy'”’ 9z ¢’ o’ oxor ' oxor ¢t oxor ¢t ot ¢l or”?
+2v'3 u'x 37 v? 9? +2v' 9’ +2v'3 9’ _i_Zv’2 u'x 97 2?7 97 2vu'x 9°
¢® ot ot ¢ ox'ar ¢! ox'or ¢t oxar ¢! or? ¢t o’
vl} ulxl 82 v urx12 82 v14 82 ~ cero
C6 at/Z C6 ath C6 ath
que simplificando fornece
K aZ K' aZ K, aZ ] aZ 2vv2 uyx/ aZ v;Z aZ vv2 aZ 2v/uvx/ aZ V u/va aZ B
+ 2 2 4 2 ,a,__z 2 4 g2 4 )2 6 2 = cero
ox'? 9y’ 77 ¢’ or? c X'ot' ¢ dx'T ¢ ot ¢t ot c ot

onde reordenando os termos encontramos
82 82 82 v12 Zvl 2 y ] 82 vv2 82 Zulxl 82 urva 82
K’ +K' +K' = 1+—+ - + + = zero

ox'’ ay”’ d7'° c’ ¢’ )’ or” ox’  ¢* ox'ar o’
mais de 8.5 e 1.18 temos
0o x'/t' 0 9 wx oY) 9 2wx 9 u'x'’ 9?
P R Y5 Tt PR 2
ox' ¢ Jt ox' ¢° Jdt ox' ¢’ ox'or ¢’ ot
que substituida na equagao reordenada fornece a equacao de onda para o observador O’.

= Zero

Invariancia da Equacao de continuidade

A equagéo de continuidade na forma diferencial para o observador O’ é
ap' dp' dJx' dJy' dJz'
P +VJ’—zero:>i+ + 2 O = zero 8.11
or’ o'  ox' dy' 97
onde substituindo as férmulas do quadro 6, 9 e 1.13 obtemos
0 1 ? 0 aJy 9dJ
LA ]+v—2 el \/_+ —+L— (Jx—pv)+—y+—Z:zer0
JK 0x K c dx ¢’ ot dy 0z

fazendo as operagdes encontramos
vap+8_p+ﬁ8_p_%8_p+abc+ia]x_vap v ap aJy dJz
ox dt c¢>dt ¢* dt dx ¢’ It dx 8t ay 9z

que simplificando fornece

dp vuxdp dJx v dJx dJy 9dJz
Tttt + +

ot ¢’ 9t dx ¢° dt dy 0z
onde aplicando Jx = pux com ux constante obtemos
a_p_v_L;)ca_p+aJx+L28(pux)+aJy 0Jz Zero:ap+aJx+aJy an
ot ¢ dt dx ¢ Odt dy 0z ot dx dy 0z

gue é a equacao de continuidade na forma diferencial para o observador O.

= Zero

= Zéro

ero 8.12

Para obtermos novamente a equacao de continuidade na forma diferencial para o observador O’.
Substituiremos as féormulas do quadro 6, 9 e 1.18 em 8.12 obtendo:
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' a I 12 o a a ' a aJr ’ aJr '

- + I+ | 2 p'«/K’+(——v—2—j(.]’x'+p’v')+ Y+ 228~ zero

JK'9x' K c c at' dx' ¢°odt' 0y’ 0z
fazendo as operagdes encontramos

’ ' ' 12 ’ [ ’ ror ’ ror ' ' 12 ' o [
v a? +a_p'+v_28p' LY uzx 8p' +8J),c _v_zaJ’x LY a,? _v_zap’ +8J)'7 +8J,z

0x ot  c¢° dt ¢’ ot ox' ¢’ Jt ox c® dt dy 207
que simplificando fornece
8p’+v’u’x’8p’+al’x’_v_’81’x’ oJ'y' dJ'z

= Zero

+ + = zero
or' ¢’ at  dx' ¢ or 2y 07
onde aplicando J'x'= p'u’x' com u’x’ constante obtemos
a! I!!a! aJ!l Ia!I! aJ!l aJ!l a! aJ!l aJ!/ an/
p+vu2x I X_V_Z (Pux)+ Y 4 2 ero— p L oJx 9y L = zero
ot' c¢c© dt' dx' ¢ ar dy' dz7 o' dx' dy' 97

que é a equagao de continuidade na forma diferencial para o observador O'.
Invariancia das Equac¢oes de Maxwell

Que na forma diferencial séo escritas na seguinte forma
Com carga elétrica

Para o observador O Para o observador O’
dEx OJEy OJEz p OE'x' OE'y OJE'Z p
= 8.13 = 8.14
ox dy dz €, ox dy a2 e,
an+aBy+aBz:0 615 an+aBy+8 2 _p 816
ox dy 0z ox’ 0y’ az'
OEy OEx 0Bz OE'y' OE'x’ 0B'7
- =- 8.17 - =- 8.18
ox dy ot ox’ oy’ or'
OEz OEy  0Bx OE'7’ OE'Y  OB'x
- =— 8.19 - =— 8.20
dy Oz ot ay’ az' or’
OEx OEz OBy OE'x' OE'Z7 OB'y'
- == 8.21 - =- 8.22
dz  Ox ot oz’ ox' or'
OBy 0Bx 0Ez OB'y' OB'x OE' 7’
—————=u,Jz+e N, — | 823 - =u,J'z'+e 1, 8.24
n oy P o oy Moo
0Bz 0By 0Ex oB'7" 0B'y' OE'x'
—_— = 0.]x+80 ,» <~ | 8.25 - = OJ')C'+80 0 8.26
oy oz © " o o " o or
0Bx 0Bz OEY OB'x'" 0B'Z7 OE'y'
—— = =M, Jy+ten,— | 827 - =, J y+e,u, —— | 82
or ax e tEMe |8 oy gy TRt PTG 828
Sem carga elétrica p=p'= zero e J=J'=zero
Para o observador O Para o observador O’
aEx+aEy+aEz:0 629 OE' x +8E y +8EZ _0 830
ox dy 0z ox' ay’ o7’
an+aBy+aBz:0 631 OB’ x +aB y +a 2 _o 8.3
ox dy 0z ox’ oy’ 07’
OEy OJEx 0Bz OE'y’ OJE'x’ dB'Z
- =- 8.33 - =- 8.34
dox  dy ot ox' dy' or’
OEz OEy  0Bx OE'7 OE'y' OB'x
- == 8.35 - =- 8.36
dy Oz ot 9y’ 9z’ or'
O0Ex OEz OBy OE'x' OE'Z 0By’
- == 8.37 - == 8.38
dz  ox ot dz' ox' or'
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@_@zgu% 6.9 E)B’y'_E)B’x’zgu oE' 7' 6.40
ox dy 77 ot ' ox’ oy’ o '
%—ﬂzeu@ 641 aB’Z'_aB'y’zgu oE' x' 642
dy dz 77 ot ' dy' oz’ 0o '
9Bx 0Bz _ il 9Ly eas | BX 0BT _, it oLy 8.44
dz  dx "’ ot ' 9z’ ox’ 0o '
e, =L 8.45
c

Demonstremos a invariancia da lei de Gauss na forma diferencial, que para o observador O é
aEl ' aEv ' aEl ' '
X OEy otz _ P 8.14

ox’ 9y’ 7 g,
onde substituindo as férmulas dos quadros 6, 7, 9 e 1.13, e considerando ux constante, obtemos

0 v 0| Ex vux| 0| Ey v’ vux)| VvBz

—t = - |t | =+t |-——F—= |+

ox c?or|JK c Iy | VK ¢ ¢ JK
N d | Ez ; ﬁ _vux | VBy|_ p\/E

dz 2 2 -

+
v? OEx

fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo —-——, encontramos
c” ox

OEx i JEx vux 0Ex _ v ux 0Ex N OEy +ﬁ OEy vux dEy voBz N
ox c¢> o ¢ ox ' ot dy > dy 9y dy
+8Ez+ﬁaEz_vux8Ez+vaBy+ﬁaEx_ﬁaEx:pK
dz ¢ 9z ¢ 9z 9z & ox ¢ Ix g
que reordenando resulta em

v’ (0Ex ux OEx 0Bz 0By 1 OJEx 0Ex OEy OJEz v owvux ) pK
——5| =t |-V - -— + + + 1+ =—

c’\ox ¢ dt dy dz ¢ dt dx dy 0z €,
onde o primeiro paréntese € 8.5 e por isso igual a zero, o segundo paréntese é igual a

- v(qux) =—VU pux =-— VPM;C obtido de 8.25 e 8.45 resultando entdo em
e
aEx+aEy+aEz H_é_v_u;c _P H_é_vuzx _ﬁvuzx_l_ﬁvu;c
dx dy 0z ¢’ ¢ €, ¢ c e, ¢ g, c

dEx OJEy OJEz p
=
ox dy Jdz g,

que é a lei de Gauss na forma diferencial para o observador O.

8.13

de onde obtemos

Para fazer o inverso substituiremos em 8.13 as féormulas dos quadros 6, 7, 9 € 1.18, e considerando u’x’
constante, obtemos:

[i_ii}E!x!(]-l_v!u/x!j-i-i E!yl ]+ﬁ+vlu!xl +v1B!Z! N
ox' ¢’ ot |JK' c’ dy'| VK’ c’ c’ JK'
+i E!Z! ] ﬁ-i_vrurxr _V'B,y' _pr\/z
aZ! [K, 2 2 /K, e

V/Z a !xl

c c .
fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo _ZT obtemos
c X
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OE'x' v' OE'X'  v'u'x' 0E'x _v'2 u'x' oE'x' OE'Yy' +ﬁ8E'y' +v'u'x' OE'y' N

+ +
ox'  ¢* at ¢’ ox c* ot’ dy ¢’ 9y ¢’ oy
v!aBrZ! aE!Zr er aE!Z! v!u!x! aErZr v!aB!yr V!Z aE!xr er aE!x! er!
+ ' + ' +_2 ' + 2 ' - ' +_2 ’ __2 ' =
dy Z ¢ oz c 0z oz ¢ ox' ¢ ox €,

que reordenando resulta em

v’Z[BE’x' u’x’aE’x’j ,(83’1' OB'y' IBE’x'J
+v - - -

- +
c? U ox ¢’ ot ay' a7 ¢° ot

aErxr aEr ' aEr r er v!u!x! rK!
+ p oY L I+—+— =2
dx' ay’ oz’ c c €,
onde o primeiro paréntese é 85 e por isso igual a zero o segundo paréntese é igual a
v! !u!x!
V' (uo.l'x’) =vu pux= P_Z obtido de 8.26 e 8.45 resultando entdo em
€ cC

E' % E' ' E' ' 12 [ ' 12 1o "o N R
o) x+a y+a 2, v_2+vu2x _r ]+v_2+vu2x +£vu2x_ivu2x
ox' 9y’ a7’ c c € c c € ¢ € ¢
aEH! Er ’ E!! ’

x+8 y+8 Z_p

ox’' 0y’ o7 €

o o o

de onde obtemos que é a lei de Gauss na forma diferencial para o

o

observador O'.

Procedendo desta forma podemos provar a invaridncia de forma para todas as demais equacgdes de
Maxwell.

§9 Explicando o Efeito Sagnac com a Relatividade Ondulatéria

Transformemos o movimento retilineo dos observadores O e O’ utilizado na deducao da Relatividade
Ondulatéria em um movimento circular plano de raio constante. Imaginemos que o observador O vé o
observador O’ girar com velocidade tangencial v no sentido horario(C) (igual ao sentido positivo do eixo x da
RO) e que o observador O’ vé o observador O girar com velocidade tangencial v’ no sentido anti-horéario (U)
(igual ao sentido negativo do eixo x da RO).

No instante t = t' = zero o observador O emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois
observadores, um no sentido anti-horario de arco cty e outro no sentido horario de arco ctg, portanto cty =
ctc e ty = tc, porque ¢ é a velocidade da luz constante, t, e tc 0 tempo. No instante t = t' = zero também o
observador O’ emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois observadores, um no sentido anti-
horario (inutil) de arco ct'y e outro no sentido horéario de arco ct’c, portanto ct’y = ct'c e t'y = t'c porque ¢ é a
velocidade da luz constante, t'y e t'c 0 tempo.

Reescrevamos as equagdes 1.15 e 1.20 da Relatividade Ondulatéria (RO):

2

M_t_’_ 1+v__2vux (15
|v'| Tt ¢’ '
|V'| t \/ v 2v'u'x

el 1.20
|v| t c c

Fazendo ux = u’x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo) e desmembrando as equagdes
obtemos:

t':t(I—KJ 9.1 z:t'(1+1J 9.2
C C

V=—"v 9.3 V= 94
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Quando a origem do observador O’ detectar o raio anti-horario do observador O, estara a distancia

vi. =V't", do observador O e simultaneamente detectara o seu raio horario no mesmo ponto que o raio

horario do observador O, em uma posigdo simétrica ao diametro que passa pelo observador O porque
— _ ' ' [ ] ~ . .

ct, =ct, =1, =t, e ct,=ct.=1t,=1,,obedecendo as quatro equagbes acima, encontramos:

27R
cty +vt, =2TR =t = 9.5
c+v
27R
ct' A2V, =2TR = 1. = 9.6
c+2v

Quando a origem do observador O’ detectar o raio horario do observador O, simultaneamente detectara seu
proprio raio horario e estara a distancia vf,. =V't’,, do observador O, entdo obedecendo a equagdes
1,2,3 e 4 acima, teremos:

2mR
Clye = 2R+, =1, =—— 9.7
c—v
27R
ctyy=2IR=t,, =—— 9.8
c

A diferenca de tempo para o observador O é:

21R 27R 4TRv
At=t,. —t, = — = 9.9
_ 2 2
C 1% c+v cC —V

A diferenca de tempo para o observador O’ é:

2R 2mR 4RV
= - = 9.10

¢ c+2v (c+2v')c

At'=t,.—t'.
Substituindo as equagbes 5 a 10 em 1 a 4 comprovamos que elas cumprem as transformagbes da
Relatividade Ondulatéria.

§10 Explicando a experiéncia de Ives-Stilwell com a Relatividade Ondulatoria

Reescrevamos as equacgdes (2.21) para o comprimento de onda na Relatividade Ondulatéria (RO):

A A
A= e A= , 2.21
v 2vux vio2vu'x
I+——-——3 I+—+—7—
c c c c

Fazendo ux = u’x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo), obtemos as equagoes:

L Y 10.1

=) )

Se o observador O, que vé o observador O’ se distanciando com velocidade v no sentido positivo do eixo x,
emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade ¢ e comprimento de

onda A, no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O’ medira as ondas com
velocidade ¢ e comprimento de onda A',, de acordo com as férmulas:
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k’Dz—xF el,= Mo

2N )

!

c c
Se o observador O’, que vé o observador O se aproximando com velocidade v’ no sentido negativo do eixo
X, emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade ¢ e comprimento de

onda 7\,’F no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O medira as ondas com

10.2

velocidade ¢ e comprimento de onda A, de acordo com as féormulas:

A, A,

As fontes estacionadas nas origens dos Observadores O e O’ s&o idénticas portanto A, =A';..

A= e, = 10.3

Achemos o comprimento de onda médio A das ondas medidas (XA,X'D) utilizando as férmulas 10.2 e
10.3, lado esquerdo:

! ! 2
2 2 (I_vj ¢ 2 2(1—V) ¢
c C

Achemos a diferenca entre o comprimento de onda médio A e o comprimento de onda emitido pelas fontes

AX=X—7LF:

_ A 2
AR=%-1, =—F{1+(1-2j }—kF
2(1—V) ¢

c

r 2
—r ]+I—21+"—2—2+21}
L c cC C

2
— 10.4
c?

http://www.wbabin.net/physics/faraj7.htm

§10 Ives-Stilwell (continuacao)
O efeito Doppler transversal para a Relatividade Ondulatéria foi obtido no §2 do seguinte modo:

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v' no sentido negativo do eixo x’,
emite ondas de freqiiéncia y' e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e u'x'=—V'
medira ondas de freqiiéncia y e velocidade ¢ em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por

12
' / )%
y=Yy ]——2 2.25
&
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2 2
4 V . -
Para u'x'=—V'" teremos ux=zero e ,|I—=— |1+~ =1 com isso podemos escrever a relagao entre a

c c
freqliéncia transversal y=y, e a freqiiéncia da fonte y'=y’, naforma
_Yr 10.5

Vi = ;
\%
,/1+C—2

Com c=y,A, =y, A’ obtemos a relagéo entre o comprimento de onda transversal A, e o comprimento de

onda da fonte A/,

2
A =N, /1+E—2 10.6

A variagdo do comprimento de onda transversal em relagao ao comprimento de onda da fonte é:

2 2 2 A2
AN, =\, N, =)\, /1+E—2 -\, :x'F( /1+E—2—1j;7uF (]+2‘}7—IJETFE—2 10.7

gue é o mesmo valor obtido na Teoria Especial da Relatividade.
Aplicando 10.7 em 10.4 obtemos

= AA
Ah= ! 10.8
(-2)
c
Com as equacgdes 10.2 e 10.3 podemos obter as relagdes 10.9, 10.10, e 10.11 a seguir descritas
2
A=A, (1—1) 10.9
c

P . vV }\’A

E desta obtemos a férmula da velocidade —=1— r 10.10
c D

Ap=Np=y AN 10.11

Aplicando 10.10 e 10.11 em 10.6 obtemos

2
A=A N, \/1+(1— )“—Aj 10.12

Ay
De 10.8 € 10.12 concluimos que A, <A, <A, <A<A,. 10.13

Assim com os valores de A, e A, obtidos da experiéncia de Ives-Stiwell poderemos avaliar A, A, Ve
c

concluir se existe ou ndo a deformacao espacial prevista na Teoria Especial Da Relatividade.

§11 Transformacao entre dois referenciais da potencia dos raios luminosos de uma fonte na Teoria
da Relatividade Especial

A relacdo entre dois referenciais da potencia desenvolvida por uma forga é escrita na Teoria Especial da
Relatividade na seguinte forma:

A definicao da componente da for¢a ao longo do eixo x é:
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o dpx _dlmux) _dm | dux

— 11.2
dt dt dt dt

Para um raio luminoso o principio da constancia da velocidade da luz, garante que a componente ux da
velocidade da luz, também é constante ao longo do eixo x, por isso:

x dx . dux m
— =— =ux = constante, demonstrando que em dois — = zero e Fx=—ux 11.3
t dt dt dt
dm 1 dE
A férmula de energia é E = mc® de onde obtemos — = _Zd_ 11.4
c t

L , dE - . _ =~
Da definicdo de energia temos 7 = F.u que aplicando em 11.4 e 11.3 obtemos Fx = F.u
t

o 8

9

Aplicando 11.5 em 11.1 temos:

Fii—v(Fa)™

2
c

y
I—ux—

De onde encontramos que F'.ui'= F.u ou

Flii'=

dE_dE

= 11.6
dt' dt

Resultado igual a 5.3 da Relatividade Ondulatéria que pode ser comprovado experimentalmente,
considerando o Sol como fonte.

§12 Linearidade
A Teoria da Relatividade Ondulatéria tem como axioma fundamental a exigéncia de que os referenciais
inerciais sejam denominados exclusivamente como aqueles em que um raio de luz emitido em qualquer

dire¢do a partir da sua origem propague em linha reta, 0 que matematicamente é descrito pelas formulas
(1.13, 1.18, 8.6 e 8.7) da Relatividade Ondulatéria:

=— - =ux uy,—=—-=uz 1.13

x _dx y_dy z_dz
t o dt t o dt tdt

x' dx "oody' "od7
_:—:u'x',L:_y:u'y’i:_Z:uZ 118
' dr o dr t

Woldemar Voigt em 1.887 escreveu a transformagao linear entre os referenciais dos observadores O e O’
na forma seguinte:

x=Ax'+Bt' 12.1
t = Ex'+Ft 12.2
Com as respectivas equacgdes inversas:

, F —B
X = X+ t
AF-BE~  AF-BE

12.3

. -E A
= X+ t
AF-BE~  AF—BE

12.4

Onde A, B, E e F sdo constantes e devido a simetria ndo consideramos os termos comy,zey’, z.

Sabemos que x e X’ sd0 as projegdes de dois raios luminosos ct e ct’ que propagam com velocidade
constante ¢ (devido o principio da constancia da velocidade da luz), emitidos em qualquer diregao a partir
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da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens sao coincidentes e no
momento em que:

t=1t =zero 12.5
por isso na equagdo 12.2 no instante em que t' = zero devemos ter E = zero para termos também t = zero,
ndo podemos exigir que quando t’ = zero, seja também X’ = zero, porque no caso da propagagao ocorrer no
plano y'z' teremos X’ = zero mais t'# zero .

Reescrevamos as equagdes corrigidas (E = zero):

x = Ax'+Bt' 12.6

t=Fr 12.7

Com as respectivas equacgdes inversas:

., Xx Bt
X==—-— 12.8
A AF
, 1
f=— 12.9
F

—=—==V 12.10

onde v € o modulo da velocidade que o observador O vé o referencial do observador O’ se deslocar ao
longo do eixo x no sentido positivo porque o sinal da equagéo é positivo.

Para o caso da propagagao ocorrer no plano y z teremos x = zero e dividindo 12.8 por 12.9 temos:
X' B B

! !

—=—-—=-V ou —=V 12.11
t A A

onde v’ € o modulo da velocidade que o observador O’ vé o referencial do observador O se deslocar ao
longo do eixo X’ no sentido negativo porque o sinal da equagéo é negativo.

A equacdo 1.6 descreve o principio da constancia da velocidade da luz, que deve ser atendido pelas
equacbes 12.6 a 12.9:

X =t =Xt 1.6
Aplicando 12.6 e 12.7 em 1.6 temos:
(Ax'+Bzf')2 —C’F*7 =x"?=ct"”

De onde obtemos:

2 '
(Azx,z)_czt,z {Fz —B——2ABX}=X'2—C21"2

2 2
c c’t

B® 2ABx
onde fazendo A% = 1 no paréntese em arco e {FZ -

2

3 } = I no paréntese quadrado obtemos a
c c’t

igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equagéo.
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B® 2ABx B> 2Bx
Aplicando A=1em | F’ - =1 temos F2=]+—2+ > 12.12
c c’'t c c’t
: B _B ,
Aplicando A=1em 12.11 temos —=—=B=v 12.11
A 1
Que aplicada em 12.12 fornece:
Vo2V
F=\1+—+——=F(x.r) 12.12
c c’t

sendo F(x’, t') igual a funcao F dependente das variaveis x’ e t'.

Aplicando 12.8 e 12.9 em 1.6 temos:

2 2
xz—czlzzi—ﬂ _CzLZ
A AF F

De onde obtemos:

2 2
2 2.2 X 2ol 1 B 2Bx
X' =ct = —F |-t |—F5— +
(AZJ {FZ A’C’F? A*CPFt
B’ 2Bx

onde fazendo A® = 1 no paréntese em arco e {— }21 no paréntese quadrado

- +
F? A’C’F? A’C’Ft
obtemos a igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equagéo.

Aplicando A=1e12.10 em L— B’ + 2Bx = | obtemos:
P -lee F2 ACF ACF '
1
F=—e——u—=F(x1) 12.13
I+ﬁ_ﬂ
¢t

sendo F(x, t) igual a funcdo F dependente das variaveis x e t.

Facamos as seguintes denominagdes de acordo com 2.5 e 2.6:

2
1 2! !
K=1+"+2 o F=Jk' 12.14
c c’t
v: o 2wx 1
K=l+———F"-=>F=—+— 12.15

c? 't JK

Como a equacéao para F(x', t') de 12.12 e F(x, t) de 12.13 devem ser iguais temos:

2
V' 2v'x' 1
c c’t' vi o 2ux
¢t 't
Entao:
2 2
v 2vx Ve 2v' X
\/]+—2——2'\/]+—2+ P =1l ouNK - -vK' =1 12.17
c c't c c’t
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Exatamente igual a 1.10.

Reescrevendo as equacdes 12.6, 12.7, 12.8 e 12.9 em funcdo de v, v’ e F temos:
x=x+'t 12.6
t=Ft 12.7

Com as respectivas equacgdes inversas:

xX'=x—vt 12.8
,
t'=— 12.9
F
Obteremos as equagdes 12.6, 12.7, 12.8 e 12.9 finais substituindo F pelas formulas correspondentes:
x=x+'t 12.6
, V!Z Zv! xr
t=t'[1+—5+— 12.7
c c’t

Com as respectivas equacgdes inversas:

X'=x—vt 12.8

- 12.9

Que sao exatamente as equagdes do quadro |.

!

B ’ = = Y A= v !
Como v=F e V'= B entdo as relagéo entre v e v’ sdo v:F ou v'=v.F 12.18

Vamos transformar F (12.12) fungéo dos elementos v’, xX’, e t’ para F (12.13) fungéo dos elementos v, x e t
substituindo em 12.12 as equagbes 12.8, 12.9 e 12.18:

12 [ 2 _
Fe /]+v_2+2\/2)f _ ]+(sz) +2vF(x vt)
c c’t c 2

t
C RN
F

22 2 22 2 22
F=\/I+VF +2vxF _2vF :\/I+2vxF v‘'F

c’ c’t c’ c’t c’
2vxF? V'F? V'F? 2uxF’ 1
FP=l+—F—-—F F'+—-"—"——=I>F=——+—
c't c c ct ; v Dvx
toT o
C c't

Que é exatamente a equagao 12.13.

Vamos transformar F (12.13) funcao dos elementos v, x, e t para F (12.12) fungéo dos elementos v’, X’ e t’
substituindo em 12.13 as equagdes 12.6, 12.7 € 12.18:

2 N\ 2 o ' 12 2 ror 2 12
\/]+v2_‘2}x ]-i'i v —72‘) (x+VI) \/]+ j 2 zv xz_ zv 2
c® c’t A\ F c’FFt c’F° c¢ctF° c°F
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1 V2 2v'x vio2v'y
F= SFl-——-—S—5 =12 F=|l+—+—F—
v'2 2v' x' C F2 c’t'F C c’t
1= 202 2 2
c’F'” ct'F
Que é exatamente a equacgao 12.12.
Calculemos o diferencial total de F(x’, t') (12.12):
oF oF
dF = —dx'+—dt'
ox' ot'
como:
oF 1 Vv  OF 1 Vv X 1219
—_— e —=——— .
ox' Kt o K c’t't
temos:
1 1 VvV X
dF = 5 dx'— CONO ' 12.20
VK ¢t VK ¢t t
onde aplicando 1.18 encontramos:
1 v 1 Vv dx
dF = ——dx'— ———di'=0
VK ¢t JK' ¢t dt
De onde concluimos que F fung¢édo de x’ e t’ € uma constante.
Calculemos o diferencial total de F(x, t) (12.13):
oF oF
dF =—dx+—dt
ox t
como
oF I v OF__ I vx 12.21
ox g c’t ot 2ttt .
2
temos
1 v 1 v x
dF :—3—2dx——3—2—dt 12.22
- c't ~ctt
K2 K?

De onde concluimos que F fungéo de x e t € uma constante.

As equacgdes 1.13 e 1.18 representam para os observadores O e O’ o principio da constancia da velocidade
da luz, validas do infinitamente pequeno ao infinitamente grande e significam que na Relatividade
Ondulatéria o espaco e o tempo sdo simultaneamente medidos. Nao devem ser interpretadas como uma
dependéncia entre espaco e tempo.
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O tempo tem uma interpretacao prépria que pode ser compreendida se analisarmos para um determinado
observador a emissdo de dois raios de luz a partir do instante t = zero. Se somarmos os tempos obtidos,
para cada raio de luz obtemos um resultado sem qualquer utilidade para a fisica.

Se no instante t =t = zero o observador O’ emite dois raios de luz, um ao longo do eixo x e outro ao longo
do eixo y, transcorrido o intervalo de tempo t’ os raios atingem para o observador O’ simultaneamente, os
pontos A, e A, & disténcia ct’ da origem, no entanto para o observador O os pontos néo serdo atingidos
simultaneamente. Para que ambos os raios de luz sejam simultaneo aos observadores eles deverao atingir
0s pontos que possuam o mesmo raio em relacdo ao eixo x e que fornega 0s mesmos tempos para ambos
os observadores (t; = t, e t'y = t'5), 0 que significa que realmente somente um raio de luz é necessario para
aferir o tempo entre os referenciais.

Conforme o § 1, ambos os referenciais dos observadores O e O’ sdo inercial, sendo assim neles a luz
propaga em linha reta conforme exige o axioma fundamental da Relatividade Ondulatéria § 12, por isso a
diferenca entre as velocidades v e v’ é devida somente a diferenga de tempo entre os referenciais.

! ’
y=%=% 12 y=2=% 14
t t
Também podemos relacionar um referencial inercial para o qual a luz propaga em linha reta conforme exige
o axioma fundamental da Relatividade Ondulatoria, com um referencial em movimento acelerado para o
qual a luz propaga em linha curva, sendo que neste caso a diferenca entre v e v’ ndo é devida somente a
diferenca de tempo entre os referenciais.

Conforme o0 § 1, se o observador O no instante t = t' = zero emite um raio de luz a partir da origem do seu
referencial, depois de transcorrido o intervalo de tempo t; o raio de luz atinge o ponto A; de coordenadas
(x1, Y1, 21, t1) & disténcia ct; da origem do observador O, entao temos:

ApoOs atingir o ponto A; o raio de luz continua a propagar na mesma direcdo e no mesmo sentido, tendo
transcorrido o intervalo de tempo t, o raio de luz atinge o ponto A, de coordenadas (Xq + Xo, Y1 + Y2, Z1 + Zo, 4
+ 1,) a distancia ct, do ponto A4, entdo temos:

2 2 2
xzﬁzux:ﬁzﬁzux:\/lgj 2 =\/1+v 2vx, =\/1+V Zvux

todt L5 ot ¢t c’t, &

e com isso obtemos:

A geometria do espaco e tempo da Relatividade Ondulatéria esta resumida na figura abaixo que pode ser
expandida para A, pontos e varios observadores.
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0, 0, 0=0 0, X

t
t=t = zErO
Na figura os angulos tém a relagdo Y =0'—0 e sdo iguais os seguintes segmentos:

U
.

O,a 0=0' éiguala O=0"' a0y (0,0 ,=vt,=V't',))
0;a0;éiguala0’ a0, (0,0 ,=v(t,+t,)=V'(t',+t',)>vt,=v't',=0,0,+0',<0',)
E sao paralelos os seguintes seguimentos:

O, a A, é paralelo a O; a A

O, a A, é paralelo a O’y a A,
X=X'éparaleloa X, =X,

O cosseno dos angulos ¢ e ¢’ de inclinagéo dos raios para os observadores O e O’ de acordo com 2.3 e
2.4 sdo:

ux_y
- X' cosp—v/c
u'x'= u)zc v —UX - Cz ¢ =cos@'= 2¢
/ v: 2vux ¢ / v: 2vux v: 2y
1+7— 2 1+7— 2 \/1+2—COS¢
c c c c ¢ c
, cos@p—v/c
cos¢=¢— 12.23
VK
) . seng
E com isso temos: seng'= 12.24
VK
u/x!—*_ll
u'x'+v' ux c ¢ cos@'+v'/c
ux= = :>7= = =cosp= =
! 2 ! [ ! 2 ! [ ! 2 ! ,
TR 1+ 28X \/1+V2+ Y cos¢
c
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cos@'+v'/c

cosP= — 12.25
K!
E com isso temos: sen(= seny/ 12.26
O cosseno do angulo Y de interse¢do dos raios é igual a:
v x viu'x'
R uz ]—7c0s¢ 1+Y c0s¢
cosy= = = 12.27
N N e T
sen " send’
E com isso temos: sen\y = vsend _y 0 12.28

cJK ¢ VK

A invariancia do cosy demonstra a harmonia de todas as hipéteses adotadas para o espago e tempo na
Relatividade Ondulatéria.

O cosy éigual ao Jacobiano da transformagéo para o espaco e tempo do quadro |, onde os radicais

VK= 1+——M e VK'=

2

L 00 v VX vux
; 0 10 0 1-— 1-—=
o' _ny'Z't) | o o1 0 i &
cosy=J=—= = = 8.8
ox’ aixyzti _V/CZO()L 1+ﬁ_v_x \/E \/E
\/E? K ¢t ot
( ) (1) (1)8 ‘(}) TR
ox* _ dlxy,zt 0 01 0 c’t c
cosy=J'=—==—""T""5= = = 8.8
o’ Ax,y.2r) v/t 001 (1 } v'? VX JK' JK'
VK kU e

§13 Richard C. Tolman

O §4 Transformacoes dos Momentos da Relatividade Ondulatéria, foi desenvolvido baseado na experiéncia
idealizada por Lewis e Tolman, conforme referéncia [3]. Onde a colisdo de duas esferas preservando o
principio de conservagao da energia e o principio de conservacdo dos momentos demonstra que a massa é
funcao da propria velocidade de acordo com:

onde m, é a massa da esfera quando em repouso e U = |L7| =+/uu o modulo da sua velocidade.

Analisemos a colisdo entre duas esferas idénticas quando em repouso relativo, que para o observador O’ se
denominam S’y e S’, e se deslocam ao longo do eixo x’ em sentido contrario com as seguintes velocidades
antes da colisdo:

Tabela 1

Esfera S’y Esfera S’»
u'x',=v' u'x,'=—v'
u'y',=zero | u'y',=zero
u'z',=zero | u'z',=zero
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Para o observador O as mesmas esferas se denominam S; e S, e tém as velocidades
(uxj, ux,, Uy, =uz; =zero) antes da colisio calculadas de acordo com o Quadro 2 da seguinte forma:

A velocidade ux, da esfera S; é igual a:

! ’ ’
i, = ux,+v _ v’+v' 2
= = =

12 T 12
I +2vux1 Javo L 2vv L 3T

2 2 2 2

c c ¢ < c

A transformacao de v’ para v de acordo com 1.20 do Quadro 2 é:

! ’ !
v v _ v __ v

12 2v'u'x' 12
I+v + viux, ]+ ZVV ]+3V

2 2 2

C C C C C

Que aplicada em ux, fornece:

ux,; =2 Lﬂ =2v
1+3Y

2
C

A velocidade ux, da esfera S, € igual a:

u'x',+v' v
MXZZ 2 22 "ot = 2v+2v/( I)ZZE}’O
' viu'x ' Vi—v
\/1+"2 +5=2 \/l+"2+2
c c c c
Tabela 2
Esfera S; Esfera S,
ux, = 2\/3 =2v
V' ux, =zero
1+
c
uy, =zero uy, =zero
uz, =zero uz, =zero

Para os observadores O e O’ as duas esferas possuem a mesma massa quando em repouso relativo.
Sendo que para o observador O’ as duas esferas colidem com velocidades de mddulo igual e sentido

oposto por isso os momentos (p’ =D 2) se anulam durante a colisio formando por um instante (Az') um

Unico corpo de massa m, =m',+m’,.

De acordo com o principio de conservagdo dos momentos para o observador O teremos que impor que 0s
momentos antes da colisdo sdo iguais aos momentos apos a colisdo, portanto:

m,ux, +mux, =(m, +m, )w

Onde para o observador O, w é a velocidade arbitraria que supostamente por um instante (At) também

vera as massas unidas (m:m,+m2) se deslocando. Como as massas m; possuem velocidades

diferentes e as massas variam de acordo com as préprias velocidades esta equagdo ndo pode ser
simplificada algebricamente, sendo as variagdes das massas da seguinte forma:

Para o lado esquerdo do sinal de igual da equagéo temos:
u=ux,=2v
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m m m m

0 0 o o

R A TN R

U=Uux, =zero

mO mO mO

mz:\/z—(”zz :\/1—(””‘;)2 :\/1—(2”2")2

Para o lado direito do sinal de igual da equacao temos:

u=w
m{) m{) m()
YT [ [
JFZJFZ/W—Z
c c 4
_ mo mo mo

Aplicando na equagéo de conservagdao dos momentos temos:

m,ux, +myux, =(m, + m, )w=m,w+m,w

m m m
— O=——=wt+——"=w
/ _4% /]_WT /]_WT
C C C

De onde obtemos:

2v+m,.

2m,v _ 2m,w v W
4° w’ 4° w’
R G AR A o
W=V
3v°
1
CZ

Como w#v para o observador O as massas unidas (m=m1 +m2) ndo se deslocariam
momentaneamente solidarias ao observador O’ 0 que é concebivel se considerarmos que sao diferentes os

instantes At #At' que supostamente as massas ficariam em repouso do ponto de vista de cada observador
e que a massa incidente com velocidade 2v € maior do que a massa em repouso.
Se operdssemos com as varidveis com linha teriamos:

m,ux, +mux, =(m, +m, )w=m,w+m,w

m, 2 2y g 0= m, zvv: m, = 2”%%;
3 ’
N N R R
l_AL, 2 c c c c
c? 3
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!
2myv _ 2myw

r
2myv _ 2myw
3 4v? w’
I+ ==
¢ < c
r
2mgyv _ 2myw
2 2
V' w
l-—— 1-——
c c

De onde concluimos que w=V' o qual deve ser igual ao valor anterior de w ou seja:

Relagédo entre v e v’ que se obtém do Quadro 2 quando ux,=2v que corresponde para o observador O a
velocidade da esfera incidente sobre a esfera em repouso.

§14 Composicao de velocidades
Referéncia — Millennium Relativity

URL: http://www.mrelativity.net/MBriefs/VComp Sci Estab Way.htm

Escrevamos as transformag¢des de Hendrik A. Lorentz para espago e tempo da Teoria Especial da
Relatividade:

v xX—vt Y= x'+vt'
Y| 141a vP | 14.3a
C2 C
Y=y 141b | y=)' 14.3b
7’=z 141c | z=17 14.3c
VX , VX
' t—c—z t+C—2
= 142 | 1= 7— 14.4
1=y 1=
C2 C2

Destas obtemos as equagdes de transformacao de velocidade:

., UxX—v u' x'+v
T 14.5a Y 14.6a
l—c—2 : 1+ i :
2 2
%
uy,[1-— u'y'[1=—
- 14X
2 2
c c
1_v2 . 1_v2
Uz 7 uz 7
wg=—H>=" < 14.5¢ MZ:—'C' 14.6¢
- R
c? c?

Consideremos que em relagéao ao observador O’ um objeto se move com velocidade:
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W' x'=15.10%km/ s(=0,50c).
E que a velocidade do observador O’ em relagdo ao observador O é:
v=1,5.10"km/ s(=0,50¢).

A velocidade ux do objeto em relacdo ao observador O deve ser calculada pela férmula 14.6a:

_uwx+v _ 15107415.10°

1+%2"' . +1,5.105.1,5.105

c 2
(3,0. 105)

=2,4.10 km/ 5(=0,80¢).

ux

Onde usamos ¢=3,0.10° km/s(=1,00c).

Considerando que o objeto se movimentou durante um segundo em relagdo ao observador O (t=1,00s)
podemos entdo com 14.2 calcular o tempo transcorrido para o observador O’:

15.10°.2.4.10°

g v BOO =
3,0.10 _ 0,60

2 2
t/: C — c —
v2 v2 5\ V0,75
1= 1—-— 1,5.10
C2 C2 1-

2
60.10%)
Para o observador O o observador O’ esta a distancia d dada pela formula:

=1'=0,693s .

d=vt=15.10.1,00=15.10"km .
Para o observador O’ 0 observador O esta a distancia d’ dada pela formula:

0,60

0,75

A distancia do objeto (dO, d’O) em relacdo aos observadores O e O’ é dada pelas formulas:

d'=vt'=15.10* =1,03923.10"km .

d,=uxt=2,4.10°.1,00=2,4.10" km .

) ’ 5 5
P (2 ). :(1,5.10 +15.10°) 0,60 240,10 k.

0 \/1_\)2 \/1_ (15.10°) 075

i (30.10°)

Cc

0,60 _

V0,75

5 5
b gm0k (2410715107100

' \/1_v2 1 (1510°)
2 g
¢ (3010°)

Para o observador O a distancia entre o objeto e o Observador O’ é dada pela férmula:

d',=u'x't'=15.10. 1,03923.10° km .

=1,03923.10° km .

Ad=d,—-d=24.10°-15.10° =0,90.10" km .

Para o observador O a velocidade do objeto em relagédo ao observador O’ é dada por:
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Ad _090.10% km _ 5 _

=105 =0,90.10%km/ s(=0,30c) .
2

Relacionar os tempos t e t’ utilizando a férmula t'=t1’1—v—2 sb e possivel Unica e exclusivamente quando
C

ux=v e u'x'=zero 0 que NAo é 0 caso acima, para entendermos isso escreva as equagoes 14.2 e 14.4 na
forma abaixo:

41-Y 1+ '
t'_( Ccosqﬁ) _ ( Cc0s¢j
= > 14.2 5 14.4
1= 1=
c? c?

'

Onde cosp==> e cosd'=".
4 ct 4 ct'

As equagbes acima podem ser escritas como:
t=flt.9) e t=f"(t,¢) 14.7

Em cada referencial dos observadores O e O’ a propagagéo da luz gera uma esfera de raio ¢t e ct' que se
interceptam formando uma circunferéncia que propaga com velocidade c¢. Os raio ¢t e ct' e o sentido
positivo dos eixos x e x' formam os angulos ¢ e ¢’ constantes entre os referenciais. Se para o mesmo
par de referencial os angulos fossem variaveis os tempos seriam aleatérios e se tornaria inGtil para a fisica.
Na equacao t’=f(t,¢) temos t' fungdo igualmente de t e ¢, se nesta tivermos ¢ constante e t' variar
devido a t obtemos a relagdo comum entre os tempos t e t’ entre dois referenciais, entretanto se tivermos t
constante e t' variar devido a ¢ teremos para cada valor de ¢ um valor de t' e t entre dois diferentes

referenciais, esta analise também vale para ¢ = f'(t’,(,/)’).

Dividindo 14.5a por ¢ obtemos:

ux v v
A, cosp——
==Lt Locosp=—E. 14.8
c vux v
I-—- 1——=cos¢
I c

X ux xr M,.X'
Onde COS¢=—=— e cos¢’:—’:__
ct C ct &

Isolando a velocidade obtemos:

y (cos¢—c0s¢’) _ux—u'x 14.9

= ou —_
c il—cosqﬁcosqﬁ' ) Y 1— uxu' x'

2
&

De onde concluimos que devemos ter os angulos ¢ e @' constantes para obtermos a mesma velocidade
entre os referenciais.

A exigéncia dos angulos constantes entre os referenciais deve resolver as controvérsias de Herbert Dingle.
§15 Invariancia

As transformagdes para o espaco e tempo do quadro |, conjunto 1.2 mais 1.7, na forma matricial se escreve:

x 100 —v | x
y 1 |010 0 |y
| 1000VK |t

Que escritas na forma abaixo representam as mesmas transformagées de coordenadas:
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x' 100—v/c|| x
y 1 (010 O y
Z 171001 0 z
c'| 1000 VK et

x x’; 100-v/c x x;
=y = y' | ¥ | a=a. = 010 O | x=xi= yi_ X
Z _x' y 001 O Z X
ct'| |ex? 000 VK ct| |ext

Que s&o as fungdes x'"=x" (xf )=x'i (xl,xz,x3,cx4 )=x'i (x,v,z,ct)
Que na forma simbdlica se escreve:

4
x'=¢ . x ou naformaindexada x" =Zoci,.x’ =x" zoci,.x’
j=1

Onde utilizamos a convencao da soma de Einstein.

15.2

15.4

15.5

As transformagdes para o espago e tempo do quadro I, conjunto 1.4 mais 1.8, na forma matricial se escreve:

N =

N\

X 100v/c| x'
y|_|010 O |y
2171001 O z'
ct 000\/? ct’

Que denominaremos como:

x x; 100v/c ARES
_ Lk _ y | X , ’ 010 O ol y' _ x'
X=X = 2 7] % s =@ =001 0 |° X=X < P I
ct cx4 000K’ ct' Cx'4

Il
=
e
—_
><—
\<<
&
Q
~
~

Que so as fungdes x* =x*(x" )=x*(x",x2,x"%,cx'*)
Que na forma simbdlica se escreve:

4
x=a'.x' ou naformaindexada x* =206'kl X' =t =o'y, X!
=1

2 1 12 r ol
Sendo VK =1+~ 2% (1.7), VK = |1+ + 22 (1.8) e VKK =1 (1.10).
C Cc X Cc

2
c X

As matrizes de transformagao @ = e o'= o', tém as propriedades:

. 100—v/c[100v/c] [1000
L . |010 0 010 0 | |0100| , o
0’~0‘—%0‘M—Z;%0‘ﬂ— 001 0 |oo1 0 0010|~1=9
= 000 VK [000K'| [0001
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) 1 000 1 00 0 1000
t ot _ . , | 0 100 0 10 0 | [0100]|_,_«;
ax _ajialk_;ajiaik_ 0 01 0 0 01 0 |Tloo10 =1=0] 15.12
) —v/c00+K |vV/c00+K'| |[0001

Onde &' = O/; éamatriz transpostade & =¢,; e a'=a', éamatriztranspostade &'=a',, e 0 éo

Delta de Kronecker.

y 100v/c|{100—-v/c 1000
o _ , {010 0 (010 O | |0100]|_, <k
a.a—akl%—;ak,a,j— 001 0 l001 0 [Floorol=I=9 15.13
) 000K [|000 VK | 0001
y 1 00 O 1 00 0O 1000
, , , 0 10 O 0 10 0 0100
0!’0!t=a’,ka’ji=za’,k0!ki= O 01 0 O Ol O = 0010 :I:é‘ll 1514
“ V700K |=v/c004K | [0001

Onde @' = ', é a matriz transposta de &'=a';, e &' = @, é amatriz transpostade ¥ =, e 6 éo

Delta de Kronecker.

Observagao as matrizes 0., e o', sdo inversas uma da outra, mas n&o s&o ortogonais, ou seja: a; 0y

e Q.

: - 'i : , _ox"

As derivadas parciais % do diferencial total dx" =—jdx’ das componentes das coordenadas que se
X x

relacionam de acordo com x"=x" (xf), onde na matriz de transformacdo & =, o radical VK ¢

considerado constante é igual a:

Quadro 10, derivadas parciais das componentes das coordenadas:

axli _ axll _ axrl _] axll _0 axll _0 ax'l :_1
o’ ox! | ox! o’ o’ ot ¢

ri 12 12 12 12 12
ax.:ax_: axIZO 8x2 _J 0x _0 8x4 —0
ox’  ox’ ox ox ox’ ox

axri _axr3 _ axr3 _ axrj’ _ axr.? _ axrj’ _
ox’  ox’ | ox! 0 ox’ =0 ox’ =1 ox* =0
axri :axy4 B ax'4 -0 axr4 _0 axy4 _0 axm :\/E

ox/  ox! | ox ox? ox’ ox*

O diferencial total das coordenadas na forma de matriz é igual a:

dx' | [100~v/c] dx'

dx'2 _ 010 O dx2

2 [Floo1 o di 15.15
cdx*| 1000 x/E cdx*

Que denominaremos como:

dx’; ~|100~v/c dx;
' i | dX oo (010 O i | dx
dx'=dx'" = FNERE A_AJ_W_ 001 0 |- dx=dx’ = e 15.16
cdx'* 000 VK cdx*
NS oo,
Entao temos dx'=Adx= dx" :zA’,.de =dx" =%dx1 15.17
= x
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J

k k
oxt do diferencial total dx* :L,ldx" das componentes das coordenadas que se
X

ox" o
relacionam de acordo com x*=x* (x'l), onde na matriz de transformagdo a'=a',, o radical v K'é
considerado constante é igual a:

As derivadas parciais

Quadro 11 derivadas parciais das componentes das coordenadas:

ox* _ox' | ox! _; ox’ —0 ox’ ox' _v'

axrl - axrl - axrl ax12 axy3 = ax'4 N C

ox‘ _ox® _ | ox’ —0 ox’ iy ox’ —0 ox’ _
ox'' o' ox'’ ox'"’ ox"”’ ox"*

oxt _ox? | ox’ _ ox’ o loxd ;| ox’
[ [ 1 =0 2 =0 3 =1 4
ox"  ox' ox' ox’' ox' ox’'

ox* _ox' _ |ox* _ ox’ _loxt _ | oxt _ [
ox'  ox! | ox" 0 ox'? =0 ox"’ =0 ox"* VK

O diferencial total das coordenadas na forma de matriz é igual a:

dx’' 100v/c| dx"
dx®> | |010 0 dx’?
a0 [7loot1 o PNE 15.18
cdx* | [000VK' | cdx*
Que denominaremos como:
dx; . [1o0v/e dx’;
_ k| dx . ak_0x" _|010 O i gl | dx
dx=dx" = e ,A_Al—y— 001 0 , dx'=dx" = s 15.19
cdx’ 000\/? cdx'?
> ox*
Entdo temos: dx=A'dx'= dx* =ZA'}‘ dx" = dx* =de'l 15.20
=1 X
Os Jacobianos das transformacgdes 15.15 e 15.18 séo:
S 8( . 4) 100-v/¢
X"’ XXX, X)) 010 0 |
J:5;7: olx' k23 x*) 001 0 _VGE 1521
ot 000 VK
. (1 - 4) 100v /(¢
,:8L: olx',x",x° x _[010 0 :ﬁ 15.22
o'’ m 001 O
000K

2 1 12 ror ol
Onde VK =1+ -2 (25) k= [1+Y+ 24X 0 6) e JKAK'=1 (1.23).
C C C C

2

As matrizes de transformacdo A e A' também possuem as propriedades 15.11, 15.12, 15.13 e 15.14 das
matrizes & e &'.

Da fungdo @=¢(x*)=¢'=¢'[x*(x")] onde as coordenadas se relacionam na forma x* =x*(x') temos

99 _ 99 ax*
ox'"  odx* ox"

descrito como:
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d¢ _ 09 Jxk _ d¢ 9x! N 09 x> N 09 I3 + d¢
ox''  Oxk dx''  ox! dx" odx2 dx"' OJx3ox" OJx* ox'l
¢ _ 0P xk _ 0P gx! | 0@ gx2 | 0@ 9x3 | 0P Jx4
Ox'2 Oxk Ox'2 ox! Ox'2 Ox2 Ox'2 Ox3 dx'2  Ox* ox'2
0¢' _ 0¢ gx+ _ 99 9! + 9¢ ox> + 9¢ x> + 0@ ox*
0x'3  ox* ox'3 oJx!' ox'3 ox2 ox'3 ox3odx OJx* dx"
J¢ _ 0P dxk _ 09 Jx! : 09 Jx2 + 0P 93 +a¢' ox*4
ox'  oxk dx'4 ox!' dx'4 ox2?odx' ox3ox'4 oJx* ox'4

Que na forma matricial e sem apresentar a funcéo ¢ se torna:

ax]] —; 8x]2 —0 ax; -0 axi Y
ax'z ax’z ax’z ax’z
. 8x]:0 8x2:] 8x3:0 ax4:0
3¢=8888=88888x' ox’' ox’' ox'
ox'! [ aw! ax? ox® ox'? ox! ax? ax® ax?* | ﬁz() ax3 -0 ax3 .y ax3 -0
ax/] ax,Z a /3 ax14
8x4 v ox? -0 ax? -0 a? _ 1 (],v’z Viex' !
,I 2@8,2 w’ ot \/?k 2 2 |
Onde substituindo os itens abaixo:
ox* vV _ v
' VK P
ox' N
ox' \/?
ox* _1 (1+ﬁ v’u'x’lj ox't _ (1+—2 vuxlj
ox'* \/F c? c? ox* x/_k
Observacgéao: esta ultima relacdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.
Obtemos:
ox! -7 ox! -0 ox! -0 ox! v
ox'! w2 aw’ wt Jk
. ox? -0 ox? - ox? -0 ox? —0
90 | 9 9 9 9 || 9 3 9 9 | w?  ox? ax?
ox'! Lox! ax? ox'd ox? ox! ax? ax’ ax? | o’ -0 o’ -0 o’ =7 o’ -0
ox'! o’ ot
ax? v oox? -0 E)x4 0 8x4 (1 } vl vuxlj
o'l c? o’ ox'3 \/_k 2

Que ¢ o conjunto 8.1 mais 8.3 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.

Da funcdo @'=¢'(x")=p=g¢[x" (x/)] onde as coordenadas se relacionam na forma x""=x"(x/) temos:

8_¢ d9' oy

———==— descrito como:

ox’ ox'" dx’
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0¢' _ 09’ oy _ 0¢' 9x'! N 0¢' 9x2 N d¢' 9x'3 N 0¢' 9x'4
ox! ox' dx' ox'" dx' ox'2 dx! ox'3 dx! oJx' ox!
0¢' _ 09 ox'i _ 9¢' ox'! + 0¢' ox'2 + 09" 9x"3 + 99" ox'4
0x2 Ox' dx2 oOx" dx?2 0Ox'2 dx2 Ox'3 dx2 oJx'4 odx?
0¢' _ 9¢' ox'i _ 9¢' 9x" + 99" 9x" 4 9¢' x> + 99" x4
0x3 Ox' dx3 Ox'" odx3 0Jx' odx3 ox'3 dx3 Ox'4 ox3
09" 09 gx'i 09 9x'1 | 99" 9x'2 | 94 9x'3 | 99’ x4

ox+  Ox'7 dx*  ox' Ox*  ox'2 ox4  oOx'3 ox4  ox' ox*

Que na forma matricial e sem apresentar a funcéo ¢ se torna:

E—I ax'! _ ox'! _ ox'! —
ox! ox? ox’ ox*
. M:O ox'? —7 ox'? -0 ox'? —0
99 | 9 9 9 9 || 9 9 9 9 |o! ax? ot ox?
ax _[axf ax? ax> ax? Hax'f w2 avd ot | o’ _ o’ o’ ot
ox! ox? ox’ ox*
8x’4: —v o’ 8x’4_ 8x'4_ 1 (“\/2 VUx ]
NN i N Y R \/Ek 2 ? )]

Onde substituindo os itens abaixo:

ax't 1 v ovux')_ ox 1 vi ovu'x!
S ) L. = = | 14++
ox* JE[ & ) ot Jrkl & &

Observagao: esta ultima relacdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.

Obtemos:
ox'! -7 ox'! -0 o'’ -0 ox'! oy
ox! ox’ ox’> ox* \/E
ox'? ox'? _ o2 _ ox'? -0

_ =0 = = =
99 | 9 9 9 9 || 9 9 9 9 |t o’ o ox?
ox'l ox'? ax? ax'? | o'’ -0 ox'3 -0 ox'> —7 '3 -0

ox! 9x? ox? ox?

ox/ - = =
ox! o’ o> ox?

ax,4 :—_V’ ax,4 0 ax,4 axy4

(1

_ _ _ 1 Y .V’M'X'IJ
L ox! ? ox? ox’ ox? VK'k 2 2]

Que € o conjunto 8.2 mais 8.4 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.

Aplicando 8.5 em 8.3 e em 8.4 simplificamos estas equagdes na forma seguinte:
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Quadro 9B, operadores diferenciais com as equacoes 8.3 e 8.4 simplificadas:

o _0 ,v 0 9_0 v 0
dx'1 dx! 2 ox4 8.1 dx! dx'l c¢2ox'4 8.2
d _0d 9 _d

ox'2 Ox2 8.1.1 | ox2 ox2 8.2.1
Jd _ d_ 0d _ 0

ox'3 ox3 8.1.2 | ox3 ox'3 8.2.2
-0 _ —d -0 _ [z —0

cox'* _Rcax4 8.3B | cox* _Rcax’4 8.4B
0 ,ux' d o uxl 9
W+m=zero 8.5 ax'l% o2 ax,4=zer0 8.5

O quadro 9B, na forma matricial fica:

15.23

1
{a d 0 —8}_{8 9 9 9| 0
- 0

ox'! ox'? ax'® cox'* ox' ox? ox® cox* |

15.24

1
{888—8}[888—8_0
- 0

ox' ax* ox* cox* B ox'' 9x'? 9x'* cox'*

As matrizes quadradas das transformagdes acima séo as transpostas das matrizes Ae A’.

Invariancia do Diferencial Total

No referencial do observador O o diferencial total de uma funcéo ¢(xk) é igual a:

1

X
d¢(xk)=%dxk =a—¢fdx' 90 1 4 a¢z dx’ a? dx4={a¢ 90 99 ¢ } dx 15.25
X

ox* 0. ox? ox " ox ox' ox2 ax? cax* | dx’
cdx*

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O’ de acordo com x* =x* (x'l )
substituindo as transformagdes 15.24 e 15.18 e sem apresentar a fungédo ¢ obtemos:

5 1 00 0 [[100v/c| dx"
_ 909 .+ | d d 9 9 0 10 0 010 O | dx?
d¢_8x_kdx T Lox" ax'? o cax’? 0 01 0 001 O | ax? 15.26
—v/c00VK 000K | cdy*
O produto das matrizes do meio fornece:
1 00 0 Jroovse] | L 00 w/e
0 100 foroo | [ 9 §0 O 1507
0 01 0 (001 O |~ 2 dy'! -
/00K J000VK | | =v'/c001+5
c ax
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
1 00 V/c 0 00 Vv/c
0 10 0 (1)(1)88 0 00 0
0 01 0 = +# 0 00 O 15.28
2vldx;l 00 1 O 2v,dx,1
—v'/c001+=——; 0001 |=v/c00="
cdx' codx

Que aplicadas no diferencial total fornece:
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0 00 V/c

1000 dx'!
0 00 O
09 9 9 o 9 0100|, dx'?
d¢=—kdxk=[ ENTEWE ,4} 0010/t © 00 0 s 15.29
ox ox'" dx'” dx"° cox 2V dx x
1] |=v'/c00 20 cdx'?
Cc ax

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

dxrl
9.0 9 3] 0 00 o |a|ova 0 e 2vdet 3
ax" 9 x'? o't a | @ T e T T T e o
—v'/c0 0—2V dx cd_x'4
czdx14
Onde aplicando 8.5 obtemos:
V' 0 | 1 dx'' 9 4 20 dx" 0 4
dx'" +v' dx'" 4 dx'" =zero
¢ ox' ( ctdx'’ 8x’4] c® dx'* ox'*
Entdo temos:
0 00 Vv/c di’!
0 00 O N
{a 90 a} 0 00 0 | ¥ |—zer0 15.30
ox'' 9x'* ax'? cox'* wdet || ax
—'/c00=—— 2d 1 cd_x'4

Com esse resultado obtemos em 15.29 a invariancia do diferencial total:

% .2 0 2 1000] dx" 20
0100 | dx 0
W [ax'lax'28x’308x’4}0010 ax’ =ord'=dg 15.31
0001 | ey

No referencial do observador O’ o diferencial total de uma funcéo ¢(x"') é igual a:

/1

) , ) ’ ’ ’ ’ 2

dg (v )=22 gy a¢d,l ¢’ N a¢}d,3 0p ,i_ {a;z)l a¢2 a¢3 a;ﬂ dx’? 15.32
ox'' ox'! ox'? ox ox'* ox' ox'* dx"’ cox’' 4?,4
cdx

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O de acordo com x"=x" (xf )

Substituindo as transformagdes 15.23 e 15.15 e sem apresentar a fungdo ¢ obtemos:

) 100 0 J100—v/c] ax'
L0 . [a 9 @ a7 0100010 0 | dx
W™ |araraccar | 0 01 0 Jool 0 gy 1533
v/c00vK |000 VK | cax*
O produto das matrizes do meio fornece:
100 0 J100-vsc] | L 00 —v/e
0100 010 0 | | 529 9 54
0010001 0 |7 ] .
v/c00VK 000 VK | |v/c001-225
c ax

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

o 1o ¢ 1000 000 ¢

0 01 0 = + 0 00 0 15.35
2vdx! 0010 2vdx!
v/c001- R 0001 v/c00—- e
X X
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Que aplicadas no diferencial total fornece:

1000 dx'
, 000 0 s
d¢'=a_¢_dx'i=[iii 9 } 010011 o 0o o0 dx
ox"! ox' 9x2 ox* cox* ||| 0010 it |1l dx y
0001 [v/c00— 5o |[Ledx
Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
0 00 —v/c |
299 27000 0 | 9 0 4 2vd' D
{——— } 000 O dxg =2 'Lt 2L 9 gy
ox' 9x* ax? cox* i || 4% c? ox* ox' c*dx* oxt
/c00—- 2d 7 cdx4
c ax

Onde aplicando 8.5 obtemos:

dx* =zero

lidx'—v( 1 dx' ajx4 2vdx'

c? dx* ox* c? dx* ox?

Entado temos:

dl
000 O
[iii J } 000 O in =zero

Com esse resultado obtemos em 15.36 a invariancia do diferencial total:

20 5 3 8 3 1000 dx; 3

i 01001 dx i

do=—"—dx" =| ————~ =—"dx’ =d

/ ox" L)xl ox* ox® caxJ 0010} dx’® | gy ¢
0001 || ogxt

Invariancia da Equacao de Onda

A equacao de onda para o observador O é igual a:

al
o'
2 2 2 2 2 1000 i
V2¢ 12 a¢)2: a¢)2= (a¢)2= a¢)2 ]2 a¢)2:|: a1 82 83 a4:| 8(1)(1)8 a§2 :0
calx* ) oS alx?) alx’) ¢ alx*) Lox ox” ox” cox J
000-1] 33
d
cox* |
Onde aplicando 15.24 e a transposta de 15.24 temos:
S
A
100 0 Irippol100=2| o
. 1% [ 3 2 9 191001445700 ¢l ot |
V2= =SS 0 01 0 |01 01010 O =0
c 8x4) ox' dx'” ox'” cox’ _—V'OO\/? 000-1]001 0 d
c 000K’ | 3)53
L cox'*

O produto das trés matrizes do meio fornece:
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(1)‘1)88 1000100 =X || 1 00—
0100 c 11010 0
0,000 Hooro 050 0 |Foor o
__V, ' — ' _ rrrl
000\/? 0001} )0 i v0012v

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

- -’
oo = 10007200 —
010 0 10100 000 0
001 0 - ~10010 000 0 r
-’ =V oo0- 1—2v 000-1 -y 00—2\/

c? c c

Que aplicadas na equacgéao de onda fornece:

000 =¥ &
, 1000 I
V2A13¢:[333 a}o1oo+000 0 ' |_g
v c2ax4)2 axll ax;Z axf3 cax:4 001 01 0,00 ,O, ,1 a
000- 100—2\} FWE
c c? d
cox'* |

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

_V,

000 - P
[aaaa}oooo W2 |__v.d 9 Vv I 9 wux
ox' ax'?ax x| 0 00 0 &l c2axt o't eroxtoaxt ¢ (2 8(x’4)2
_V 00_2\/ ’ !1 ax,3
c? d
cox't

Fazendo as operagdes obtemos:

2 9 9 wux' 9°

C2 axyl axy4 C2 C2 a(x,4)2

Onde aplicando 8.5 temos:

' ( wx' 9 \ . u'x' 9’

=zero
ch o2 ax'4)ax'4 o2 a(x’4)2
Entao temos:
000 v ]
I
0 0 o0 0 000 0 o' |
ox' ax'2 ax' coxt || 0 00 0 o o[
100—2\/ ax:3
c ¢z | 9
cox'*

Com esse resultado obtemos em 15.43 a invariancia da equagao de onda:
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|50
. 10007 9 ,
Vz¢18¢>{a 9 0 8}0100 ox'> =Vz¢,_L3¢’=
c?alx*) Lox' ox'? ox' cox'? 88(1)_01 8’3 c’ a(x'4)2
4 ox
d
cox'* |

A equacao de onda para o observador O’ é igual a:

Vz T
/ ax'' 9x'? 9x'® cox'*

1 ¢ 9% 09 09 1 3¢ _[ 9 9 3 3
C28(x'4)2 B(X’l)2 8(x’2)2 8(x’3)2 Czax’4)2

Onde aplicando 15.23 e a transposta de 15.23 temos:

9
1 ox'
X 0Jo O 000100 = | o
’ C 2
c a(x,4) ox' ox® ox® cox 00K 100011001 0 9
c 000K | 8§3
cox™ |
O produto das trés matrizes do meio fornece:
v
oV0 o [1ooo]roo = 1o
001 0 [00900010 0 =000 O
\% 001 O |
L -1
Z00VK[000-1) 00 rp %00—1+2”f‘
C
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
1% 1%
100 = 1000 000 -
010 0 (0100 +000 0
001 0 10010 000 O
KOO_H_ZVL;)CI 000-1 KOOZvux
c c c c
Que aplicadas na equacgéao de onda fornece:
[0 ]
ox'
000 X
i 1000 c || 9o
Vz¢,18¢’_aaa ) 0100 |,1000 0 ax’ |
cza(x'4)2_axlax2ax3cax4 0010177000 0 9 |
000-1 XOOZvux1 P
¢ 1 9
| cox* |

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
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10007 _9
0100 | ax® |_
0010 o |7
000-1) 5.3

0
| cox'* |

15.45
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000 > |
[iiia}oooo ax_zzvaa,vaagvuxl 92
ox' 9x? ax’ cax* | 000 01 0 | crox'oxt c2ox'oxt ¢ ¢? a(x4)z

3002vux B

)%

ox*

Fazendo as operag¢des obtemos:

v 9 9 2vux' 9°
c?ox'oxt ¢* ¢? 8(x4)2

Onde aplicando 8.5 temos:

ﬂ(—u}cl d \ d 2vux' 9°

L e? 8x4)8x4 et 2 a(x4)2 mere
Entao temos:
_i_
T 1
000 ¥ |9
c 9
0 0 9 9 000 0 |ox*|_
ox' dx? ax® cox* | 000 0 ' 9 e
Y00 2ng R
R
ox* |

ofey

00 2
00| dx? |_w2 1

10 =Vio-

0

Invariancia das equacgoes 8.5 de propagacao linear

Substituindo 2.4, 8.2, 8.4B em 8.5 obtemos:

o w'd _9 v o 1x'+)pmd
4

ox! 2 oxt ox'! c2ox't 2 JK' ox
Fazendo as operagdes obtemos:

0 ux! d _d vV 9 ux' d Vv O

- = T T
ox!  ¢2 dx* ox'! c?2ox'*t 2 ox'4 c?ox'4

=Zero

Que simplificada fornece a invariancia da equagéo 8.5:

0 ux' 9 _d  ux' d

ox'  c? ox* ox'! ¢? ox'4

=Zero

Substituindo 2.3, 8.1, 8.3B em 8.5 obtemos:

d ,ux' 9 _ 9 v 0 , 1 (uxt-v) 0 _
X'l 2 ox'4 ox! c2oxt ¢ JK ‘/?ax“ —ero
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Fazendo as operagdes obtemos:

0 ux'" d _d v d wuwxtd v d

T - T T
ox'l 2 ox'4 ox! c20dx* 2 ox* c?ox*

=Zzero

Que simplificada fornece a invariancia da equagéo 8.5:

d ,ux' d _ 9d  ux!
T = 1
ox'' 2 ox'* odx' c? ox*4

=Zero

O quadro 4 em forma de matrizes se torna:

x| T100-v/c] pX'
px'2 _ 010 O pr

3171001 0 3
px px
_E'/c 000 \/E E/c

/1

px' | [100v/¢] px
pxz 1010 O px'2
371001 O 13
px | px
(E/c| [O00NK ] prye

O quadro 6 em forma de matrizes se torna:

Xt ] [100-v/c] Jx!
Jx*|_[010 0 |
J'x*71001 0 gy
cp | 1000 VK | cp
] [1o0v/c] gy

Jx? 010 0O J'x'?
T3 171001 0 | gy
o | [000VK | cp

Invariancia da Equacéao de continuidade

A equacao de continuidade para o observador O é igual a:

Jx!
dp _dJx' dJx* dJx’  9dp :[ d 0 o0 0 } Jx?

ax* ox'  ox* ox° ox' Lox' ox? ax® Jx*

ox' ax* ox® cox?
cp

6.]+ =Zero
Onde substituindo 15.24 e 15.56 obtemos:

00 [100v/c| Jx"
0 0 010 O | g2
1 0
0

001 0 | yry3|727°
JE'[000VK | cp'

ox* | ax' ax'? ax"* cox'*

1 0
§'j=8p=[888 8}8(1)
—'/c0

O produto das matrizes de transformacao j& foi obtido em 15.27 e 15.28 com isso:

1000 8 88 Vgc J'x!

== dp [ 9 9 9 9 ||0100 J'x?
VJ+2L - + 0 00 0 .
x| ox ox'? ax coxt || 0010 't | IX
0001 [—v/c00Z X117

Cc

Efetuando as operagdes do segundo termo obtemos:

50/117

15.53

15.54

15.55

15.56

15.57

15.58

15.59



0 00 v/c o
0 00 o |[/x _— |
{8 Jd od 0 } 0 00 0 J'x'? _ v oSy viap' v'u'x" dp'
ox'' 9x'* ax"* cox'* W' x'" J'x" cr o't ox! ¢t ox”
—v'/c00 5 co'
c

’

Aonde substituindo Jx''=p'u’x'! e 8.5 obtemos:

+ 0’ =zero
C2 ax;4 C2 ax;4 2 14

c ox

1 ' 1 1 ’
viu'x'' dp *v’( u'x" 9 ] L 2v'u'x! dp

Entao temos:

0 00 V/c Jry
0 00 0
[38'138'238'3 83,4} 0 00 0 | |—zer
X X X Ccox

, zvrurxrl J'_x',
4 /COOC—2 cp

Com esse resultado obtemos em 15.59 a invariéncia da equacao de continuidade:

3 B, 1000] J'x" N

=~ dp 0100 J'x?|_g 7,90

VJ+—>= =V.J'+

ox* {ax'l ox'? ox" cax“‘} 0010 ¥ ox'?
0001 ¢pf

A equacao de continuidade para o observador O’ é igual a:

J'x"
dp' _aJ'x" oJ'x? dJ'x”  dp’ _[ 0 o0 0 d } J'x?

' 3
ox"t 9x' ox"* cox || J'X

'j’+a 4 a;l ' a;z av? 'av4_
X 24 24 X X ,

<\

=Zero

cp
Onde substituindo 15.23 e 15.55 temos:

|
<
~N
o
e

0
0 5 |=zero

0

ox™ | ax' ax? ax® cox*

1
/

~

O produto das matrizes de transformacao j& foi obtido em 15.34 e 15.35 por isso temos:

0 00 —v/c 1

1000 Jx
.- %' [a 9 a a Jlotool | 200 0 e
V.J'4 = + 0 00 O R
ox™* | ox'9x? dx® cox* |||0010 2vux' || /X
0001] (v/c00—— cp
C
Efetuando as operagdes do segundo termo obtemos:
0 00 —v/c 7!
000 0 Y | i
[iii 9 } 0 00 O Jx*|_volx' vop 2vux' dp
ox' ox? ax® cox* o 1501 ¢*oxt axt F ot
v/c00-— cp

c

Aonde substituindo Jx'=pux' e 8.5 obtemos:

=Zzero

vux' 0p v( ux' 9 j 2vux' dp

¢? oox? ¢ oxt ¢? ooxt
Entao temos:
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0 00 —v/c |

Jx
000 O
{1112% 34} 000 0 |4 |=zp0 15.65
ox' dx” dx” cox 2vux! || Ix
v/c00— > cp

c

Com esse resultado obtemos em 15.64 a invariancia da equagao de continuidade:

w (20 2 alosools 3
Y 0100 Jx*|_o 7, 0p
V.J'4 = =V.J+—+— 15.66
/ ox'* L)xl ox? ox® caxJ 0010 jx’ J+8x4
0001 ¢p

Invariancia do elemento diferencial de linha:

Que para o observador O se escreve como:

1000 dx;
2 2 2 3 )2 2 3 0100 || dx
(ds) :(dxl) +(dx2) +(dx3) —(cdx4) = [d)c1 dx’® dx’ cdx4] 0010 || g 15.67
0001 cax*
Onde substituindo 15.18 e a transposta de 15.18 temos:
100°0 1199 0100 = [ ax'
. 010040100 ¢l v
(ds) =[dx"dx'2dx'3cdx'4 001 0 010 0 3 15.68
00 ook Lo
O produto das trés matrizes central fornece:
: v
690 0 [1o00]100 = 100~
0100 c1]lo010 0
001 O 001 0 010 O =001 0 15.69
v , “loo1 0 , gl
~00VK [000-1 0004 | | ¥ 00-1z2vdx
c Czdxv4
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
4 v
100 c 1000 000 c
010 0 10100 000 0
001 0 =loo10 (000 0 1570
1'00 _1—2v'dx'1 000-1 1’00 —2v'dx'"
c Czdxr4 c Czdxv4
Que aplicadas no elemento diferencial de linha fornece:
W
100071990 ¢ dv'!
2 g2 g 4110100 000 O dx’'
(ds) =[dxldxzdx3cd)c4 00101t 000 0 dfc’S 15.71
000-1] | v oo=2vdx’" || cax
c Czdxr4
Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:
vl
000 - dx'; 1 ) 1
a2 33 541000 0 dx'” | _v'dx" cdx’' Vo 20" dx e
[dx dx'* dx'” cdx 000 0 1 P e +cdx (Cdx g cdx j zero
v -2v'dx" | cdx'*
oot
c C2 dx,4
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v!
000 = di'!
12
Entao temos: [dx"dx’zdx’3cdx"‘ 8 88 8 fo =zero
1’ 0 —2V”dX’1 cdx’4
c C2 dxv4

Com esse resultado obtemos em 15.71 a invariancia do elemento diferencial de linha:

1000 dx’;
(ds)2 = [dx’1 dx'* dx"” cdx'* 8 (1) (1) 8 Zﬁg = (dx’1 )2 +(dx’2 )2 —+—(dx’3 )2 —(cdx'4 )2 = (ds’)2
0001} cax*

Para o observador O’ o elemento diferencial de linha se escreve como:

d;l

2 ( ,1)2 ( ,2)2 ( ,3)2 ( ,4)2 [ A 502 3 4 (1)(1)88 d))cc'2
(ds)=dx +\dx' ) +Hdx'"7 ) —\edx'” | = |dx" dx'" dx'7 cdx 001 0 i
000-1]| | cax®

Onde substituindo 15.15 e a transposta de 15.15 temos:

: 0100 10900 e | g
(ds') =[ax'ax*ax’eax*] 0 01 0 010 0 | 4,
~ 00K 0080 oot o | 4

= QONKJO000-1] 6 g |Ledx

O produto das trés matrizes central fornece:

— 1 —_
(1)(1)88 1000 100% 00 =
001 0 8(1)(1)8 0100:85‘1) 8
—y 001 0 1
v -1 _
00K 000 0004K Tv00_1+22v;1x4
Cc ax

V -y

Loo == 10007 9°% &
010 0 {0100 + 000 O
001 0 1 “10010 000 O

_ _ 1

=V 00 1+2vdx 000-1 _VOOZvdx

c cdxt c cldx*

Que aplicadas no elemento diferencial de linha fornece:

(=)
(=)
(=)
|

1000 c dx'

2 0100 000 O dx®
(ds) =[dxld)c2dx30d)c4 00101000 o d;
000-1] |-v 00 2vdx' || cdx*

c cdx?

Efetuando as operagdes do segundo termo encontramos:

000 =~ !
000 0 Zixz dx'cdx’ 2 d'
15203 14 x? |_—vdx cdx afzv o1 2vdx o4
[dx dx~dx’cdx 0 002 (211 dx’l = " +cdx [c dx +C2 dx4cdx j zero
% v ax Cd)C
VooLLex
c cdxt

Entado temos:
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0007 !
000 O dx?

[dxldxzdeCdxA' 000 0 o0 |Fere 15.79
-v 00 z_gd_xi Cd)(4
c”dx
Com esse resultado obtemos em 15.78 a invariancia do elemento diferencial de linha:
1000 dx;
(ds')’ :[dxldxzdx3cdx4 8(1)(1) 8 [diff Z(ci)cl)z—}-(dx2 )z—i-(dx’%)z—(cdx4 )2 =(ds)’ 15.80
000—11| cax?

No §7 como conseqiéncia de 5.3 obtivemos a invariancia de E.ii=E'ii' onde agora aplicando 7.3.1, 7.3.2,
7.4.1,7.4.2 e as férmulas de transformagéo de velocidade do quadro 2 obtemos novas relagbes entre Ex e
E'x' distintas de 7.3 e 7.4 e com elas reescrevemos o quadro 7 na forma abaixo:

Quadro 7B
o EVK Ee EXVK
(I_VJ 7.3B (1+ v j 7.4B
ux u'x'
E'y'=EyJK 731 | BY=EY'NK 7.4.1
E'z'= EzK 732 | Ez=EZNK 7.4.2
B'x'= Bx 7.5 Bx=B'x' 7.6
’ ’ v ’ ’ v' ’ ’
B'z’—Bz—LEy Bz-B'z’+v—,E'y'
pe 752 pe 7.6.2
ux ,o,oux
By=-—Ez 29 B'y'=-—7FE'z 7.10
C C
ux ,ux
Bu="7ky 701 | BE=ETTEY 7.10.1

(el

Com os quadros 7B e 9B podemos obter a invariancia de todas as equacgdes de Maxwell.
Invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico:

aEx+aEy+aEZ _p
ox’ 9y’ iz &,

8.14

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

(a v aj ExJK +8Ey\/E+EZ\/E:p\/E
(

_+__
1—v/ux) dy oz £,

ox ¢’ ot

Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:

d (—1 8) Ex OEy Ez p
— 4y —— +—Z4+—==L
ox ux ox ) |[(I-v/ux) 9y 9z g,

Que reordenada fornece:
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i[l_Lj Ex +aEy+E:£_
ox ux ) |[(1-v/ux) 9y 9z &

Que simplificada fornece a invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico.
Invariancia da lei de Gauss para o campo magnético:

OB'x'" dB'y' OB'Z
+ +
ox' ay’ 07’

= zero 8.16
Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

0 v o 0 )
2+ L 2 By + | By+ S Ez|+—|B: -2 Ey|=0
(ax—i_c 8tj +8y( y+c Z)+8z( < c? yj

Que reordenada fornece:

8Bx+aBy+8Bz+L aEz_aEy+8Bx 0
ox dy 0oz dy 0dz ot

Onde o termo entre paréntese é a lei de Faraday — Henry (8.19) que é igual a zero por isso obtemos a
invariancia da lei de Gauss para 0 campo magnético.

Invariancia da lei de Faraday - Henry:

OE'y" OE'X oB' 7'
- =— 8.18
ox' 9y’ o’

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

(222 0 BV 0y )

ox ¢’ ot dy (1-v/ux)

Que simplificada e multiplicada por (1 - v/ux) obtemos:

oy (1_Lj_aﬂ %(I_Lj
ox ux dy ot ux

Onde fazendo os produtos e substituindo 7.9.1 obtemos:

aEy_aEx__aBz_i_L[aﬂ_i_ﬂaﬂJ
ox  dy ot ox ¢’ ot

Como o termo dentro do paréntese é a equagéo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariadncia da lei de
Faraday — Henry.

Invariancia da lei de Faraday - Henry:

OE'7 OJE'Yy' oB' x'
- =— 8.20
dy’ 07’ or’

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

%\/— aEy\/—_ \/—an
dy

Que simplificada fornece a invariancia da lei de Faraday — Henry.
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Invariancia da lei de Faraday - Henry:

aE/x!_aE!ZI__a Iyl

= 8.22
oz’ ox’ or’

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

9 ExJK _(j+__jE\/—__\/— (By+cl2Ezj

z (1 v/ux) \ox ¢ or

Que simplificada e multiplicada por (1-v/ux) obtemos:

aﬂ_%(l_Lj_1%(1_Lj:_aﬂ(l_Lj_1%(l_Lj
dz  Ox ux) c¢* ot ux ot ux) c¢* ot ux

Que simplificando e fazendo as operagdes obtemos:

0z ox ot

0Ex O0Ez 0By v (aEZ aByJ
ox ot

Onde aplicando 7.9 obtemos:

aEx_aEz__aBy__(aEz_i_ﬂ%j
07 ox ot ox c¢> o )

Como o termo dentro do paréntese é a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Faraday — Henry.

Invariancia da lei de Ampeére - Maxwell:

oB'y OBx _ . OEZ
=uJ 7+e U,
ox' 9y’ or’

8.24

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

0 0 0Bx
y

ox cat c?

Que simplificando e fazendo as operagdes obtemos:

dBy dBx 0Ez 1 v*OEz 1 2wuxodEz v 0Ez v 0By 1 v’ 0Ez
=HJztE My ——t ST BTN R v Rt
ox 8y ot c¢*c¢c” ot ¢* ¢° od ¢ dx ¢ I c¢*c” ot

Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

aﬂ 0Bx 0Ez 1 2vuxdEz v 0Ez v (—ux%}

L S s
ax oy SETE T AT Ty T e Al

Que reordenada fornece

9By OBx_ 1 ye y 05 (E%Jr%j
ox ay R N

Como o termo dentro do paréntese é a equagéo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampeére - Maxwell:
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Invariancia da lei de Ampeére - Maxwell:

aB! Z! a !yl aE/ x!
- =u J' x'+e 8.26
o oz e AT
Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:
0 v 0 % 9 ExK
| Bi——Ey |——| By+—Ez | = 1, (Jx — pv)+ g, VK —————
ay( c? yj az( Y c? J 'UO( o) ofo ot (1—v/ ux)
Fazendo as operagdes obtemos:
%_aBy_ﬂjx_i_l aEy_i_%_luczp reu 1+ﬁ_2vux o0Ex 1
dy 0z ’ c’\dy 9 ° et ) o (1-v/ux)
Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss e multiplicando por (I—Lj obtemos:
ux

0Bz OBy 0Ex , v ( 0Bz OBy v dEx v2( 1 aEx) 1 v20Ex 1 2vuxdEx
S =My Jx+E + — U, J. + :

dy 0dz HoIX+Eoky ot uxk dy 0z HooX c2 dx c2\ux dx ) c2¢2 ot c¢? ¢? ot

Onde substituindo Jx = pux, 7.9.1, 7.9 e 8.5 obtemos:

— = Uy Ix+ENU OEx v
dy 9z ' O ux

uxoEy uxdEz xj v 0Ex v’ (—1 8Exj+ 1 v’ 0Ex 1 2vuxoEx
o 2 2
¢® dx ¢

c? dy ¢’ oz c> ot ) c*c* ot ¢* ¢t ot

Que simplificada fornece:

0Bz JBy OEx L(@+%_ 5 J_LaEx 1 2vux dEx
0 2

— = Uy Ix+E My —+ -
P M b U VR (NP x & & o

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss obtemos:

0Bz 0By _ 0Ex v dEx v 0Ex 1 2vuxdEx

9y 0z =Ho Xt ety of ¢? dx c¢? dx ¢ ¢? ot

Que reordenada fica:

o0x +c2 ot

0Bz _dBy oEx 2v (aEx ux 8Ex)
2
c

———==U,Jx + g U -

dy 0z 0 o0 o
Como o termo dentro do paréntese é a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampere - Maxwell:

Invariancia da lei de Ampeére - Maxwell:

oB'x' 0B'Z7 OE'y'
- =uJ' y+e —_— 8.28
az, ax, ltlo y mllo at,

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

dBx 0 v 0 v 0
9PX [ 9,V Ol g Y py|=udy+ K 2 EyK
o (ax o aJ[ iz yj Holy + &t VK = VK
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Fazendo as operagdes obtemos:

0Bx 9Bz _ N A aEy+iv_28Ey 12 ZV?xaEy_LzaEy_i_lzaBz iv_zaEy
dz Ox ot c¢*c> ot ¢ ¢ ot > ox ot oot
Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

0Bx 0Bz oEy 1 2vuxdEy v JEy (ux aEyj

- =pudy+e -= +—

dz  Ox Hol¥ ¥ Eoblo ¢ 2 A F ox  crle? ar

Que reordenada fica:

0Bx 0Bz OEy v (ux dEy aEyj
T =y Iy ey — —— | - —=
R PR PR (cz o ox

Como o termo dentro do paréntese é a equagédo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampeére - Maxwell:

Invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico sem carga elétrica:

OE'x' OE'y' OE'Z
+ +

= zero 8.30
ox' dy’ o7'

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

(a v 8J(Exx/? +8Ey\/?+Ez\/?

_+__
ox c¢?aor)(1-v/ux) dy 0z

= Zero

Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:

{8 ( 10 ﬂ Ex oEy Ez
+ ( + +a—:zero

ox ux ox ) |(1=v/ux) 9y 4

Que reordenada fornece:

0 [ V j Ex 0Ey Ez
—|1-— + +—=2zero.
ox ux)|(l-v/ux) 9y 9z

Que simplificada fornece a lei de Gauss para o campo elétrico sem carga elétrica.

Invariancia da lei de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

OB’y OBx __  OEZ

- =& 8.40
o oy Mo

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

0 v Jd an
— By —E — \/K E VK
(ax-i_c atj( +c j ay Fotlo ¢

Fazendo as operagdes obtemos:

aBy_an_glu 0Ez 1 v’ 0Ez 1 2vuxdEz v 0Ez v dBy 1 v’ JEz
ox dy U9t ot ot P ot et ox cr ot cre? oo
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Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

aﬂ_ 0Bx _ 0E7 1 2vux aEz v J0Ez v (—ux aEzj
2

- = — _
x oy T T o ax ol o

Que reordenada fica:

g RE—
ox ay obho o  ¢*

0By  9Bx oEz (ux oEz % j
¢ ot  ox

Como o termo dentro do paréntese é a equagéo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

Invariancia da lei de Ampeére — Maxwell sem carga elétrica:

aB,Z'_aB,y'_ a Ix!

=& 8.42
o o My

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

\/—a EXN/_

0 % 0 %
2BV Ey|-Z|By+ L Ez|=¢
ay( © c’ y} az( Y c’ Zj ofo ot (1- v/ux)

Fazendo as operagdes obtemos:

%_aﬂ (aEeraEz}rgﬂ{ v’ 2vuxjaEx 1
00

dy 0z dy 0z 2 ot (1-v/ux)

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica e multiplicando por (l—v/ux) obtemos:

0Bz dBy _ gﬂaEerl 0Bz dBy| v JEx ﬁ(l%} lv O0Ex 1 2vux 0Ex

dy 0z o0 o dy 9z > ox ¢ \ux ox crer o ot o

Onde substituindo 7.9, 7.9.1 e 8.5 obtemos:

%_aﬂ_gﬂ@ LﬂaEy_i_ﬂaEz _ v OEx v_z(—_l%j 1 v’ 0Ex 1 2vux JEx
dy 0oz 00 uxlc? 9y ? oz ¢ ox c*\c* ot crct ot ¢ cE oo
Que simplificada fornece:

0Bz OBy OEx v (OEy OJEz) v dEx 1 2vuxdEx

___:gOﬂO +— + TS 2 2

dy 0z ot dy 0z ox ¢ ¢ ot

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica obtemos:

0Bz JBy OEx v dEx v JEx 1 2vux dEx
oo T, "Gk ) T2 2
dy 0z ot > ox ox ¢’ ¢’ ot

Que reordenada fica:

0Bz 0By 0Ex ( OEx ux 8Ex)
x ¢l ot

AN N e B
oy o HoJx + E My Y

Como o termo dentro do paréntese é a equagao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:
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Invariancia da lei de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

Bx OBZ _ OEY

=& 8.44
o My

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

dBx Jd v 0 Jd
@or_ |2 B:-—E K 2 EyK
(ax o azj( i y} &otdo VK - EyVK

Fazendo as operagdes obtemos:

8 -
BZ ox oo, ot c*c* dt ¢t c? o ¢ Ix ct o et oot

0Bx 0Bz OEy iﬁaEy_ 1 2vux aEy_laEy+LaBz 1 v’ OEy
2

Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

dBx 0Bz oEy 1 2vuxdEy v JEy i (ux aEyj
2
c

=&
8z ox oo o ¢* ¢* ot c2 ox ¢’ ot

Que reordenada fica:

9Bx Bz _, @__(@’Ey 3EYJ
oz  dx obo ot  c¢*\c¢* ot  ox

Como o termo dentro do paréntese é a equagédo 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

§15 Invariancia (continuac¢ao)
Uma fungdo f(8)=f(kr — wr) 2.19

Onde a fase ¢ igual a 8 = (kr — wr) 15.81

Para representar um movimento ondulatério que propaga em uma direcdo arbitraria deve satisfazer a
equagao de onda por isso temos:

i{%_(xz +y2+z2)}af( )

r 00

)0 16) ;2 9°/(6)
' 96 06’

+— (x +y +zZ = zero 15.82
r?

Que ndo atende a equagéo de onda porque os dois Ultimos termos se anulam mais o primeiro ndo.
Para contornar este problema reformulemos a fase @ da fungao da forma seguinte.

Um vetor unitario como

ii = cos @i +cos 0 +cos Sk 15.83
X X

onde cosp=—=—, cosa=2=2, cos = =2z 15.84
r ct r ct r ct

tem o mddulo iguala n= |ﬁ| =+/nn = \/cos2 @+cos> a+cos* B =1. 15.85

Fazendo o produto
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= - - ~\ - = = +
n.R=(cos¢t +cosoj +cos Pk )(xl +yj+zk )=cos¢x+cosay+cosﬂz=x—=—=r 15.86
r

obtemos r =7i.R = cos @x + cos ay + cos Pz que aplicado na fase 6 fornece uma nova fase
® = (kr—wt)= (kﬁ.ﬁ - wt)z (k cos ¢x + k cos ay + k cos Bz —wt) 15.87

com o mesmo significado da fase anterior = .

- w . 4
Substituindo 7 =7.R = cos @x + cos ay + cos fz e k=— na fase @ multiplicada por —1 obtemos também
c

uma outra fase na forma

® =(_1)(kr-wt)=(Wt_kr){w(t_iﬂ {w(t_“””x “My“‘”ﬂzﬂ (5.8

C C

com o mesmo significado da fase anterior (—1)9 =& .

E assim podemos escrever uma nova fungdo como:

f(®)=f {w(t cospe+cosay+cosp Zﬂ 15.89

c

Que substituida na equagéao de onda com os co-senos diretores considerados constantes fornece:

2 2
If(@)W

O f(®@)w”
ob* (? o> (?

IS@)W o O (@)W
0P ¢*

— =<zero 15.90

0s2¢)+ 0! <

que simplificada atende a equagao de onda.

O resultado positivo da fase @ na equacdo de onda é conseqliéncia exclusiva dos co-senos diretores
serem constantes nas derivadas parciais, demonstrando que a equacado de onda exige que a propagacao
tenha uma direcéo fixa no espago (onda plana).

Para o observador O uma fonte situada na origem do seu referencial, produz em um ponto A aleatério
situado a distancia r=ct=/x" +y2+z2 da origem, um campo elétrico E descrito por:

E=Exi +Eyj + Ezk 15.91

Onde as componentes sao descritas como:

EX = Exof(é)
Ey=E, .f(®) 15.92
EZ = Ezof(q))

Que aplicadas em E fornece:

E=E, f(®) +E,f(®)j +E,f(@K =[E, i +E, j+E,|f(®)=E, f(®). 15.93
commédulo iguala E=(E, ) +(E,, J+(E,, ] .f (@)= E=E,.f(®) 15.94
Sendo E,=E, i+E j+E_k 15.95
o vetor amplitude maxima constante de componentes E,q, Eyo, Es 15.96
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e médulo E :\/(Em )2+(Ey0 )2+(Em )2 15.97

Sendo f((I)) uma fungao com a fase P igual a 15.87 ou 15.88.

Derivando a componente E, em relagdo a x e t obtemos:

aEx_E af(q))an_E of (®)a(kr—wt)

of (@)kx . of (@)kx

— Hxo —Hxo :EU _Exo - 15.98
ox 0d Jx od ox od r oD ct
OEx_p Jf (@)oP _ E of (@)o(kr—wr) _ E f(CID)(_W) 5.0
ot od ot foLe) ot od
que aplicadas em 8.5 fornece
@+x—/j@=zero:Em 8f(<I>)8<I>+x/2tEm 8f(<I>)8CI>:Zem:>Em_8f(CI>)(8£ x—/ztaEJzzero
ox c¢° ot 0P odx ¢ 0d or 0P \odx ¢ ot
af(q))[acp x/tB(Dj oD x/tdP
E -+ = —t 5= 15.100
9 \ax o) T e
demonstrando que é a fase @ que deve atender a 8.5.
o0b x/tod dkr—wt) x/t dkr—wt) kx x/t X w
—t——=—=zero= +— =Zer0:>—+—2(—w)=zer0:>— k—— |=zero
ox ¢ ot ox c ot ct ¢ ct c

w ~
como k =— entéo E, atende a 8.5.
c

Como a fase é a mesma para as componentes E, e E, entdo elas também atendem a 8.5.

Como as fase para os observador O e O’ s&o iguais (kr—wt):(k’r’—w’t') entdo as componentes do
observador O’ também atendem a 8.5.

8(kr—wt)+ x/t dkr—wt) _ ok’ r’—w’t')+ X'/t (k' rF—w't') —zero 15.101
ox c’ ot ox’ c’ or'

As componentes relativas ao observador O do campo elétrico se transformam para o referencial do
observador O’ de acordo com os quadros 7, 7B e 8.

Uma funcao na forma:

P =) = o = cos(kx —wt)+isen(kx —wt) = cos ® +i sen® 15.102

onde i=\/—_1

Tem as seguintes derivadas:

a—‘P:—ksenq3°+kicosq) e aa—‘P:wsend)—wicoqu 15.103
X t
ou a—\sze’q> e a—\P:—weid’ 15.104
ox ot

Que aplicadas em 8.5 fornece:
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o +x_/t8_‘P = zero = (—ksenCI)—f-kicosCI))—f-x—/t(wsenCI)—wicosCI))z zero

ax Cz 81 CZ

que simplificada fica igual a:

(—k+¥jsen¢+(ki—x—zchosq) = zero

c't c’t

aa—‘f + xc—/ztaa—lf = zero = (keiq’ )+XC—/2t(— we'® ): zero

para obtermos uma identidade devemos ter os coeficientes iguais a zero por isso:

Xw Xw
—k+—2=zer03k=—2
ct ct

.xwi xw
kl——2=Z€7'0:>k:—2
c’t c’t

; x/t j xw
(ke’¢)+—2(—we@)= zero =k :—2
C ct

onde aplicando w = ck obtemos:

xck x
k:—2:>—:C
ct t

Entao para atendermos a equacéao 8.5 devemos ter uma propagacao ao longo do eixo x a velocidade c.

. X
Se aplicarmos w=uk e v =—obtemos:
t

xw  vuk
k=—=—p=>u=—
c’t C 1%

Resultado também obtido da equacao de onda de Louis de Broglie.
§16 Tempo e Freqliéncia
Elevemos o efeito Doppler a categoria de uma lei da fisica.

Podemos definir relégio como qualquer aparelho que produza uma freqliiéncia de eventos idénticos em série
gue possam ser enumerados e somados, de tal forma que um evento aleatério n de um aparelho, seja
exatamente igual, a qualquer evento da série de eventos produzidos por outra réplica desse aparelho
quando os eventos sdo comparados em repouso relativo.

O movimento ciclico do ponteiro de um relégio em repouso no referencial do observador O marca o tempo
neste referencial e o movimento ciclico do ponteiro de um rel6gio em repouso no referencial do observador
O’ marca o tempo neste referencial. As férmulas de transformacao de tempo 1.7 e 1.8 relacionam os tempos
entre os referenciais em movimento relativo, ou seja, relacionam movimentos em movimento relativo.

O movimento relativo entre os referenciais inerciais produz o efeito Doppler que prova que a freqiéncia
varia com a velocidade e como a freqliéncia pode ser interpretada como a freqiiéncia do movimento ciclico
do ponteiro de um relégio, entdo o tempo varia na mesma proporgdo que varia a freqiiéncia com o
movimento relativo, isto é, basta substituir o tempo t e t' nas férmulas 1.7 e 1.8 pelas freqliéncias y e y’ para
obtermos as formulas de transformagéo de freqliiéncia, assim:

t'= tx/E =y'= y\/E 1.7 se transforma em 2.22
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t=t'vK'=>y=y+vK' 1.8 se transforma em 2.22

A transformagdo de Galileu u'=u—Vv de velocidades entre dois referenciais inerciais possui
intrinsecamente trés defeitos assim descritos:

a) A transformacgao de Galileu de velocidade para o eixo x é u' x'=ux—v. Nesta se tivermos ux =c entéo
u'x'=c—vesetvermos u'x'=c entdo ux=c+v.Como ambos os resultados simultaneamente nio sdo

permitidos ou teremos ux=c ou u'x'=c entdo a transformagao ndo permiti que um raio de luz seja
simultaneamente observado pelos observadores O e O’ 0 que demonstra o privilégio de um observador em
relagdo ao outro porque cada observador sé pode observar o raio propagando em seu proprio referencial
(defeito intrinseco a andlise classica do efeito de Sagnac).

b) Também nao atende a primeira lei de Newton a lei da inércia porque um raio de luz emitido paralelo ao
eixo x a partir da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens séo
coincidentes e no momento em que t = t' = zero tera pela transformacao de Galileu a velocidade ¢ da luz
alterada por v para os referenciais, contrariando a lei da inércia, que nido permitiria que houvesse
variagdo na velocidade porque ndo existe nenhuma acao externa atuando sobre o raio de luz e por isso
ambos os observadores deveriam observar o raio de luz com velocidade c.

c) Como considera o tempo constante entre os referenciais ndo produz a variagdo temporal entre os
referenciais em movimento como exigido pelo efeito Doppler.

O principio da constancia da velocidade da luz nada mais € do que uma exigéncia da primeira lei de Newton
a lei da inércia.

A primeira lei de Newton a lei da inércia é introduzida na transformagao de Galileu, quando o principio da
constancia da velocidade da luz é aplicado na transformagéo de Galileu obtendo as equacdes dos Quadros
1 e 2 da Relatividade Ondulatéria que ndo possuem os trés defeitos descritos.

As equagdes para o tempo e a velocidade dos quadros 1 e 2 podem ser escritas como:

1.7
1.15
2 '
t=t’\/1+v—2+2—vcos¢' 1.8
C c
1.20
A distancia d entre os referenciais ¢ igual ao produto da velocidade pelo tempo assim:
d=vt=V't 1.9

Que nao depende do angulo de propagacao do raio de luz, sendo exclusivamente funcdo da velocidade e
do tempo, ou seja, o angulo de propagacao do raio de luz sé altera entre os referenciais inercial a proporcéao
entre o tempo e a velocidade mantendo constante a distAncia em cada instante para qualquer angulo de
propagacao,

As equagbes acima na forma de fungéo se escrevem como:
d :e(v,t):e’ (v’,t') 1.9

t'=f(v,1,0) 1.7
64/117



v’=g(v,¢) 1.15
t=f’(v’,t’,¢’) 1.8
v=5'09) 1:20

Entdo temos que a distancia é funcdo de duas variaveis o tempo funcéo de trés variaveis e a velocidade
funcdo de duas variaveis.

Da definicdo de momento 4.1 e energia 4.6 obtemos:

p=—l 16.1

Que elevada ao quadrado fornece:

u:_c° 2
U _< 16.2
¢ E?

Elevando ao quadrado a férmula da energia obtemos:
2

my,c 2
E'=| ——=| 2E’-E"=m;c’
u” ¢
2
c

Onde aplicando 16.2 obtemos:

2 2
EZ—Ezu—2:m§c4:>E2—E2§p2=m§c4:E=CW/p2+m§c2 4.8
c

De onde concluimos que se a massa de repouso de uma particula € nula m, = zero a energia da particula

éiguala E=cp. 16.3

Que aplicada em 16.2 fornece:

I/t2 C2 2 I/t2 C2

C2 E2 Cz _(Cp)2

p2:>u=c 16.4

De onde concluimos que o movimento de uma particula com massa de repouso nula m, = zero sera
sempre 4 velocidade da luz u =c.

Aplicando em E =c p asrelagbes E=yh e ¢c=y\ obtemos:

h
yhzy?»p:pz% e da mesma forma p'=— 16.5

2/!

Equacao que relaciona o momento de uma particula de massa de repouso nula com seu comprimento de
onda.

Elevando ao quadrado a féormula de transformagédo de momento (4.9) obtemos:

E

2
Z)f:ﬁ__z‘jij:pZ_i_E VZ_ZE
c

= =-Vpx
4 2
c c
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Onde aplicando E=cp e pxzpcosq):pﬂ encontramos:
c

2 2
/ 2
p'2=p2+@v2—2%vpﬂ:> p'=p l+v—2— v?x:>p’=p\/K 16.6
c c c c c

Onde aplicando 16.5 resulta em:

h h '
p'= p&jfzzﬁﬁl':i ou invertida /1=L 2.21

UK UK

Onde aplicando ¢ = yA e ¢ = y'A' obtemos:

y'=yvK ouinvertida y=y'vK' 2.22
No § 2 obtemos as equagdes 2.21 e 2.22 aplicando o principio da relatividade a fase da onda.
§17 Transformacéo de H. Lorentz

Para dois observadores em movimento relativo a equagdo que representa o principio da constancia da
velocidade da luz para um ponto aleatério A é:

x’2+y'2+z'2—c2t'2=x2+y2+22 —c?t? 17.01
Nesta cancelando os termos simétricos obtemos:

122t =x? %t 17.02

X
Que podemos escrever na forma:

(x'—ct')(x'+ct'):(x—ct)(x+ct) 17.03
Se nesta definirmos os fatores de propor¢do 17 e ¢ como:

(x'—ct')=n(x—ct)
17.04
(x"+ct')=u(x+ct) B
onde teremos que ter 77.4 =1 para atendermos a 17.03.

As equagdes 17.04 foram obtidas originalmente por Albert Einstein.

Quando para o observador O’ um raio de luz propaga no plano y’z’ teremos x’ = zero € x = vt condi¢gdes que
aplicadas na equacgéo 17.02 fornece:

2
0-c?t?=(vt) —c’t? > t'=t |[1-V 17.05
C

Resultado que as equacgdes A e B do conjunto 17.04 sob as mesmas condi¢des também devem fornecer:

2
[0—ct‘/I—V—ZJ=77(vt—ct) A

C

2
(0+ct‘/]—v—2J:,u(Vt+ct) B

C

17.06
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Destas obtemos:

17.07
Onde comprovamos que 7.1 =1.
Do conjunto 17.04 obtemos as Transformagdes de H. Lorentz:
x'= (”;ﬂ)x+('“;”)ct 17.08
ct'= (ﬂgﬂ)x+(";ﬂ)ct 17.09
2 2
ctz(ﬂ_ﬂ)x'+(n+ﬂ)ct’ 17.11
2 2
Calculo dos coeficientes ntH ’,u—n e 77—,u:
2 2 2
1+ [1-Y 1+ Ve1-Y
Ntp= |—C4|—Cc-__c _c 2 :’7;”: ! 17.12
-7 i+ \/]—V\/]+V \/I_VZ v
c o2 o2
1-Y 1+Y =Y ;v 2V _v
ﬂ_n: c _ c: c c = c :}ﬂ_n: c 1713
1+ 1= v v v 2 v '
c e -7 -7
c c
1+ |1-Y 1+ -1+Y 2V B v
n—i= c _ c _ c c ___c _nH__ c 17.14
-V 1+v \/ V\/ v \/ 2 2 2 '
- += 1—|1+= v -V
C C cC 2 2
c c

Efeito de Sagnac

No instante em que as origens dos dois observadores coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos
os referenciais e dois raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horério
indice c) dos eixos x e X’ com frente de onda A. e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos
x e X’ com frente de onda A,.

As condigbes de propagacao acima aplicada nas equacoes de Lorentz fornecem os quadros A e B abaixo:

Quadro A
Equacgao Raio horario (c) Equagéo Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicao x_=ct, Condicao x, =—Ct,
17.08 x'.=Uct, 17.08 x' =-Tct,
X'C = lLlXC X'u = ﬂxu X'C +X'u = ﬂXC + nxu
17.09 ct'.=pct, 17.09 ct',=nct, ct' +ct',=uct_ +nct,
x' =ct', x' =—ct',
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Quadro B

Equacgéo Raio horario (c) Equacgéo Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicao x' =ct', Condicao x',=—ct',
17.10 x_=nct’, 17.10 x, =—lCt',
X, =M%, x, = px, Xotx, =X X',
17.11 ct.=nct', 17.11 ct,=pMct’, ct.+ct, =nct' . +uct',
x,=cCt, x,=—ct,

Observemos que os quadros A e B sao inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equagdes de soma dos raios dos quadros A e B:

D'=ct' +ct' =uct_ +nct A
{ C u Il'l C 77 u 1715

D=ct_+ct, =nct'_+tuct', B

Onde para o observador O' D'=A _ <> A_ € a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o
observador O D=A , <> A_ ¢é a distancia entre as frentes de onda A, e A..

Nas equagbes acima 17.15 devido a isotropia do espago e tempo e as frentes de onda A, <> A_ dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores o0 que expressamos por:

D'=D=ct' +ct',=ct_+ct,=>2t'=3¢t 17.16

Este resultado que equaciona a isotropia do espaco e tempo pode ser denominado como o principio de
conservagao do espago e do tempo.

As trés hipéteses de propagagbes definidas a seguir serdo aplicadas em 17.15 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservagédo do espago e tempo dado por 17.16:

Hipo6tese A:
Se 0 espago e o tempo sdo isotrépicos e nao existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos

observadores sobre 0 outro no espaco vazio, entdo a geometria de propagacdo dos raios luminosos se
equaciona por:

ct.|=lct' | e|ct, |=|ct' 1717
leto|=let,| e fet,|=|ct ]

Hipo6tese que aplicada na equacgao A ou B do conjunto 17.15 atende o principio de conservagao do espaco
e tempo dado por 17.16.

A hipétese 17.17 aplicada nos quadros A e B resulta em:

ct'.=puct' A
Quadro A c :
ct',=nct’, B 718
ct_,=n1nct C .
Quadro B c !
ct,=MUct, D
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Hipotese B:

Se 0 espago e o tempo sdo isotropicos porem o observador O esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

et |=|ct.|=let] 17.19

Que aplicada no quadro A e B resulta em:

ct'.=uct A
Quadro A c
ct',=nct B
17.20
ct=nct’ C
Quadro B { 'c
ct=puct', D
ct' =u’ct! A
o, 17.21
ct',=n-ct', B

Somando A e B em 17.20 obtemos:

ct’c+ct'uZZCt(mTﬂJSD'zD(mT’Uj:D’zLSZt'=L 17.22
]_LZ I_LZ
\ 2 2
c c

Resultado que nao concorda como o principio de conservacdo do espago e do tempo dado por 17.16 e
como D'#D é como se existissem quatro raios de luz, dois para cada observador, cada raio com sua
respectiva frente de onda independente dos outros.

Hipotese C:

Se 0 espago e o tempo séo isotropicos porem o observador O’ esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

I
|ct c

=lct’,|=lct| 17.23

Que aplicadas nos quadros A e B resulta em:

ct'=uct
Quadro A Hete
ct'=nct,
17.24
ct.=nct’

b QO O o

Quadro B
ct,=uct’

2
ct.=n-ct, A
17.2
— 2 >
ct,=HU"ct, B

Somando C e D em 17.24 obtemos:

ctc+ctu=2ct’(ﬂ+7'u):>D=D'(n+T’uj:>D=L2:>Zt=z—t 17.26
v v

C C
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Resultado que exatamente como na hip6tese B ndo concorda como o principio de conservagao do espaco e
do tempo dado por 17.16 e como D'#D € como se existissem quatro raios de luz, dois para cada
observador, com cada raio com sua respectiva frente de onda independente dos outros.

Conclusao

As hipéteses A, B e C sdao completamente compativeis com a exigéncia de isotropia do espago e tempo
como se pode concluir da geometria das propagacoes.

O resultado da hipétese A contradiz o resultado das hipéteses B e C apesar do movimento relativo dos
observadores ndo alterar o movimento da frente de onda A, relativo a frente de onda A, porque as frentes
de onda tém movimento independente uma da outra e dos observadores.

A hipétese A aplicada nas transformacgtes de H. Lorentz atende o principio de conservagao do espaco e do
tempo dado por 17.16 demonstrando a compatibilidade das transformacdes de H. Lorentz com a hipo6tese A.
A aplicacéo das hipéteses B e C nas transformacgdes de H. Lorentz fornece as deformagées do espago e do
tempo dadas por 17.22 e 17.26 porque as transformacgées de H. Lorentz ndo sdo compativeis com as
hipéteses B e C.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ estd em repouso absoluto, hipétese C
acima e que o percurso dos raios seja de 27R:

ct' . =ct' ,=ct'=27R 17.27

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenga de tempo entre o raio horario e anti-horario
At =t_—t, que pode ser obtido utilizando 17.24 (C-D), 17.27 e 17.14:

2V
_27R c _ 4aRv

At=t_—t, =t'(n-pu)= Ct = |=—F—— 17.28

v cNCe —VvV
-2

2
C

§9 O Efeito de Sagnac (continuacao)

No instante em que as origens coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos os referenciais e dois
raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horario indice c) dos eixos x e X’
com frente de onda A. e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos x e x’ com frente de onda
A..

O raio projetado no sentido positivo (horario indice c) dos eixos x e x’ é equacionado por x_=ct_ e
x' =ct'. que aplicadas no Quadro | fornece:

r — ] VC r — -17 —_ ’ ] V'C —_ [ [2 .1 .1.1
ct'.=ct, o —=ct'.=ct K. (1.7) ct_=ct' | I+ c =ct,.=ct'_K', (1.8) 9.
v v v’ v’
v ==y =—% (1.15) V.=V, =—% (1.20) 9.12

° ]_& KC ¢ ]+ V'c c K c
c c
Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

d.=v t_ =v'_t', 9.13

Onde temos:

(J—EJ(HVCJ:KCK'C:J 9.14
C C
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O raio projetado no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos x e x’ € equacionado por x,=—ct, e

x' =-—ct',:que aplicadas no Quadro | fornece:

r VU ’
ct',=ct, I+? =ct',=ct, K, (1.7)

v

re) "
C

Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

v =

v
=>v',=
K

— — T
du_vutu_vut u

Onde temos:

(2]

’

u

v
cuszuK'u:]

(1.15)

ct,=ct', (I—

I

Vi

V.=

u ]_ V'u u Klu
C

- j:ctuzct'uK'u (1.8)  9.15

I

_VU
=—1 (1.20) 9.16

9.17

9.18

Devemos observar que a principio ndo existe nenhuma relacdo entra as equagdes 9.11 a 9.14 com as
equacoes 9.15a 9.18.

Com as condicoes de propagacgao descritas formamos os quadros A e B seguintes:

Quadro A
Equacdo |Raio horario (c) Equacdo |Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condigdo |x,=ct_ Condigdo |x,=—Ct,
1.2 x'.=ct K, 1.2 x',=—ct K,
x'.=x_K_ x', =x,K, x' +x'",=x_K_+x,K,
1.7 ct'.=ct_K,_ 1.7 ct',=ct, K, ct' +ct' ,=ct_K_+ct K,
x'.=ct', x', =—ct',
Quadro B
Equagédo |Raio horario (c) Equagéo |Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condigédo |x'.=ct', Condigédo |x',=—ct',
1.4 x =ct'_K', 1.4 x,=—Cct' K',
x.=x'_K', x,=x" K', X +x,=x'_K'_+x',K',
1.8 ct.=ct'.K', 1.8 ct,=ct' K", ct.+ct,=ct'_K' +ct' K',
X, =cCt, x,=—Ct,

Observemos que para os raios de mesmo sentido os quadros A e B sao inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equagdes de soma dos raios dos quadros A e B:

{D'z ct'_+ct' =ct_K_+ct,K,

D=ct_+ct, =ct'_K'_+ct' K',

9.19

Onde para o observador O’ D'=A _ <> A_ ¢ a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o

observador O D=A , <> A_ ¢é a distancia entre as frentes de onda A, e A..
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Nas equagdes acima 9.19 devido a isotropia do espago e tempo e as frentes de onda A, <> A_ dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores 0 que se expressa por:

D'=D=ct' +ct' ,=ct_+ct,=>2t'=>¢t 9.20

Este resultado que equaciona a isotropia do espaco e tempo pode ser denominado como o principio de
conservagao do espago e do tempo.

As trés hipéteses de propagacdes definidas a seguir serdo aplicadas em 9.19 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservagao do espaco e tempo dado por 9.20. Com estas hipoteses criaremos
vinculos entre as equagtes 9.11 a 9.14 com as equagbes 9.15 a 9.18.

Hipo6tese A:
Se 0 espacgo e o tempo sao isotrépicos e ndo existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos

dois observadores sobre o0 outro no espaco vazio, entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se
equaciona por:

{ctc =ct' =t =t'\=>v_ =V ,=K_ =K', A o1
ct,=ct' =t =t'.=>v, =v_=>K, =K', B

Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

d.=d,=v. it =v' t'.=v i, =v t', 9.22

Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagao do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.

Hipotese B:

Se 0 espaco e o tempo sao isotrépicos porem o observador O esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

V.=V, =V B 9.23

Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

d.=d,=vt=v'_t'.=v' t', 9.24
Resultados que aplicados nas equacdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagao do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.

Hipotese C:

Se o0 espaco e o tempo sao isotropicos porem o observador O’ esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

ct'.=ct',=ct’ A
v =v',=Vv' B 9.25
v' t' =v',t =Vt C

Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
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d.=d,=v't'=v_t_=v,t, 9.26

Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservagao do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que os efeitos Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensam nos referenciais.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ esta em repouso absoluto, hipétese C
acima e que o percurso dos raios seja de 27R:

ct'.=ct',=ct'=27R 9.27

Aplicando a hipotese C em 9.11 e 9.15 obtemos:

I
t =t'_K' =t =t’[1+%) 9.28

t,=t' K',=t, :t'(l—vg) 9.29

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenca de tempo entre o percurso do raio horario e
percurso do raio anti-horério At =t_—t, que pode ser obtido fazendo (9.28 — 9.29) e aplicando 9.27

obtendo:

’ ’ r+r ’
At=t_—t, :t'(1+1)—t'(1—1j:2‘ft _ MRV 9.30
c c c c

ZV't' _ Zvctc _ 2Vutu
c  c

de propagagao dois raios horario e anti-horario em uma circunferéncia demonstrando a coeréncia das
hipéteses adotadas na Relatividade Ondulatoria.

A equagdo At = € exatamente o resultado que se obtém da analise da geometria

Em 9.30 aplicando 9.12 e 9.16 obtemos o resultado final em fungéo de v, e v:

2v't' _4arv' _ 47Rv, _ 47Rv,

At=t_—t = = 9.31
© Y« c? —Ccv, o +cv,
A férmula classica do efeito de Sagnac é escrita como:
At=t_—t,=2TRY 9.32
c’-v
Da geometria de propagacgéo temos obrigatoriamente que:
Ar=2vE 9.33
c
Os tempos classicos seriam dados por:
+—27R 9.34
c
¢ =22 9.35
c—v
[ =278 9.36
ct+v

Aplicando 9.34, 9.35 e 9.36 em 9.33 obtemos:
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At:Zv 27Z'R:47Z'RV

9.37
c c o2
Atczzv 27R _ 427'[RV 9.38
c (C—V) c’—cv
At :2V 27R _ 47nRv 9.39

e (C+V) c?+eov

Os resultados 9.37, 9.38 e 9.39 sdao completamente diferentes de 9.32.

§18 A Experiéncia de Michelson & Morley
A analise tradicional que fornece a solugao para o resultado nulo desta experiéncia considera em repouso
no referencial do observador O’ um aparelho que emite dois raios de luz um horizontal na dire¢cdo x’ (horario
indice c) e outro vertical na diregcéo y'. O raio horizontal (horario indice c) propaga até um espelho colocado
em x’ = L neste o raio reflete (anti-horario indice u) e retorna a origem do referencial onde x’ = zero. O raio

vertical propaga até um espelho colocado em y’ = L reflete e retorna a origem do referencial onde y’ = zero.

Na analise tradicional de acordo com o principio de constancia da velocidade da luz para o observador O’ 0
percurso dois raios é dado por:

ct'.=ct',=L 18.01
Para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo x’ é:

St =t 4t :£+£ = 2L 18.02

Na analise tradicional para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo y’ é:

t' =t +' = 18.03
2ty T ¢ ¢ ¢

Como temos >t'., =Zt'y, =2?L nao existe franja de interferéncia e esta explicado o resultado nulo da

experiéncia de Michelson & Morley.

Nesta analise tradicional o percurso idéntico dos raios horarios e anti-horarios contido na equagéao 18.01
gue da origem ao resultado nulo da experiéncia de Michelson & Morley contraria o efeito de Sagnac que é
exatamente a diferenga de tempo existente entre o percurso do raio horario e o percurso do raio anti-
horério.

Com base na Relatividade Ondulatéria fagamos uma analise mais profunda da experiéncia de Michelson &
Morley obtendo um resultado que esta completamente de acordo com o efeito de Sagnac.

Observemos que a equacao 18.01 corresponde a hipétese C do paragrafo §9.

Aplicando 18.01 em 9.19 obtemos:

D'=ct'_+ct',=ct_K_+ct,K,=D'=L+L=ct_K_+ct, K,
{D =ct_+ct, =ct'_K'_+ct' K',=>D=ct_+ct,=LK'_+LK' =L(K'_+K',) B 1604
De 18.04 A obtemos:
D'=2L= ct{]—%}+ct{]+ V;J ):>D'=2L =ct_.-v t.+ct,+Vv,t, 18.05
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Onde aplicando 9.26 obtemos:

D'=2L=ct_+ct, =Yt =t_+t, :2—CL

Em 18.04 B temos:

D=ct_+ct, :LKHVCJJF(]_VUH
C C

Onde aplicando 9.25 B obtemos:

D=ct_+ct,=2L=>Yt =t_+t, =2?L

18.06

18.07

18.08

As equacdes 18.06 e 18.08 demonstram que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se compensa

no referencial do observado O resultando em:

S, =3, =Y, =2

18.09

Por isso de acordo com a Relatividade Ondulatéria na experiéncia de Michelson & Morley podemos supor
que o raio de luz horario tem percurso diferente do raio de luz anti-horario de acordo com a férmula 18.08
obtendo também resultado nulo para a experiéncia e concordando entdo com o efeito de Sagnac. Esta

suposicao ndo pode ser feita com base na Relatividade Especial porque conforme 17.26 temos:

2t L EDE,
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§19 Retrocesso do periélio de Mercurio de -7,13”

Imaginemos o Sol situado no foco de uma elipse que coincide com a origem de um sistema de coordenadas
(x,y,z) imével em relagdo as denominadas estrelas fixas e que o planeta Mercdrio em um movimento
governado pela for¢ca de atragao gravitacional com o Sol descreve uma orbita eliptica no plano (x,y) de
acordo com as leis de Kepler e de acordo com a férmula da lei da atragao gravitacional de Newton:

_ _ 11 0 23)
FCMm, 667.10 XI,982.103 1328.10 )f: = 00
r r r

O sub indice “0” indicando massa em repouso relativo ao observador.

Para descrever o movimento utilizaremos as férmulas conhecidas:

F=ri 19.02
ﬁ:ﬂ_d(ﬂ)zﬂﬂr@& 19.03
t dt dt  dt
2 2
w'=iiii =[ﬂj +[r@J 19.04
dt dt

19.05

_ dii_d’F_d’(r#)_|d’r (d(z)j {Zdrd(z) dﬂ 5

Tdr df af |df \ar dt dt df

A férmula da forga relativista é dada por:

- d| mu m m udu m w’ . (_dii\u
F=—rol = |=—==a+ 2 = || - lat| u— | 19.06
dt \/1_u2 \/1_u2 ( y J c’ dt [ uzj c dt)c

Nesta o primeiro termo corresponde a variagdo da massa com a velocidade e o segundo como logo
veremos em 19.22 corresponde a variagdo da energia com o tempo.

Com esta e as férmulas anteriores obtemos:

2 2 2
) o] e, ).
. m )| dt dt dt dt
Fe o 2 2 19.07
JEL N gﬂ_{@) L, 49 ¢ ,drdg d¢ 1(
¢ dr| d* "\ dt dt dt ar c? t
2 2
]__ d’r {dﬂ Ldr d22 drd¢ rd ¢ 12 dr|.
~ m d? \dt dt| dt dt dt  di? )| dt
F:(] 202)3/2 2 19.08
—u’/c {(1 I Ldrdg_ d ¢J {dr[dzr (d¢] ] d¢[ Jdrdg_ d ¢] ¢}A
E— ——n—| |tr 1]
dt dt dt dt| dt dt dt\ dt dt dt 2 dt
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Nesta temos a componente transversal F& e radial F; dadas por:

ioom | a|a (df/’j Jdr d’r (¢] L 49 drdo  d’\| 1dr|,
" a2 et ar dil a? "\ dr ar\ “arar " al |[ar|

o om, |, w),drdg, d¢+gd_2r_r(@j2 L 49 drdo  d’ rd¢
¢ (1_,42/62)5/ N Pt dt? ) |di|ar® "\ dr ar\ “arar " al [ dr

<

19.09

19.10

Como a forga gravitacional é central devemos ter a componente transversal nula Fé:zero assim temos:

o m |, W’ drdp d’p) |dr d_zr_r(@jz L, 49 drdg  d’¢ rd¢¢ rero
" (- MZ /e )’/2 Yaa e Nal e a di\“didi ' al [ di

Desta obtemos:

2 2
drdg  d¢ —rdrdo oy drde, od°9) ~1dr dzr_r(dﬂ
didr  dr’ o dr di didt  d’) ¢ dijdr \dt

sl [

Da componente radial IE; obtemos:

dg( ,drdg, d°¢
Fo M {dz (d;z)j } (1—”—2} dr dt( didi’ ] Ldr|,
" (1—uts)? al \ar ) ar [ar (dg ¢ dt
{dtz (dt}:l

Nesta aplicando 19.12 temos:

- om, d’r [d;/ﬁj
’ (I—uz/cz)m df2 dt
Que simplificada resulta em:
{dz (d¢j }
. dar \ dt
F=—r 7
\/ ]_LL2 ]_i ﬂ
c dt

Esta igualada a forga gravitacional de Newton resulta na forga gravitacional relativistica:

e (d¢j
- om, |dr’ \dt) | —-GMm, . —k
F: 0 J— o ()r_ 3

do( rdrde

; u’ Ldr dl(c dldtj 1dr
dt ; (drj cdt
dt

~>

;‘.

REIECI

T7/117

19.11

19.12

19.13

19.14

19.15

19.16



Como a forga gravitacional é central deve atender a teoria de conservagao da energia (E) que é escrita
como:

E=E, +E = constante. 19.17

Onde a energia cinética (Ey) é dada por:

1 19.18
2

E a energia potencial (E;) gravitacional por:

g, ="M 7k 19.19
r r
Resultando em:
E=m,c’ LK< constante. 19.20
2 r
-4
2
c
Como a energia total (E) é constante devemos ter:
dE dE, dEp
— = =zero. 19.21
dt dt dt
Entao temos:
dE, mu du
— - 19.22
dt 2 Edt
u
1=
c
dE, kdr
=—— 19.23
dt rdt
Resultando em:
dE dE, » mu du kdr mu du —kdr
—=——+—"=Zero= 7t =zero= IS 19.24
dt dt dt N\, dt ridt 2\, dt rtdt
u u
1—— 1-—
c c
Esta aplicada na forca relativista 19.06 e igualada a forga gravitacional 19.01 resulta em:
- m, _ 1kdr. —k,
F= Sa———5—U=—5T 19.25
u cridt r
1=
c

Nesta substituindo as variaveis anteriores obtemos:
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2 2 _

Pt (i) [irde  Folg 1 kil dog)
dr’ \ ar dtdt  dt crdld  dt’) r

Desta obtemos a componente radial I?r igual a:

2 —_—
é: m, : d_;’_ (d¢j 1 k(drj __ic 19.07
u’| dt dt dt) r

2
C

Que facilmente se transforma na forga gravitacional relativista 19.16.

De 19.26 obtemos a componente transversal ﬁé igual a:

2
F=—"% (zdrd¢+rd? LRArdD_ oo 19.28
o \/ W\ dtdr df’ ) Crdtdt
C2
Desta ultima obtemos:
2
2r£@+r2d—? I k d 2
dt dt dt” _ r /] u 19.29
rz@ m, c’r’ dt c’ '
dt

Como a forga gravitacional é central também deve atender a teoria de conservagdo do momento angula que
€ escrito como:

L=rXp=constante. 19.30
E-rxfa-?x Tt rrX "ty ﬂf’+r@¢3j= il rzﬁ(f’ 2@12 19.31
u’ w\dt  dt dt dt
S ¢ ;
L= - 2d¢k =Lk = constante. 19.32
]_fi, dt
CZ
dL_d(tk)_d(wk ) awh_ = dw)_ -

dt dt dt dt dt

Resulta entdo que L é constante.

dk
Em 19.33 fizemos zzzero porque o movimento é no plano (x,y).
t

79/117



Derivando L encontramos:

aL_di_m, ZrZQ :]2 mu_ du ,dp, m, 2( drdg . f =zero 19.34
dt dt u- dt| c ¥ dt dt u \ dt dt dt
c 3 c
c’
Desta obtemos:
2

2rﬂ@+r2 d—?

dt dt )  —u dul 19.35

FZ@ ] u’\dt ¢’ .
dt el

Igualando 19.12 proveniente da teoria da forga central com 19.29 proveniente da teoria de conservacéo da
energia e 19.35 proveniente da teoria de conservacao do momento angular obtemos:

L drdg, ,dg| 1] d'r r(cwjz
“ir — |5
dtdt = dif) cdi|d’’ \dt k dr [ 8 -u dul
= . === 19.36
,d¢ 1(dr mcr dt c dt ¢’
" =3 ]‘*
dt ¢’

Das duas ultimas igualdade obtemos 19.24 e das duas do meio obtemos 19.16.

Para solugcédo das equagées diferencias utilizaremos o mesmo método utilizado na teoria Newtoniana.

1
Facamos w=— 19.37
r

0 -1
O diferencial total desta é dw:—wdr:>dw:—2dr 19.38
r r

dw —1dr dw —ldr
Desta obtemos = e = 19.39

do r’ d¢ dt 1 dt

L 2
Do médulo do momento angular temos %(D: ]_u_z 19.40
t mr c
2
Desta obtemos ﬂz L dr ]—— 19.41
dt myr d¢)
2
Nesta aplicando 19.39 obtemos ﬂz_Ld_w ]—— 19.42
dt m,d¢
dodt d|-Ld
Que derivada fornece Z 9 ( 4 1 19.43
de’ dr dpdi| m, d¢\/

Onde aplicando 19.40 e derivando obtemos:
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[\

d’r L u’ d|—-Ldw uw| - u _dzw w dw d( u’
=== I—— =51 =t I—=
de mp " dglm,dp\ & ) mir’ T Slag?\T  dpdgl N ¢
Nesta com 19.36 a derivada do radical € assim obtida:
df [[ w1 wdu_ k drf, w’)_—k dw[, u
dt ) NI-u?/EEdt mer dtk ) mge dtk c2
d ] u2 -1 udu  k dr( u2 -k dw(
dad ' & | Is2/ 2 dp mer d¢\ mcd¢k
Que aplicada em 19.44 fornece:
2.y 2] 2 2 2
d_:: ZLZ\/] uz 4 v;\/] uz . (dW 1= u_z
dt° mr c’| do ¢ mgc kd¢ c

Simplificada resulta:

3
d’r_ Lk (o'} awY I ([ \dw
dr’ mjczrz d¢ mjrzk ¢ }d(bz
Encontremos a derivada segunda do angulo derivando 19.40:
dp_df L [ w —2Ldr/ W, L d(/
dr’ dt\ mr’ ) omy’dt c omyr dtk

Nesta aplicando 19.42 e 19.45 e simplificando obtemos:

o

dp_2L dw(, u’) Lk dw, '}
dr’ m2r3d¢k m'c’r’ d(z‘)k c

Aplicando em 19.04 as equagbes 19.40 e 19.42 e simplificando obtemos:

@l

A equagao da forga gravitacional relativistica 19.16 remodelada fica:

d’r d¢ w1 (arY | -k
T2 ===, 2
dt dt c c’\dt) |m,r

Nesta aplicando as formulas acima obtemos:

3
Lk JaL u’ dw r (] uz\dzw ./ L ] u’ 2: ] u’ ] ](—de /] u’ f! —k
mjczr2 d¢ mjrzk c? )d¢2 m{,r2 c’ c’ czkm{, do c? Jmor
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dzwLI mk
A 2
2
mo . rZ@ ]_u72
]_I’L dt C
2
c
2
d’w 1 o ]_LLZ
_ c
d¢2 r m2r4(d¢j2
? t

Sz
(d2wj2 2d°w 1 K’ |\t dt

A& ' 21 2 4 4
¢ rdg r m2r8(d¢j erS(CM)
\dt 7\ dt
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K(drY K deY
2 -l | r—
(dzwj 2dw 1 K Adr) e

d > T ST 4 4 4
¢ rdg- r mer[MJ m2r8[d¢J erS[MJ
" \ar “ \ar o \dr

K(drY
, K| ar
d’w) 2d°w 1 Kk \dg k?
d¢2 Trd¢2Tr2_ d¢4 d¢2 d¢2
mjr‘g(j mfrg(j mfc2r6(j
dt dt dt
2 B dwY
d’w) 2d°w 1 kK A\ dy kK’
d¢2 Trd¢2Tr2_ d¢4 d¢2 d¢2
mjrg(J mjrg(j mjczré[j
di di di
K (dwY
, K| daw
(dsz 2w 1 K ?\dg K’
d¢’

o d 22 4 2 2
rdg” r mzrs[d(bj m2r4(d¢J mzczré(MJ
 \dt 7 \dt ’ dt

Nesta consideraremos constante o momento angular Newtoniano na forma:

L=r’ @
dt

Que é realmente o momento angular teérico conhecido.

(dzw Codtw 1 KK (dw]z K

d¢’ | rd¢’ o m’ ! mc’l kd_¢ _mjcerL2

dw\ dw, L, KK (aw) KB
|t 2wt w s 222"

do do m L' m c’L kd¢ m 'L

2. \2 2 2
d v;) +2d v:w+w2:B—A @ —Aw?
d¢ d¢ d¢

2.\’ 2 2
(Z;] +22¢V:W+A(Z—Z] +(A+1W —B=zero

Onde temos:
kZ

= 22712
m;c°L

kZ

= 274
m, L
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A equacédo 19.54 tem como solugéo:
w:iD []—Scos(m ]+A+¢o)]:> w:iD[]—gcos@Q)] 19.57
&l &l

Onde consideramos ¢,=zero.

Esta denominado em 19.57 Q°=1+A . 19.58

A equagédo 19.58 é fungao somente de A demonstrando a unido intrinseca entre a variagao da massa com a
variacao da energia no tempo, pois ambas como j& descrito participam da forga relativistica 19.06 nisto esta
a essencial diferenga entre a massa e a carga elétrica que é invaridvel e indivisivel na teoria
eletromagnética.

De 19.57 obtemos o raio de uma cbnica:

ol €D SN2 19.59
w I-gcosigJI+A) I-&cos(¢Q) '
Onde £ é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.
dw QOsen
Derivando 19.57 obtemos —=QTW 19.60

d2w:Q2cos(¢Q)

Que derivada resulta em > 19.61
dg D

Aplicando em 19.54 as varidveis obtemos:
2 g 2 ?

d—vz" +2d—V2Vw+A Aw | 4 (A+1)w’ —B=zero.

d¢ d¢ d¢

Q4cos2(¢Q)+2Q2c0s(¢Q)[]—8c0s(¢Q) +AQ2sen2(¢Q)+(A+I{]_8C0s(¢Q)T—Bzzero 1962
D’ p | e D’ D

0’ cos’ (p0) 07 coslp0) 0% cos”(p0) _, 0’ AchosZ(¢Q)+(A+J{1—ecos(¢Q)T_B:M
D’ e’ D’ D’ D’ D

Q’cos” (90) 0" cosloQ) ,0"cos’(p0), ,0° 0" cos’(p0) (a+1) ,[A+ikosloQ), (a+ikos’p0) ,
D’ D’ D’ D’ D’ e’p’ D’ D’

(Q4—2Q2—AQ2+A+1\C"SZ(Z¢Q)+ 20° 24 2 W“’S(‘/jQLAQZZ(é”Z) B=zero 19.63

) D & & D) D D &D

Nesta aplicando no primeiro paréntese Q2=I+A obtemos:

(0 -20°-AQ* + A+ 1)=|(1+ AY —2(1+ A)- A(1+ A+ A+ IE(1+24+ A —2-2A-A- A+ A+1)=zero
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Em 19.63 aplicando no segundo paréntese Q2=I+A obtemos:

20° 24 2 [2(]+A) 2A 2}
= =zero
eD D &D &D D €D

O resto da equacao 19.63 é portanto:

AQ* (A+])

D gD —B=zero

Os dados da orbita eliptica do planeta Mercurio sao [3]:
Excentricidade da 6rbita £€=0,206 .
Semi-eixo maior = a = 5,79.10"m.

Semi-eixo menor b=a I-£%=5,79.10"°+/ 1-0,206° =56.658.160.305,80m .

eD=ali-£)=579.10" (1-0,206° }=55.442.955.600,00m.

D:a(1—82)25,79.]010 (1-0,206%)

=269.140.561.165,00m .
£ 0,206

O periodo orbital da Terra (PT) e Mercurio (PM) em torno do Sol em segundos séo:
PT=3,16.10s.

PM=7,60.10°s.

O numero de voltas que Mercurio (m,) da em torno do Sol (M,) em um século é, portanto:

3,16.107

N =100 -
7,60. 10

=415,79 .

Momento angular tedrico de Mercurio:

2
r =(r2?) —GM, dl1-£7)=667.107"198.10"°579.10"(1-02067 =7 32212937427.10% .
t

R 2
A=(GM0mO)2=(GM0)2=(6,67.]0 1) (1,98.10%) 2651075,

micll? L (3.0.108 (7,32.10%)

73" 2
g (GMom, )" _(GM, )’ =(6,67.]0 1Y (1.98.10%) 3251072

my L' r (.32.10" )

Q=+ I+A=41+2,63.10" =1000.000.013.23

Aplicando os dados numéricos com varias casas decimais ao resto da equacao 19.63 obtemos:

AQ° (A+]) B_2,65.10‘8(1,000.000.0]3.23)2L 2651078 +1

—22 _ -30
o 4 +—325.10%2=8,976.10
D> &°D (269.140.561.165,00) (55.442.955.600,00)

Resultado que podemos considerar nulo.
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Vamos obter o momento angula relativistico do resto da equacdo 19.63 nesta aplicando as variaveis
obtemos:

AQ” (a+]) o (GM,)[, (GMO)Z] 1, (GMO)Z} (GMm,)’ ..

T = T } =Zero
D’  £2D? cZLZDZL 212 SZDZL 212 I

2 2
gZLZ(GMO)Z{H(G]ZILOZ) :|+L4C2|:I+(G1l4LOZ) }—czezDz(GMo)zzzero
c c

2 2
€2L2 (GM0)2+€2L2(GM0)2 (GMO) +L4C2+L4C2%_C2€2D2(GM0)2:Z81/_0

c’r c’r
272 2 Z(GM0)4 4 .2 2 2 2,212 2
e (GM,) +& = +L' P+ (GM, ) —c*e’D*(GM ) =zero
4
c2L4+(1+52XGM0)2L2+52—(GMZO) -c’e’D*(GM )’ =zero 19.72
C
2 2 [ 2 2]2 2 Z(GM0)4 2,272 2
—(1+e*Xom, ) £ |[(1+e? Nom, V' [ —4c?| 2250 —c2e* D (GM, )
L= ‘
2¢?

, —(1+e?Xom, y+(1+e7) (GM, Y —4e* (GM, ) +4c'€* D* (GM, )’

2¢?

LZ_—(]+€2)(GM0)2 +(1+26” +&"\GM, ) ~4€>(GM ) +4c'€’D* (GM

B 2¢?
LZ_—(]+82)(GM0)2i\/(GM0)4+282(GM0)4+84 (GM, ) —4£*(GM, ) +4c*e* D> (GM,

B 2¢?
L2_—(]+€2)(GM0)2i\/(GM0)4+€4(GM0)4—282(GM0)4 +4c*e?D*(GM )’

- 2¢?

2 2 2 4 4 212 2

LZ:_(”‘9 Yo,y (i} (Gm,) +4e'e (G, =7,32212927328.10” . 19.73

2¢°

Esta dltima equagéo tem a exclusiva propriedade de relacionar a velocidade ¢ ao denominado momento
angular relativistico que é menor que o momento angular teérico 19.66.

A variacdo do momento angula relativistico em relagdo ao momento angular teérico € muito pequena e dada
por:

30 30
:7,322]2927328.]0 -7,32212937427.10 138,107 = -1 19.74

AL = = .
7,32212937427.10 72.503.509,00

O que demonstra a exatidao do principio de constancia da velocidade da luz.
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Na realidade a férmula 19.06 prevé um retrocesso secular do periélio de Mercurio que é dado por:

Ap=2741 5,79(é—1j=27[4 1579(=0000.000.013.23)=—346.10"rad. 19.75

Convertendo para segundo obtemos:

-5
A= 346.10 .]80,00.3.600,00:_7’13,. 19.76
/4

Este retrocesso néo previsto na teoria Newtoniana é devido a variagao relativistica da massa e energia e
esta encoberto pela precessao total observada de 5599”.
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§§19 Avanco do periélio de Mercturio de 42,79”

Escrevamos a férmula para energia relativistica Eg gravitacional contendo os termos para a energia cinética,
a energia potencial E; e a energia de repouso:

_ 5 1 2 moc2
E,=m | ——-1|+E +m " =—=——+E_. 19.77

2 2

u u

e e

Sendo a forga gravitacional conservativa sua energia é constante. Supondo entdo que em 19.77 quando o
raio tende ao infinito a velocidade e a energia potencial tende a zero, resulta entdo:

moc 2
E,=——+E_=m_cC 19.78
R u2 P o
1-—=
C

Escrevamos a férmula para energia Ey gravitacional Newtoniana contendo os termos Newtonianos
correspondentes a 19.77:

mou2 k 5 5
E,= ——+m.c'=m._.C 19.79
2 r
2 —
Onde € a energia cinética, — a energia potencial e moc2 a energia de repouso ou melhor
r
dizendo energia inercial.
Desta 19.79 obtemos:
mou2 k 2 2 mou2 k , 2k 2GM m_ ,  2GM,
——+mc =mcc = =—=u = = u” = 19.80
2 r 2 r m.r m.r r
Derivando 19.79 obtemos:
dE, d(mu® k ,
=— ——+m._c” |[=zero
dt dt 2 r
m 2udu k dr
—+——=zero
2 dt r°dt
y,du_ =k dr_=CM, dr
dt mr®dt r® dt
pdu =6 dr
dt r* dt
du —GM,
u—=—— 19.81
dr r
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Igualando a energia relativistica 19.78 a energia Newtoniana 19.79 obtemos:

ER:EN:>°—uz+Ep: °2 —;+moc 19.82
1 —_
C2
2 2 2
m.C N Bp _mou” GMm, m.C 19.83
2
m, |14 m, m,2 m.r m,
2
c
Nesta denominando o potencial relativistico (¢ ) como
E
o=—"1 19.84
mO
Obtemos:
2 2 GM
S o= 047
1__11%, 2 r
o2
2 GM 2
p=8__To 4 ___C 19.85
2 r u2
1=
c
Nesta substituindo a aproximagao
1 u’
=1l+— 19.86
. u’? 2c
c2
Temos:
2 GM 2
p=" "o 4c? —c2(1+u—2J
2 r 2c
Que simplificada resulta no potencial Newtoniano:
u’ GM u’ —GM
== T o4t = ° 19.87
2 r 2 r
Substituindo 19.84 e o potencial relativistico 19.85 na energia relativistica 19.78:
moc2 u’ GM, 2 c?
E,=—F/—=+m | —— +cf ——— 19.88
v 2 r v
c? c?

Obtemos a energia Newtoniana 19.79:
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Derivando o potencial relativistico 19.85 obtemos o médulo da aceleragdo gravitacional relativistica
exatamente como na teoria newtoniana:

_—dg
dr

= = —_ o +C —
dr dr| 2 r u’
1-=
c
-d{u® oM, ) d c’
a=—-,/|—-— c’ |l——| —
dr{ 2 r dr u?
1-—=
c
Onde temos:
—d{u® 6M, ,)| —-d[E, o : :
——= +c” |=——| — |=zero. Porque o termo a derivar é a energia Newtoniana dividida por
dr{ 2 r dr\m,
_E, u® 6M, . i
myousea —=—— +c“ que é constante, resulta entdo:
m, 2 r
d c?
a=—|—
dr uz
T2
c
u du
a=—— —_

Q= o 19.89

A aceleragao vetorial e dada por 19.05:

2
2 24| A
e ﬂ_r(d_ﬂ f+{2ﬂd_¢+rd_¢}¢
dt? dt dt dt  dt?
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O modulo da aceleragdo gravitacional relativistica 19.89 é igual a componente do raio vetor (£ ) por isso

temos:

d’r  (d¢Y’ -1 oM,
a= TR = 3 2
u
1-=
C

Sendo nula a aceleragao transversal temos:

{ZEd—¢+rd—2¢}5 =zero

dtdt  dt?

drd d’
2—r—¢+r fzzero

dtdt dt

2d9

Que é igual a derivada do momento angular constante L=r It

dL _d(_.d dr d d’
—=—(r2—¢j=2r—r—¢+r2 fzzero
dt dt dt dt dt dt

Reescrevendo algumas equagdes ja descritas temos:

wW=—
r

ow
dw=—-dr = dw=—2dr
or r

dw_-ldr dr_

d¢ r’dé  do

e ——=—
d¢ dt r°dt

dr_dgdtdr Ldr_ -L .dw_ dr__ dw

= = — =
dt dtdgdt r’d¢ r° d¢ dt de

d’r _i(ﬁ)_d_ff’ﬁi(_Lﬂj_ii(_Lﬂj_ ~L d'w

dt? deldt) dtdedel d¢) r’del d¢) r? d¢’

De 19.90 obtemos:

3w dzr_r(d_¢)2 _ —GM,
2c? ) dt? dt r’

Nesta com 19.94 a velocidade de 19.80 e 0 momento angular obtemos:

_1 3 (ZGMDJ ~17 d*w ( L jz GM,
- 2| ==
| 2c°\ r’ d¢’ r’ r’

36M, 1) d’w 1) GM,
1- 2 St 1m0
c” r)A\d¢° r L
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3GM, 1\d’w 3Gm_ 1)1 GM,
l=— cH il o=
c® r)de¢ c® r)r L
d’w 3GM_ d’wl 1 3GM, 1 GM,
2 2 ; t————% 3 =z%ero
de c®” d¢°r r ¢ r L

d’w _d'wl 1
2—A 2—+——A—2—B=zero
de d¢°r r r

d’w d’w 5

2—A 2w+w—Aw —B=zero
de d¢
d’w d’w 5

2—A 2w—Aw +w—B=zero
d¢ de¢

Onde temos:

3GM, GM
A= B

c2 L

A solugao da equacéo diferencial 19.95 é:

wzi[l—gcos(¢Q+¢o)]:>w =L[1—8cos(¢Q)].
&ED &ED

Onde consideramos @, =zero
Portanto o raio é dado por:

1 &D &D
r=—=—————->-S>r=——————
w 1—€&cos(dQ) 1—£cos(¢Q)

Onde &€ é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.

d sen 2 2
Derivando 19.97 obtemos —— = Osen(¢o) e & "2” _9 cos(¢0)
d D d¢ D

Aplicando as derivadas em 19.95 obtemos:

19.95

19.96

19.97

19.98

19.99

}—Bzzero

d’w d’w 2
—A wW—Aw +w—B=zero
d¢2 d¢2
Q cos(¢Q)_AQ cos(¢Q) 1 [1—8cos(¢Q)]— f.z [1_gcos(¢Q)]2+i[1—€COS(¢Q)]—B:ZGrO
D D &D €D &D
0* cos(¢Q)_ AQ" cos(¢o) [l—Scos((/ﬁQ)]— A [1—28003(¢Q)+82 cos’ (¢Q)]+[L—LSCOS(¢Q)
D £n? e°n’ & &
chOS(¢Q)_AchOS(¢Q)+AQZCOS(@)SCOS(m)_
D &’ eD’
A A A 2 2 i_i —B=
ppeny +W2€cos(¢Q)—€2D28 cos (¢Q)+€D gD€cos(¢Q) B=zero
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2A AQ’cos’ Acos’ A 1
COS Q2 —=1|+ o co2s (¢Q)— cosz(¢Q)_ — +——B=zero
o D D eD*  &p
2n AQ’cos’ Acos’ A 1
coslpo)( _AQ° 2 ), AQ'cos’g) Acos’le) A 1 B_ .
AD €D AD AD Ae’D® AeD A
2 2 2 2
1 1 1
cos Q" 1 +Q 0052 (¢Q)_cosz(¢Q)_ 1, _B ero
"o o a D D €D’ AeD A
2 2 2
2 1 1 1 B
Lz(@)(@z_m&(@ e i L P 19.100
D D A & & A) €D’ neD A

O coeficiente do co-seno ao quadrado, pode ser considerado nulo porque Q=1 e D? & um niimero muito
grande:

2
M(Qz—l):zero 19.101
D

Resultando da equacao 19.100:

2 2
—cos(m)(Q——Q—+i 1}— ! , 1 B 19.102

- 5+ ————=zero
D A & & A) &€D° A& A

Devido a unicidade desta equacdo 19.102 devemos ter uma Unica solugao que anule simultaneamente o
paréntese e o resto da equagdo, ou seja, devemos ter uma solugdo Unica para ambas as equacoes
seguintes:

0> 0* 2 1 1 1 B
-4+ ———=7zero e —_——Ft———=7zero 19.103

A & & A £’D* neD A

Estas equacdes podem ser escritas como:

1 1 1(1 2

[a=b]=>=-—=—|=-= 19.104
A & 0°\a e
1 1 ¢DB

a=c]>———="F 19.105
A & A

1 1 L. . ,
Nestas o termo comum a =——— deve ter uma Unica solugéo por isso temos:

A e
1(1 2)_eDB

b=clm —|—-=|= 19.106
o*\a &) &

Com 19.96 e o momento tedrico obtemos:

3GM, GM, EDGM,
=—->* B= I’ = &DGM, EDB = =1 19.107

c 12 L
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Esta aplicada em 19.105 e 19.106 resulta em:

a=c 1 .2
A & A
[b:c]:iz(i_ij:l
Q°\A &D A

- = =-1,80.10" =zero
& 55.442.955.600,00

De 19.109 obtemos Q:

1(1 2) 1 , 2, 2 3GM,
— | =2 === ?=1- st =12

o°\A &) A D & c’
Esté aplicada em 19.104 resulta em 19.110:
1 1 1(1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
=S| TP =N T |- =—"=>-——_=2z€ero
A & Q\A &) A e (1_2AJA &) A & A

£D

De 19.112 temos:

6GM 6l6,67.107" \1,98.10%°
:\/1— ( )( ) =0,999.999.920.599

O=,1-—+
edc’ (55.442.955.600,00)3.10°)

Que corresponde a um avango do periélio de Mercurio em um século de:

ZA(I):A(I). 415,79=(l—1j. 1.296.000,00.415,79=42,79"
Q

Calculado dessa forma:

Em uma volta trigonométrica temos 36 0x60x60=1.296.000,00" segundos.

O angulo ¢ em segundos percorrido pelo planeta em uma volta trigonométrica é dado por:

1.296.000,00
Q

$0=1.296.00000=¢=

Se 0>1,00 temos retrocesso. $<1.296.000,00.

Se 0<1,00 temos avango. ¢ >1.296.000,00.
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A variacdo angular em segundos em uma volta é dada por:

=1'296'OOO’OO—1.296. 000,00= 14 1.296.000,00.
Q Q

Ag

Se A¢g < zero temos retrocesso.

Se A¢g > zero temos avanco.

Em um século temos 415,79 voltas que fornecem uma variagcao angular total de:

ZA(I):A(I). 415,79 = 11 .1.296.000,00.415,79=42,79
Q

Se ZA(I) < zero temos retrocesso.

Se ZA(I) >zero temos avango.

§20 Inércia

Imagine em um universo totalmente vazio, um ponto O’ que seja a origem do referencial do
observador O’. Na hipdtese de o referencial estar em repouso ou em movimento retilineo uniforme as ondas
eletromagnéticas esféricas emitidas com velocidade ¢ por uma fonte situada em O’ sera observada por O’
devido a lei de inércia exatamente esférica e com velocidade ¢ portanto, o movimento retilineo uniforme e o
repouso sao indistinguivel um do outro permanecendo em ambos os casos valida a lei de inércia. Para o
observador O’ as equagOes da teoria eletromagnética descreverao a propagacao exatamente como uma
onda esférica. A imagem de um objeto situado em O’ serd sempre centrada no préprio objeto e um raio de
luz emitido de O’ permanecera sempre retilineo e perpendicular as ondas esféricas.

Imagine agora um outro ponto O que seja a origem do referencial do observador O que possui todas
as propriedades inerciais descritas para o observador O'.

Obviamente dois pontos imaginarios sem nenhuma forma de interagdo entre eles permanecerao
individualmente e no conjunto atendendo perfeitamente a lei de inércia mesmo existindo um movimento
retilineo uniforme entre eles, s6 observavel, devido a presenga de ambos os referenciais que
individualmente se observardo em repouso estando em movimento o outro referencial.

As propriedades destes dois observadores sdo descritas pelas equagbes de transformacdes
relativisticas.

Observagao: um universo infinito é aquele em que qualquer ponto pode ser considerado o ponto
central deste universo.
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§21 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,79” calculado com a Relatividade Ondulatdria

Supondo ux=v

(2.3) u'x'= u.>2<—v = VZ_V =>u'x'=zero
- v
c o c® c
ux=v ux'=zero
2 2 2
(1.17) de'=de 1+2 - 2VUX — gp 14V _2VV s gpimgt 12
c c c® c c

12 R V2 ] 2
(1.22) dt= dt'\/1+v—2+2"# =dt' 1+V—2+2V—2(O) =dt=dt 1+
C (e} C C (e}

2 2
dt'=dt, [1-% dt=dt' [1+¥5
(e} (e}

> 2
c c
_ v' — v
7T A— =V
2 2
1+ 1=
c c
dt >dt' v<v' vdt =v'dt'
_ _ﬁv _‘71 . _‘71
(1 33) V= = > —=>vVv= -~
] | J | ] 1 ]
\/1+VZ+2V%X \/1+V2 +2V§O) 1+5
c c c c c
(1.34) ¥'= — = — ==
v°  2vux v 2vv v?
I+ 453 1-=
c c ct c
=V —=—X
v¥ e
1+ _v
c? c?
F=rr=—7" '=—rr=-r |f|=|f‘1=r
dr=drtr+rdr=—dr dr'=—drr—rdr=-dr
rdr=drrr+rrdr=dr rdrf'=—drrr—rrdr=—-dr
- A R 2 2
godr _def) dr, do; vz:ﬁ;:(gj +(rd_¢>)
dt dt dt dt dt dt

gl _dlri) :{£f+rd—¢é) V== (ﬂf +(rd—¢)2

at’ dat'

21.01

21.02

21.03

21.04

21.05

21.06

21.07

21.08

21.09

21.10

21.11



2 2 2.\ .
3-dvV _ d’F d(rzr) er_r(d_(f’j Sy 2£d_¢+r_d‘/z¢
dt dt? dt dt dt dt dt dt

L_dv _d’P_drf)_ | dr _ (d(bj ,dr df 2¢(3
dt' de?  dt? ac? \ae dt‘dt’ dt'2

e ¥
2
l_
e
_é.:d(—v'):d( v |_atd| v |_[.vd|l @
dat' dt'ul_v dt' dt \/1_‘,2 ¢ dt| || v
2 2 2
c c c
2 i 2 = 2
F=-Vo Vo1 o vdv g dl v
at' c (1 v) c” dt dt c
2
> i > 2=t
/ % 22 2(_
at' c (1 vj c” dt 2 c c” dt
2t
_G—_dv'_ 1+V'22 1 | .h de_ﬁ 1 dv v
dt' ¢’ (v c” dt v dtc
&’ 'z
2 [ 2| -
21— dv l+V'2 1 . l—— 1__ dv sz
dt' c (1 Vj\/ \/ v2 dt c
2
c
_o__dv'_ l+V'22 1 _ (l de_x7+ dv v
dt' c 2\, c”)dt dt c
v
c
-ma _ —m, av'__ m, l_(l V\d?_'_ dv v
= - v
Jat  dte
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F'=—m'3'= —ma — —In, dv'
2 2 1
\/1+V'2 \/1+V'2 dt
c c
= m I_ v \dx? dv v
F=———l1-5 |+ . =19.06)
c Jdt dt c

~ _ — hed] 2 v v —k A =
Ek=jF' .(—df')=jF.df=J' To d—V(—df')=J' Mo 3[1 v |dv,,dv v df=I—kr.dr
2 dt S P Jatdec? =
\%4
147 2
C

myv'dv' m V2 V2 -k
E =|—F :I 2 3|_(1 CzdeV"'VdV? zj?dr

_(mv'dv' ¢ mvdv v: v [—k
Ek_ ] — e} (l 2+—2 —J.?dr

c
mv'dv' myvdv mv'dv'  mvdv _ —
E, J' —J' 3:j —Xar dE, =—p—=—% =—Kar
3 . 3
I 1+ (v
c 1-- o2 1-—
c c
2 mc
Ek=moc2 l+—2=°—=£+constante
c ,1_L2 r
2
c
|2 C
ERszc2 1+V—2—£=constante ERZL—Ezconstante
c© r l—V—Z r
2
c
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E,=—f———-==mc + 7 _K E,= fC —£=m002
l_LZ r 2 r . f o
¢’ e
E GM GM
1 _ER2+ k 1 g="ta e k2: LU
\/1_ vi mc® mcr mc mc®  mc c
2
3
1 ==}{-F2%;L 1 3 ::(}{_quéL)
_v r v )2 r
c l_§
f=EX§=rfxfg£f+rggé}uggggxé%u3ggé
dt dt dt dt
I=FX¥=Fx——L _=prpx———1L l_( dr p rd¢¢) —#rzd—(p(fx(!;):rz%ﬁ:
v \/vaz dt"” T dt' 14v? dt' dt
2 2 2
c c c
L =r2d—¢]2 =Lk = constante L—rzd—¢
dt dt
dEk—mOV av' _ movdv3 _—];dr=_—]2<rdf
v' 2\, I r
7
c
C;Etk:fﬁz m, gﬁ%_—_fg“ﬁ __];:f{;
( 2)2 t r° dt
1=V
2
c
ﬁ: ma 3:—_]2<f
S
T2
c
2 2
ﬁ: m, er_r(d_¢) F 4 2£d_¢+rd¢ ¢2\ :__kf
2 |Lat® \at dtdt  dt’ r’
c

2 ~
F.= T (Zdr d¢+rd€ p=zero
\"dtdt  dt
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dg_ L dr__ dw d’r _—I d’w d*p _ 21 dw

== ar_—Ldw 21.32
dt r? dt dg dt? r? d¢’ dt? r*de
- _72 2 o -
Fo M j f;dw_ %H[:_J;r 21.33
(1—sz2Lr d¢* \r r
c,2
1 (-pdw_1)_-GM,
( Zjé r’ d¢¢ r’ r?
C,2
1 (d2w ;I—f}j —GM,
3 2 2
(1_‘/2)2 d¢ r\r r
C2
2 M
— 3 —dpg+l =G2° 21.34
d¢" r) L

3 2
(H+Al) (ﬂ lszMo 21.35

2 2
M
gaw plisadwl, sl G

d¢ r de’ r r

2 2
HM+HW+3AMW+3AW2— Glgo =zero
d¢’ d¢’ I
M M
H=—2 a=—k G _GM p="% 21.36
mcC mcC mcC c L
d°w d°w 2
H=—+Hw+3A=—w+3Aw —B=zero 21.37
dg’ d¢’
w=L=-"L[l+ecos(po) dw _ ~0senlgo) d'w _=0'codgy) 21.38
r &p de D dgr D
—0*cos(g0) 1 —0*cos(go) 1 1 ’
H—+H—[1+€cos(¢Q)]+3A——[l+£‘cos(¢Q)]+3A{—[1+£‘cos(¢Q)]} —B=zero 21.39
D £D D £D £D
2
—QZHM+HL+HL€COS(¢Q)—3Q—AM[1+€COS(¢Q)]+% +2€cos(¢Q)+€2cosz(¢Q)]—B=zero
D & €D £D D £D
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_o’H COS(¢Q)+HL+H COS(¢Q)_ 30°A COS(¢Q)_3Q2A COS(W)gcos(¢Q)+
D D

&ED D &ED D ED
+€32§2+8%22 (92) €3§ po)-5=zero
2
ot 1 pcoson) g% cods0) ., cos(6a),
D &ED D ED D D
2
+-32A +6A cOS(¢Q)+3ACOS2(¢Q)—B=zero

€D ep D D
_ycosld0) , , coslp0) 307 coslgo) , 6a coslpd)

D D &ED D &ED D

2
—30%2 50 (¢Q)+3ACOS 2(¢Q)+HL+ =4
D? D eD €D

5 —B=zero

eD &) D D e €D°

2 2
(—Q2H+H—3Q A +6—A\cos(¢Q)+(—3Q2A+3A)7COS 2(¢Q)+Hi+—3A —B=zero

2
(_3Q2A+3A)7CZZE€Q) (QH+H BQA 6A\COS )+H 1 + 3A Bzzero

e eD ep) 3aD 3AeD 3A€D° 3A

=Zero

(-p7jcoseR) ( oH, H_Q* 2\cosl¢gQ), H . 1 B
7 p2 3 3a e0 D) D 3AeD €D 3A

cos’(¢o)
o’=1 (l—QZ)—2¢Q22ero

D

2 2
(QH H_ O 2)coslf), B 1 _B_, .,

34 3A &D €D ) D 34€D €°D° 3A

—COS(¢Q)=zero:> A, 1 _B_,ero

D 3AeD  €D° 3A

_? 2
—COS@Q);&zero: QH+i Q +L=zero
D 3A 34 & &D
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2 2
3A 34 &D &D

la= b]:>_+L:L(H L2 2)

34 & *°\34A &D
2 ER ITZOCZ
o°=1 H= > 2—1
mc” mc
[a:b]ji.kL_l(i.Fi):L:zero
& 1\3A &D ED

0°\3A ¢&b) 3A
EDGM__ €DGM
EDB=—— °—
L SDGMO
b=clot(f42)-1
0°\34 &) 3a

H n 1
3AED

~B —zero
£D° 34

[a=c]= L+ 1 =£DB
34 e 3a

EDGM, _€DGM, _
oo =

L' eDGM,

EDB=

111

[a=c]=>-1
34 & 3A &ED

=Zero

6a
ED

O*=H+

Q=Q(H) O retrocesso € fungdo da energia positiva que governa o movimento.

H= 2: Q 2:1
moc mOC

1 1 1.2 1

3A &D n 6A \\3A &D ED

0? 1+6—A Retrocesso

&ED

[a= b]:>—+—:m( += j:——zero

&ED

2
3A8D( QH H Q )—zero
3A 3A &ED ED

e e 22 Gl
mc’ c?

—Q’HED+HED—Q?3A+6A=zero
—0X—3A+£D)-3A+€D—0BA+6A=zero

0%3A—0%€D+ED—Q*3A+3A=zero

—Q’€D+ED+3A=zero

3A82D2(L+ 1 _éjzzero
346D  €°D? 3A

HeD+3A—¢eD(eDB)=zero

HeED=—-3A+¢€D

Q2:1+3_A

&ED

Este retrocesso ndo é governado pela energia positiva.
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G=
v
1+
c
s_dv_d|_ —v |_dt ( / vi d| =7
dt dt o2 | dtde c? dt' e
\/H ; L\/H \/H ;
c c
= v V2 -1 V'2 |
a:E: l__2—|2 . l+—2
c (1+V) c dt c )]
e
12 -1
5_dv _ 1_v_2—_1 sl 2P 2 2(2v'av'
a_dt_ 2 ) v 2 2 '
c (1+vj dt c c” dt
2
~_dv vi o -1 v'2 av' 1 av' v'
o V|V e L ar
1++ v
C c2
= 2 2 g 12 13
Gdf_ v =1 |1 \/1+V—2d—v\/1+v—2- 1 a7
2 12 2 ] 2 v
dt c (1+v2) \/14_‘/"2 c” dt C \/1+v'2 dt'c
c c c

dt c’ 2\, c”)dat dt'c
(1+"2j
c
e mA _ m dv_ -m 3|_(1+v'2)dv ,dv'vz'}
\/1—"2 \/1—"2 at  _epll Jar are
CZ C2 l+?
F=ma= ma =T dv
2 dt
1-Y_ \/1__‘7
\/ c’ c’
Fro_ —T . (1+V'22)dv ,adv' vz'
2\ c”)dt dt'c
(1+2)
c
f moé —_ mO d‘? Fl _mo 3 (1+ jdV |dV \%4
5 dt' dt'
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czjdt'

Ek=jﬁ.df=jﬁ- .(—df')zj o dffdfzj —m, [[“V'Z\dx?'

B, J'deV mv'dv' (1 v szj —k

3k 2 2
1_7 ,2 5 C C
2 1+—
c

_mvdv _

adv' V' - _J'—
A% —dr')=
g CZ}( -[=

mv'dv' _—k

E, J'monV J'monV

3
_v v )2
\/1 Cz (l+ j
c?
/ —mc
E, ——mc 1—— ——+constante

—I_?];dr dE, =

\/1_‘72
2
C

- 2

, —mcC

E.=—-mc 1—V_2—£:constante Eg=—p——-—
c” r v

R

22 r
1+
c?

ﬁzconstante

r
1+ 5
C
2 2 2
—mc mvv -
Ep=—rC Ko _p o2y = _k E,= mocz—ﬁ_—mocz
] r r oo
1 Vz 1+(OZ
C C
— E
1 - k1
V' mc mc"r
\/“ =
e B Aok _GMm _GM,
moc2 moc2 moc2 c
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21.59

21.60

21.61



p=rXi_nk =200
dt' gt
1
dE;, = Tpvdv =Y v —_];dr_%rdr

%:ﬁv g |
dt'
l:_,"_ moa'

B 2 N> T r
1_L Vl 2
= [-+%)

_k ~Adr'_k s
[T g S E STV
dt' r* dt' r

_|d’r d¢ dr d$  d°¢ k.
3{ {dt'2 r(dt”r (dt’dt’ dt'2j¢} r’

_ 24 .
¢ U draer at
1+
( 0)
2
Fr———m (dzr_f(d_cﬁj S ko
f_ ; l2 ] - 2
. 2|‘dt dt r
=
2
. —GM_.
l dg r(d_¢) f— GZOr
2 >l dt! dt' r
d¢ _ L' dr __ndw d’r _—1¥ d'w
' r’ at'’ do dt”  r* def
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d’¢ _ 21" dw

dt”

r d¢

21.62

21.63

21.63

21.64

21.56

21.65

21.66

21.67

21.68

21.69



1 a? LA 1|_6M,
2 3 d¢2 r L'Z

2
1+7
( czj
1Y g%w , 1) _GM
—(H+A—) e
r)\d¢g® r) L'

2 —
(H”Alj dw,1)_~CH,
rAd¢° r r

g CXrH= Li3adw W1+3A—:_G12\40
d¢ r d¢’ r r
d Wy Hy +3Ad W =zero
T ag dg’

H= ER2 A= GZ\ZO

mc c

d’w

H—+Hw+3A—w+3Aw +B=zero
dg’ dg’

w=l_1 dw _—0sen(¢Q)
T [1+ecos(@o)] o -

= L'2

GM

d’w _—0’cod¢o)

d¢’

D

HMH%[Hgcos(m)]ﬁAMﬁﬁgcos(¢Q)]+3A%[1+gcos(¢Q)]}

_o2pcosle) 1,1 cos 3QACOS( ) cos
0%H ; +H€D+H8D8 (p0)- o [l+6‘ (¢Q)]

2

21.70

21.71

21.72

21.73

21.38

21.74

+2€co s(¢Q)+6‘Zco SZ(¢Q)]+B=ZGI‘O

_Q2HCOS(¢Q)+HL+HCOS(¢Q)—3Q2A COS(¢Q) 3Q2A COS(¢Q)€COS(¢Q)+
D

D ED D ED D ED
" 3A 3A 2£COS(¢Q) 3A
ED E D

(¢Q)+B=zero
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o cosl#0) 1 coslpn) 30°acos(go) .z, coslg)
D

D D D €D D?
34 6acos(@o) ., cos(¢o)
+ > 2+ +3A > +B=zero
&p® eb D D

_gcosido) ,  coslpn) 3P cos(p)  eacoslpo)

D D & D e D

2 2
—3Q2ACOSDZ(¢Q)+3ACOSDZ(¢Q)+H$+€32‘;2+B=zero

30°A , 64 \cos(¢0) 2 cos’¢Q) , ., 1 , 3A , ._
—O°H+H +24 +l30?a43a)08 ) b 1 +B=zero
( ep ep) D ( D eD £D°

2 2
—3 2A+3A)7COS(¢Q)+(— 2y 30°A 6A)cosO) , p 1, 3 B _ .
( 0 3AD? 0 eD  &D) 3AD 3AeD 3A€°D* 3A

2 2 2
(l—QZ)COS(¢Q)+(_QH+i—Q—+L\COS(¢Q)+ H , L 4B _sero 21.75

p? 34 3A €D &) D  3aeD €D’ 3a

2
2 cos (¢Q)_
0°=1 (o) SRS NPy 21.76

D
2 2
(_QH+i Q +L\COS(¢Q)+ A4 212+£=zero 21.77
34 34 & &) D  3aeD D% 3a
—COS(¢Q)=zero:>—H + 212+£=zero
D 34eD  €D? 3A
2 2
cos(¢o) );tzero:>_QH+i Q12 —zero
D 34 3A & &D
—0°H H ©°, 2 H 1 B
La A LY < sero +——+==zero 21.78
34 3A & €D 3AeD €D 3A
[a:b]:i+i:i2(i+i) [a=c]=> L =_€DB 21.79
34 ep O*\3a D 34 e 3A
)
st poBe_me o= 0G0 _EDGH, _,
mC mC ' EDGM,
[a:b]:i+L:;(£+L):L:Zem N T S S N S
34 &0 1\34 &) D 34 €D 3A €D
[bzc]:lz(i+i)=——€DB 21.80
0°\3a D 3A
EDGM, €DGM
EDB= o= o] 21.81
¥  &DGM,
[b:c]:i(i+i):—i 0*=—p-04 21.82
0°\34 &D 3A D
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Q:Q(H) O avanco é funcao da energia negativa que governa o movimento.

2

E —
g=_tr _TMC __ 4 Q2:—(—1)—6—A:>Q2:l oA Avanco
mc*  mc? &D &D
p=plm =iy lo 1 (-_1+Aj:,Azzero
3A D (1_6}&) 3A &p) D
&D
E M
H=—% A:Gl‘;’o B=G o
mc c L
—0°H H ©*, 2 H 1 | B
+= +—=—=zero + +—=zero
34 3A & &b 3AeD €°D% 34
2 2
3A8D( OH H_ O, )-zero 3A82D2(L+ 1 +ﬁjzzero
34 3A eD 8D 3AED €£D? 3A
—Q°HED+HED—Q*3A+6A=zero HED+3A+€D(eDB)=zero
EDGM, _ €DGM,
EDB= =1 HED=-3A—&D
*? €DGM
—QA~3A—€D)-3A—€D—-Q3A+6A=zero
0?3A+Q%€D—€D—Q?3A+3A=zero
0%€D—€ED+3A=zero Q2=l—3—A
&D
Este avanco ndo é governado pela energia negativa.
—O’HED+HED—Q*3A+6A=zero
—Q4~3A—€D)+HED—-Q3A+6A=zero
0?3A+Q°€D+HED—Q?3A+6A=zero
O?€D+HED+6A=zero 2=—pbA
&D
2 2
( QH- = Q \COS¢QX* A 4 1 +B —zero
34 3A eD €D ) D 3AED €°D° 3A
2
3A82D2( QH 2O 2NCOS(¢Q)+ H + 1 +£ =zero
34 34 e &) D 346D €D° 3A

e Y 2 212 212 212
gD( O’H3AED , H3AED _O%3AED , 2.3AeD \cos(¢0) | H3AE'D?  3A€'D* | B3AED? _

3A 3A &b &b ) D 3A&D £°D? 3A

eD(-Q*HeD+ HED—0%3A +6A)M+H8D +3A+€D(eDB)=zero
D
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DGM DGM E. —-mc?
gDB:g G ozg G ° =1 H= R —_ o7 —_
¥  eDGM, mc?  mc?

8D(-Q2H€D+H8D —-0%3A +6A)%(¢@—€D +3A+éD=zero

(~o?HeD +H€D—Q23A+6A)&(¢@+3—A=zero
D eD

Q134
ED

H8D+H€D (1 3A)3A+6A coslé0) ,3a__ .,
D D D

—HeD +H€D—+H8D 343234 +6A)M+3—Azzero
D D D

&ED &ED

( HED+H3A+HeD—3A+247 +6A)M+3—A=zero
D

H3A+ +3A\COS¢Q)+3—Azzero
) D ED

2
H= ER :_moc =—1
2 2
moc moC

(—3A+ 94° +3A) cos(¢0)  3a_ .

D D &D
2
9i—COS(¢Q)+3—A=zero —COS(¢Q)+L:zero
& D €D D 3a
(—Q2H5D+H8D—Q23A+6A)M+3—A=zero
D &D
Q2:1_6_A
€D
[—(1 6AngD+HeD (1 6A)3A+6A}&@@+3—A=zero
D D D &D

H8D+H8D—+H8D 3a+3204 +6A)M+3—A=zero
D

- : :
-

2
Hep+ HoA+ Hep—3a+ 188" yga)cosP0) 38 _
e ) D e

(H6A+ 18a° +3A\COS(¢Q)+3—A:zero
D ) D e
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2
B _—mC

H= =-1

2 2
mc® mcC

(—6A+ 184° +3A) coslgo) , 34

=zero

&ED D ED
QL{(—3A+18A2\COS@@)+§é}zzero
34 ep) D D

(_1+6_Aj&(¢@+L

=zero
&D D &D

—@réé)ggiga+;L=zero
D D D

(-0?HeD+HED—0%3A+6A coslg) 32 _ .,
D

&ED
2

Q2:l H= ER __moc —
mc®  mc?

(gD—gD—3A+6A)M+3—A=zero

D &ED
GAﬁEEﬁ%2+§é=zero
D &ED
0?=1-04 0?=1

&ED

—=Zero
D &ED
coslgd) 1 o
D &ED
3A

_peodod) 1

g?=1-==

D
‘— 2SS\ s(¢0) +L| << }L os(go) +L| << }L oslgo) +L|
D eD D &D D 34
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Energia Newtoniana (Ey)

S e =zero
dt r° myr m,
dag_ 1 dr__,dw d’r _—L' d’w d’p _ 217 dw
dt r? dt dg dt? r? d¢’ dt? r*de
’ 2
9| 4 L2 2kl 2PN sero
dg) r° myr m
’ 2
dw) 1 2k 1 2Bu_,. .,
dp) r° mI°r mL
’ 2
dw +% 2k2 1 Y=zero
d¢ r* mIL r mL

dw 2 2k 2Ey

+w oW ;—Zero
de¢ m,L m,L
2FE
= 2k2 y= %
m, L m,L
2
dw +w2—xw—yzzero
d¢
— 2 —0?
w=L=L [+ ecos(po] g _~0serigo) dy =0 cosf0)
r &D de D dag¢? D

[—QL“WT+{L[1+Ms(m)]}z-xi[mcos@@)]- y=zero

D &ED &ED

g—i[l—co sz(¢)Q)]+ 521D2 [l+2€co s(@o)+€co sz(m)]—xg%—xg%eco s@0)-y=zero
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2 2
Q——Q—cosz(¢Q)+—l +—2
D?> D? £p®  €D?

0 _pcosio0), 1
D? D? £°D° €D

cos00)_cos100) , 2 cosigo)

. 2 coslp0) , cosp0) _x

D? D? &b

oojeoston, (2 Jeoded) o, 1 _x

D? D

(L_chos(m)_i_i_i_ 1

F5/) D D? &°D?
(A_X):zem
£D
X= 2k
m.I?

2 2]<::>

L—xzzeroéxz—:

&D & mI?

D% | €°D° €°D’x

+ —&D’y=zero

D?  &D* €D

£2+1—-eDx—€’D*y =zero

8Dx=8DL:>8Dx=2
ED

&2 41-2— %ZEN =zero

1_1(_g
a SD(l 8)

D &D D
_x_coslp) ...
D? eD D
2.
—XCOS(¢Q)+Q—+L—i—y=zero
D D? &D* €D
2
Q 1 = —y=zero
D? &D* €D
2\cos’(¢0)
hop?)eos @), o
D
—y=zero
L+L—£—y=zero
D?> &D? &D
2F
y=—17
m,L
GM_ m
L 25 o 2=epim,
& mlI?
gZDZYZSZDZ 2EN :gZDZ 2EN :2‘€DEN
mI? meDGM, Kk
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§22 Deformacao espacial

t:t—'2 >t
l__l[,
C2
t=t+t,=—L—+-L =2L_ 1 =2
c—-v cH+v c(l_vzj c
2
C
2Ll
2
t=2L__1 ____¢ -=>L=I'[1-2 '>1

c V2 c?
1-v] v
( CZ] \/ c?

Que ¢ a deformacgao espacial.

Sendo o comprimento L’ em repouso no referencial de O’ maior que o comprimento L que esta em
movimento com velocidade v em relagao ao referencial de O.

Agora calculemos para o Observador O’ a distancia d'=vt' entre O <> O':

d=vt'=v
c
Desta obtemos a velocidade v: d'= vﬂ =>v= czd" .

Agora calculemos para o Observador O a distancia d =vt entre O<>0':

d=vt= v(t:L +t2) = vi%

t2)

2
c
2
Desta obtemos a velocidade v: d = vi% >v= @(1—12) .
c (l_vj 2L C
2

A velocidade v é a mesma para ambos 0s observadores por isso temos:

v:cd:gg@—%g
2I' 2L c

2
Onde aplicando a relagdo L =1',/1— obtemos:
c
v 2 2
Cz‘g =—¢qd [1—12):d'=d,/1—v—2 d>d'
2L'\/1—V < <

Onde as distancias d e d’ variam de forma inversa as distancias L e L’.
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No geral teremos de 14.2 e 14.4:

of1-vux) a1+
d=—1—=57 ou d= <
1-% 1-V
2 c2
d'[1+"(9)}
Ux'=zero d= c d= d
1-v 1-V
c c
d@+vg
L I d= C
ux'=c =
2
1=z
d'[1+ V(_ZV)}
ux'=-v d= 02
1=
d[l—v(;/)}
Ux=v d'= 02
1=
d(l—vg)
ux=c d'= CZ
l_L
CZ
d[l-v(g)]
ux=zero d'= ‘i d'= d -
1—? 1—?
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§23 Curvatura do Espaco e Tempo

As variaveis com linha t',v', x', y', ', etc... Sdo as utilizadas no §21.

Geometria do espago e tempo no plano xy—y 1 x.

y=£(x)

et y=fs=[aF a7
jds’zf(ct')

dx=cdt' dy=ds'=+/dr' .dr'
f=xi+y3=ct’f+jds’3 F=x'i+y']
df=dxi+dyj=cdt'i+ds'J dr'=dx'i+dy'J

dr=L-9L =X g4+ ¥ gy
r r r

= A~ A I ~ I A A A = A~ U A
g=df _dx;, dVs cdt's, ds's 7,3 gr=dl’ _dx'; AV’
de' dt' de'? de' T dt de' de'” dt!
d '
ax o Y _ds'_ c=vcosQ v'=vsen@
dt' de' dt'
dy ds' ,
tg(P:Q:dt':dt'zlds' dy_d(dyv\_1 d(lds’)zldzs'
dx dx ¢ cdt' dx? dx\dx) cdt'\cdt') c?de?
dt’
G=G+7" G=ci F=v'J
5=dv_dc  dv' dC _zero av _dv'_,z_z
dt' dt' dt' dt' dt' dt'

ds’=dr.dr=(axi+dyfdxi+dyj)=(cati+ds Jfcati+ds 3)=dx’ +dy’ =c’dt*+ds"”

ds=+/c’dt'*+ds" ds'=ds’—c*dt'
2 2
v=-dS - cz+[%j =vJc*+v'? >c yr=ds’ (ﬁ) —c?=yvi-c’

at’ dt’ at'

115/117



d
K= d_(p —p=Z curvatura tedrica
s
d’y 1 d%s
d 2 2 ’2
tg(p:ﬂ (p:arctgﬂ dp__ dx —=—=C dt -
dx ax dx dy 1(ds'
1+ —= 1+—= p
dx c \dt
1.d%s
c’ dt”
2
de 1+l[ds’j 1d’
_d9_dx__ cA\dt') _ A dt”?
ds ds 2 2T
dx \/1+12(ds'] L Ll(asY [
C dt' CZ dty
1ds'd’s’  1gdy
ds' _ds'd@_ g d@__ ctdt'de”? _ o dt’
dat’ dt'ds ds N 2 2 o
{le[ds” (1+ j
co\dt' c
1 sadv’ 1 av’
= - 0 2 ] — da 2 r
V'sz'd_: c dt3 K:_(P: c dt
S 12 E ds =y2 \2
(1+V2 j (1+V2 )
c c
myvdv  myv'dv' k kK A =
dE, = = S=—";dr=—>rdr’ 21.56
l_Lz 12 \2 r r
= ()
c
2 —
C ”rdV'
m ==v
dEk:HI r— OCZ dt': k "df': k "‘71
dt' ,2% r?dt' r?
(%)
c
dE, - _ 0 -
L=p' v'=moc2v'@—£2r '
dt’ ds r
f'zmoczd—z%f g=0__x > 12 3
s r ds mc'r
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“Embora ninguém possa voltar atras e fazer um novo comeco,
qualquer um pode comecar agora e fazer um novo fim”
(Chico Xavier)
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