DETERMINAREA SOLUTIILOR ECUATIILOR DIOFANTICE
2069-2080

CIRA OCTAVIAN

REZUMAT. In acest articol ne propunem si determindm solutii
pentru ecuatiile diofantice 2069-2080.

1. INTRODUCERE

Functia care asociaza fiecdrui numar natural n pe cel mai mic nu-
madr natural m care are proprietatea cd m! este multiplu lui n a fost
consideratd de prima data de Lucas, [3], in anul 1883. Alti autori care
au considerat aceastd functie in lucrdrile lor sunt: Nueberg (1887) [4],
Kempner (1918) [2]. Aceastd functie a fost redescoperitd de Smaran-
dache, [5], in anul 1980. Functia este notatd de Smarandache cu S
sau cu 7, iar in site-ul Wolfram MathWorld, [10]], se noteaza cu . in
acest articol am adoptat notatia n a lui Smarandache din lucrarea [7].

In monografia [7], Smarandache prezinta o listd de ecuatii diofan-
tice referitoare la functia . Fie m,n € N* fixati si x,y € N necunos-
cutele. Ecuatiile diofantice 2069-2080 cu functia 1 sunt:

(2069) n(m -z +n) ==z,

(2070) n(m -z +n)=m+n-x,
(2071) n(m - x +n) ==x!,
(2072) n(z™) = 2™,
(2073) n(x)™ = n(a"),
(2074) n(m - x +n) =n(x)?,
(

(2075) n(z) +y = x + n(y) , unde x si y nu sunt prime.

(2076) n(x) +n(y) = n(x +y), unde x si y nu sunt prime gemene. In
general functia n nu este o functie aditiva.

(2077) n(z +y) = n(z) - n(y) . In general functia n nu este o functie
exponentiala.

(2078) n(x - y) = n(z) - n(y) . In general functia 7 nu este o functie
multiplicativa.

(2079) n(m -z +n) = z¥,

(2080) n(x) -y = = - n(y), unde z si y nu sunt prime.
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2. ALGORITMUL KUMPNER

Functia n : N* — N*, n(n) = m, unde m este cel mai mic numar
natural care are proprietatea cd n il divide pe m!, (sau m! este mul-
tiplu de n) este cunoscuta in literatura de specialitate ca functia lui
Smarandache. Valorile functiei, pentrun = 1,2,...,18,sunt: 1, 2, 3, 4,
5,3,7,4,6,5,11,4,13,7,5,6, 17, 6 obtinute cu un algoritm ce rezulta
din definitia functiei n, dupd cum urmeaza:

Programul 2.1.

n(n) =|form=1.n
return mif mod(m!,n) =0

Acest algoritm nu poate fi folosit pentru n > 19 pentru cd nume-
rele 19!, 20!, ...sunt numere cu mai mult de 17 cifre zecimale si in
modul clasic de calcul (fara o aritmeticd a preciziilor arbitrare [9]) se
vor genera erori de trunchiere.

Kempner, [2], a dat un algoritm pentru a calcula pe 1(n) folosind
factorizarea clasica p{* - p3? - - - p* cu numere prime a lui n, si baza
de numeratie generalizatd ()}, pentru i = 1,s. Solutii partiale
pentru algoritmul de calcul a lui n(n) s-au dat mai devreme de Lucas
si Neuberg, [8] .

Prezentam algoritmul lui Kempner, [2], de calcul al functiei lui
Smarandache 7. Pentru inceput definim sirul recursiv a; 1, = p-a;+1
cuj = 1,2,...8ia; = 1, unde p este un numadr prim. Acest sir de
numere constituie baza de numeratie generalizatd a lui p. Deoarece
ag =p+1,a3 = p* +p+1,...se poate demonstra prin inductie ca
aj=1+p+...+p =@ —1)/(p—1) pentruVj > 2.

Valoarea lui v, astfel incat a, < a < a,1, este dat de formula

(2.1) v=log, (1+alp—1))],

unde |- | este functia parte intreagd inferioard. Cu ajutorul algoritmului
lui Euclid putem determina sirurile unice &; si r; dupd cum urmeaza

(2.2) a = Ky,-a,+r,,

(23) Ty = Ky—1-Qp_1+7Ty_1 3

(2.4)

(2.5) Ty—(A—2) = Ky—(A=1) " Qu—(A—1) T Tu—(A-1) ,

(26) Tv—(A=1) = Kp_x GQp_) .
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adicd, pand cand restul r,_, = 0. La fiecare pas x; este partea intreaga
a raportului 7;/a; i r; este restul impartirii. De exemplu pentru pri-
mul pas avem x, = |a/a, ] sir, = a — K, - a,. Atunci avem

A
(2.7) n(p*) =(p—Da+ k.

In general pentru

(2.8) n=py-pytpge,

valoarea functie 7 este data de formula:

(2.9) n(n) = max {n(pi*), n(ps*), ..., ()} ,

formula ce o datordm lui Kempner [2]].

Remarca 2.2. Daca n € N* are descompunerea in produs de numere
prime (2.8), unde p; sunt numere prime astfel incat p; < p; < ... <
ps, iar s > 1, atunci algoritmul lui Kempner de calcul al functiei n
este

2.10 n) = ma ‘(a ) , ~(a ) ,
( ) n(n) X{pl Lpy ] 1) D2 2(p0] 03]

o b <as“’“><ps>} ’

unde prin (o), intelegem cd numarul a este “scris” in baza de nu-

()
meratie generalizatd p (notatd ay,)) si este “citit” in baza de numeratie

p (notat 3¢, unde 3 = ayy), [6), p. 39].

3. PROGRAME

Programul 3.1. Functia care numara cifrele in baza de numeratie p a
luin
neb(n, p) :=|return ceil(log(n,p)) if n > 1

return 1 otherwise
unde functia utilitara Mathcad ceil(-) este functia parte intreaga su-
perioara.

Programul 3.2. Program pentru generarea a bazei de numeratie ge-
neralizatd a lui p (notata de Smarandache [p]) pentru un numar cu
m cifre
a(p,m) :==|fori € l.m

pr—1

p—1
return a

a; <
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Programul 3.3. Program de generarea a bazei de numeratie p (notatd
de Smarandache (p)) pentru a putea scrie numérul o
b(a,p) :=|return (1) if p=1
fori € 1.ncb(a, p)
bi — pi—l
return b

Programul 3.4. Programul determina cifrele bazei de numeratie ge-
neralizata [p] pentru numdrul n

Nbg(n,p) :=|m < ncb(n,p)

a < a(p,m)

return (1) if m =0

foriem..1

n
c; < trunc | —
Q;

n + mod (n,a;)
return c

Programul 3.5. Program pentru functia Smarandache
n(n) :=|return” Err. n nu este intreg” if n # trunc(n)
return”Err.n <17 1fn <1
return (1)if n =1
f+ Fa(n)
p f
o f@
for k =1.rows(p)
Mk < Pr - Nbg(aw, pr) - b(a, pr)
return max(n)

Acest program apeleaza programul Fa(n) de factorizare cu numere
prime. Programul foloseste remarca 2.2 a lui Smarandache referitor
la algoritmul Kempner.

Programul 3.6. Programul de generarea numerelor prime pana la L
cu ajutorul ciurului lui Atkin.

Atkin(L) :=|eprimy, « 0

A < floor(\/L)

forgel.\

VL — 72
fork € 1..ceil (TJ>

n « 4k* + 52
m < mod(n, 12)
eprim,, < —eprimy, if n < LA (m=1Vm=25)
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VI =7
fork € 1..ceil (TJ>
n < 3k? + 52
eprim,, < —eprim, if n < L Amod(n,12) =7

/L + j2
fork e j+1.ceil <%)
n <+ 3k* — 52
eprimy, < —eprim, if n < L Amod(n,12) = 11
forkeb 7 .\

forj=1,3, é if eprimy,
eprim.pz < 0
eprim, < 2
eprims <— 3
j<+<3
forn €35, ..L
1f eprim,,
prime; <—n
j—Jj+1
return prime

Programul 3.7. Programul de factorizare a unui numar natural.

Acest program foloseste vectorul numerelor prime p care este ge-
nerat cu ciurul lui Atkin, [1]], cel mai rapid program de generare a
numerelor prime pand la limita precizatd. Apelul ciurului lui Atkin
se face cu secventa:

to = time(0)

p:= Atkin(10®) last(p) = 5761455 prast(p) = 99999989

t1 = time(1) (t1 —to)sec = 82.88sec .

Fa(m) :=

return "m =" m?” > ca ultimul p*”) if m > (Past(p))’
Jg+1
k<0
fe
while m > p;
if mod (m,p;) =0
k<« k+1
m
m < —
DPj
otherwise
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f < stacklf, (p;, k)] if k>0
j—7+1
k<0

[« stack[f, (p;, k)| if k>0

return submatrixz(f,2, rows(f),1,2)

Programul 3.8. Program de calcul al valorilor functiei  pentru nume-
rele naturale pana la 10°.
ValFS(N) :=|VFS; «+ 1
forne2.N
VFS, < n(n)
return VES

Apelul acestui program va genera un vector care va fi salvat ca un
fisier de tip prn. Astfel vom putea folosi acest fisier pentru rezolvarea
ecuatiilor diofantice. Cu ajutorul functie Mathcad time s-a contorizat
timpul de generare al vectorului VF'S.

N :=10°% ty = time(0) VFS := ValFS(N) t; : time(1)
(t1 —to) - sec ="1:7:32.623" - hhmmss
WRITEPRN("VFESprn”) :=VFS last(VFS) = 1000000
Pentru informare se afiseaza ultimul indice al vectorului V' F'S.

4. REZOLVAREA ECUATIILOR DIOFANTICE

4.1. Ecuatia (2069). Pentru cdautarea solutiilor vom citi fisierul V F'S.prn
cu ajutorul functiei Mathcad READPRN

VFS := READPRN("..\VFS.prn”) last(VFS) = 1000000

unde comanda last(V SF) ne indicd ultimul indice al vectorului V F'S.

Generarea fisierului V' F'S odata si citirea fisierului generat in do-
cumente Mathcad care determina solutii ale ecuatiilor diofantice face
ca sa rezulte o mare economie de timp de executie a programului de
cautare a solutiilor.

Programul 4.1. Programul de determinare a solutiilor ecuatiei (2069).
Ed2069(am,, by, @y, by, g, by) =S <= ("m” "n” "a”)
u < last(VFS)
form € apy,..by,
formn € a,..b,
forx € a,.b,
n<«<m-x+n
g n<uANVFS, =z
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‘S « stack[S,(mn x)]if q
return S

Apelul programului se face prin secventa:
ay =2b, =10 a,:=10b,:=10 a, :=10b, :=16
Numarul total de cazuri verificate este:
(b — am + 1)(bp, — ap, + 1)(by — ap + 1) = 1440 .
Apelul programului Ed2069:
to : time(0) Sol := Ed2069(am,, by, an, by, az, by) t1 := time(1)
Timul de executie in secunde si numarul de solutii rezulta din:
(t1 —tg)-s=0.011-s rows(Sol) —1 =36

Pentrum € {2,3,...,10},n € {1,2,...,10} siz € {1,2,...,16} cele
36 de solutii ale ecuatiei diofantice n(m - x + n) = x sunt:

m|n| x| | m|n| x| |[m| n| X
20 4| 4 41 77 71 5| 5
2] 4] 6 4| 8| 4 7| 5|10
21 5|5 4110 5 7| 6] 6
21 5|10 411010 70177
2| 6| 6 5| 4| 4 7| 8| 8
2077 5/ 5] 5 8| 5|15
21 919 5/ 6| 6 8| 7| 7
2110 5 51 717 81 9] 9
3] 5| 5 5/ 9] 9 91 7 7
3| 7| 7 6| 9| 6 9110110
3| 7|14 610 5| |10| 7|14
3| 8| 8 71 3| 6] |10{10] 5

Valoarea maxima a solutiilor x este 15.

4.2. Ecuatia (2070). Pentru cdautarea solutiilor vom citi fisierul V F'S.prn
cu ajutorul functiei Mathcad READPRN

VFS := READPRN("..\VFS.prn”) last(VFS) = 1000000 .

Programul 4.2. Programul de determinare a solutiilor ecuatiei (2070).
Ed2070(apm, by, @n, by ag, by) =S < ("m” "n” 7x”)
u < last(VFS)
form € a,,..by,
forn € a,..b,
forx € a,..b,
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n<—m-x+n

g<n<uANVFS,=m+n-x

S <« stack[S,(mnx)]if q
return S

Apelul programului se face prin secventa:
Ay =2b, =20 a,:=1b,:=20 a,:=10b, :=16
Numarul total de cazuri verificate este:
(b, — @ + 1)(by, — ap + 1)(by —a, + 1) = 7220 .
Apelul programului Ed2070:
to : time(0) Sol := Ed2070(a,, by, an, by, g, by) ty := time(1)
Timul de executie in secunde si numarul de solutii rezulta din:
(t1 —to) - s =0.853-s5 rows(Sol) —1 =14

Pentrum € {2,3,...,20},n € {1,2,...,20} sixz € {2,3,...,20} cele
14 de solutii ale ecuatiei diofantice n(m - x + n) = x sunt:

m|2|4/4(6/6|8|10(12|12|14|16|18|18]|20
n/1/1|{1/1}1 /1) 1} 1} 1111 1|1
x|4(2/6(4/8|6[|12|10|14|12|18|16|20]|18

Valoarea maxima a solutiilor z este 20.

4.3. Ecuatia (2071). Pentru cdautarea solutiilor vom citi fisierul V F'S.prn
cu ajutorul functiei Mathcad READPRN

VFS := READPRN(..\VFS.prn”) last(VFS) = 1000000 .

Programul 4.3. Programul de determinare a solutiilor ecuatiei (2071).
Ed2071(aum, by, Gy by, Gy, by) =15 <= ("m” "n” "z”)
u < last(VFS)
form € ap,..by,
formn € a,..b,
forx € a,..b,

n<«<m-x+n

g+ n<uAVFS, =uz!

S < stack[S,(mnx)]if q
return S

Apelul programului se face prin secventa:

Ay =2b, =15 a,:=10b,:=15 a,:=10b,:=19
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Numarul total de cazuri verificate este:
(b, — @y + 1) (b — @y, + 1) (b — az + 1) = 3990 .
Apelul programului Ed2071:
to : time(0) Sol := Ed2071(am,, by, an, by, g, by) ty := time(1)
Timul de executie in secunde si numarul de solutii rezulta din:
(t1 —tg)-s=0.02-s rows(Sol) —1 =24

Pentrum € {2,3,...,15}, n € {1,2,...,15} siz € {1,2,...,19} cele
24 de solutii ale ecuatiei diofantice n(m - x + n) = x sunt:

m 2 2 2334455 7 8910
n |=|3 10 12 79 4 6 1 3 15 12 9 6
T 3 3 3333333 3 33 3

10 11 11 11 12 12 13 13 14 14 15
15 3 12 15 9 12 6 9 3 6 3
33 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Valoarea maxima a solutiilor z este 3.

4.4. Ecuatia (2072). Pentru cdutarea solutiilor vom citi fisierul V F'S.prn
cu ajutorul functiei Mathcad READPRN

VFS := READPRN(..\VFS.prn”) last(VFS) = 1000000 .

Programul 4.4. Programul de determinare a solutiilor ecuatiei (2072).
Ed2072(apm, by, @n, by ag, by) =S < ("m” "n” 7x”)
u <+ last(VFS)
form € a,,..by,
forn € a,..b,
forx € a,..b,
n < x™
qg<n<uAVFS, =za"
S < stack[S,(mnx)]if q
return S

Apelul programului se face prin secventa:
G =2bp, =9 a,:=2b,:=9 a,:=2b, :=10
Numarul total de cazuri verificate este:
(b, — @ + 1)(by, — ap + 1)(by — @z + 1) = 576 .
Apelul programului Ed2072:
to : time(0) Sol := Ed2072(am, by, an, by, az, by) t1 := time(1)
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Timul de executie in secunde si numarul de solutii rezulta din:
(t1 —tg)-s=0.11-s rows(Sol) —1 =12

Pentrum € {2,3,...,9}, ne€ {2,3,...,9}siz € {1,2,...,10} cele 12
de solutii ale ecuatiei diofantice n(2™) = 2" sunt:

3

I

SN
DO DD W
W N W
JCH CRT
Ot DN Ot
DN LW Ot
BN O
SN
N W O
INGICIPN |
N =
CRIJCIEN

Valoarea maxima a solutiilor = este 7.

4.5. Ecuatia (2073). Pentru cautarea solutiilor vom citi fisierul V F S.prn
cu ajutorul functiei Mathcad READPRN

VFS := READPRN("..\VFS.prn”) last(VFS) = 1000000 .

Programul 4.5. Programul de determinare a solutiilor ecuatiei (2073).

Ed2071(am, by, an, by, @z, by) =S < ("m” "n” 727)
u < last(VFS)
form € a,,..by,
forn € a,..b,
forx € a,.b,
g 2" <uN(VES,)™ =VFSn
S < stack[S,(mnx)]if q
return S

Apelul programului se face prin secventa:
am =2b, =9 a,:=2b,:=9 a, :=2b, :=25
Numadrul total de cazuri verificate este:
(b, — am + 1) (b, — an +1)(by —ay + 1) = 1536 .
Apelul programului Ed2073:
to : time(0) Sol := Ed2073(aum, by, an, by, s, by) ty := time(1)
Timul de executie in secunde si numarul de solutii rezulta din:

(t1 —tg)-s=0.014-s rows(Sol) —1 =20
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Pentrum € {2,3,...,9},n € {2,3,...,9}sixz € {2,3,...,25} cele 20
de solutii ale ecuatiei diofantice 7(z)™ = n(z") sunt:

m 2222222 222 2 222

n |=|2333444 455 5 566

T 2236 368245810 15 4 5
222 3 3 3
6 775 67
10 4 72 2 2

Valoarea maxima a solutiilor x este 24.

w N

10.
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