Functiile lui Smarandache — proprietati elementare

Prezenta Notad este rezultatul unei selectii din materialul
trimis Redactiei de citre Minh Perez, Rehoboth, NM, SUA.

Functia Smarandache apare in literatura matematicd cu mult timp in urma (date
istorice pot fi gdsite in J. Sandor - The Smarandache function introduced more
than 80 years ago! Octogon Mathematical Magazine, 9 (2001), no. 2, 920-921).
F. Smarandache redescoperd si cerceteazi aceastd functie gi are meritul de a fi
generat un curent de preocupdri in privinta acesteia.

Definim functia Smarandache S (n) pe multimea N* prin: S (1) = 1, iar pentru
n > 2, S (n) este cel mai mic numér natural pentru care S (n)! se divide cu n.

In cele ce urmeazi, sunt adunate o serie de proprietiti ale functiei Smarandache
si ale unor generalizéri ale ei.

1. Daca p este prim, atunci S (p) = p. Reciproca este adevdratd? (Anthony
Begay)

Solutie. Daci p este prim, atunci 7! nu este divizibil cu p pentru r < p. Pe de
altd parte, p! se divide cu p si, cum este cel mai mic numéir cu aceastd proprietate,
rezultd cd S (p) = p. Reciproca nu este adeviratd: ldsand la o parte cazul S (1) =1,
cu 1 neprim, avem contraexemplul S (4) = 4. Pot fi g#isite alte contraexemple?

2. Dacd n este liber de pdtrate, iar p este cel mai mare factor prim din descom-
punerea sa, atunci S (n) = p. (Leonardo Motta)

Solutie. Fien = a-b- ... p descompunerea in factori primi a lui n, unde
a <b< -+ < p. Atunci p! contine in scrierea sa toti divizorii primi ai lui n, deci
S (n) <p. Pentru r < p, observdm c& r! nu se divide cu p, deci S (n) > p. Rdméane
cd S (n) = p, ceea ce doream.

In particular, S (n) = p = n < g (deoarece in scrierea n = p - ¢, avem ¢q > 2)
q
(T. Yau)

3. Dacd p este prim, atunci S (pP) = p*. (Alecu Stuparu)

Solutie. Deoarece S (p”) trebuie s& se dividd cu p, iar p este prim, rezultd ci
S (pP) trebuie s4 fie un multiplu nenul al lui p, fie acesta k,. Mai mult, fiindcd S (p)
se divide cu pP, trebuie si avem k, > p (se vede c& p (p — 1)! se divide cu pP~L dar
nu si cu pP). Atunci p? este cel mai mic numéir al cirui factorial se divide cu pP, de
unde concluzia.

Aseminitor pot fi definite a doua i a treia functie Smarandache: Sz (n) este cel
mai mic numdr natural pentru care S (n)!! se divide cu n (unde m!! este produsul
numerelor nenule cel mult egale cu m, de aceeagi paritate ca si m); S (n) este cel
mai mic num&r natural pentru care Sz (n)!!! se divide cu n (unde m!!! este produsul
numerelor nenule cel mult egale cu m, care dau acelagi rest ca si m la impéartirea cu 3).

4. Daca n > 3 este un numdr par liber de pdtrate, iar p este cel mai mare factor
prim din descompunerea sa, atunci So (n) = 2p. (Gilbert Johnson)

Solutie. Fien=2-a-b-...-p,cu2 < a < b < --- < p numere prime. Daci
Sa(n) =2p — k, unde 1 < k < 2p, atunci (2p — k)!! nu se divide prin p. Evident c&
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Cp)l=2-4-...-(2a)-...-(2b) - ... - (2p) se divide la n gi, cum este cel mai mic
numér cu aceastd proprietate, urmeaza concluzia.

5. Fie p numdar prim impar; sd se determine Ss (pk+2), unde p =2k + 1. (Ivan
Godunov)
Solutie. Ca in rezolvarea problemei 3, se aratd c& Sy (p = p2.

6. Dacd n este multiplu nenul al lui 3, atunci Ss(n) este tot multiplu de 3.
(K. L. Ramsharan)

Solutie. Fie m = S5 (n); dacd m nu ar fi multiplu de 3, atunci m!!! = m (m — 3) -
-(m —6)... nu s-ar divide nici el cu 3 si atunci m!!! nu se divide cu n. Rdmane c&
S3 (n) este multiplu de 3.

k+2)

7. Sd se rezolve ecuatia diofanticd Ss (x) = p, unde p este un numdr prim.
(Gilbert Johnson)

Solutie. Pentru p prim fixat, vom determina numéirul de numere naturale z
astfel incat Sy (x) = p. Avem ci p!! se divide cu z, iar p este cel mai mic intreg cu
aceastd proprietate. Cum p este prim, z trebuie si fie multiplu de p.

a) Dacd p = 2, atunci z = 2.

b) Dacd p > 2, atunci « este produsul dintre p si o combinatie de 0, 1 sau mai multi

dintre factorii 3, 5, ... , p—2. Notand k = p=3

factor (z = p), C} solutii cu doi factori (z =p-3,p-5, ... , p-(p—2)), C} solutii cu
trei factori etc. Numdrul total de solutii este cel mult egal cu CQ+CL+---+Ck = 2k,

, avem C} = 1 solutie cu un singur

Recreatii ... matematice

Solutiile problemelor enuntate la paginile 15 si 26.

1. Inldturand segmentele marcate se obtine o figurs formats | |
din trei patrate. -+

2. Cu o tdieturd ficutd in veriga a treia obtinem trei buciti de lant formate din
o verig#, doud verigi si patru verigi. In prima zi cilitorul plateste o verigd; a doud zi
d& bucata formatd din doud verigi si ia inapoi o verigé; a treia zi di hangiului veriga
izolatd; a patra zi dd bucata din patru verigi si primeste ca rest celelalte trei verigi
de la hangiu; a cincea zi d4a iardsi veriga izolatd; a sasea zi dd bucata din doud verigi
si ia veriga inapoi; in sfarsit, in a saptea zi d& hangiului i veriga riimass.

Agadar, este suficientd o singurd in lant pentru a putea fi ficutid plata convenits
zilnic.

3. Iatd interpretarea corectd a calculului efectuat: daci existd o solutie in R a
ecuatiei z2 — x + 1 = 0, aceasta poate fi —1. Egalitatea 3 = 0, obtinutid punand
x = —1 in ecuatie, aratd cd —1 nu este solutie si, deci, ecuatia nu are solutii in R.
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