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Sinopsis. La conexion afin representa el elemento geométrico mas primario, del que derivan todas las otras magni-
tudes que caracterizan a una determinada geometria. En este articulo se estudia el concepto de conexioén afin, sus
propiedades y las magnitudes que de ella se derivan, asi como algunas de las conexiones que se han utilizado en
teorias fisicas. Se investiga la relacion entre la conexion afin y el tensor métrico. Todo este estudio se encuentra
dirigido a su aplicacion en teorias de la gravedad alternativas a la Teoria General de la Relatividad y en las teorias de
campo unificado.

Abstract. The affine connection is the primary geometric element from which derive all other quantities that characterize
a given geometry. In this article the concept of affine connection, its properties and the quantities derived from it are
studied, we also present some of the connections that have been used in physical theories. We introduce the metric
tensor and we study its relation with the affine connection. This study is intended for application in alternative
theories of gravity to the General Theory of Relativity and to the unified field theories.

1.- Algebra tensorial
Un espacio es un conjunto de infinitos elementos a los que llamamos puntos, cada uno de ellos definidos por
N ntimeros reales independientes entre si, a los que llamamos coordenadas del punto. Impondremos la condicion
de que el espacio sea continuo, es decir que si un punto tiene coordenadas x* existen otros puntos con coorde-
nadas x* +dx*,donde dx* sonvalores infinitesimales, es decir que «infinitamente cerca» de un punto existen
infinitos puntos. Al nimero N de coordenadas necesarias para identificar a cada punto se le llama dimension del
espacio.
La representacion de los puntos del espacio por sus coordenadas no es unica. En efecto, es posible definir
nuevas coordenadas relacionadas con las antiguas por & funciones

x"'=x"(xk) @)
o bien *

axlr
dx'"=—"——dx"=4]dx",
x

donde suponemos que la transformacion es invertible, o sea que el jacobiano o determinante de la matriz 4, es
distinto de cero, debiendo existir por tanto la relacion inversa

dx" = ﬁxk
ox'

dx'* =B/ dx'*.

Vamos también a exigir que las funciones (1) sean derivables y con suficientes propiedades de regularidad.
Esta operacion de cambio de coordenadas nos permite definir los elementos basicos que operan en un
espacio, como son, entre otros: vectores, tensores, escalares y espinores. Un vector es un ente geométrico que
puede venir definido por N nimeros v*, llamados sus componentes contravariantes, y que estan relacionados
con el espacio de tal forma que al hacer un cambio de coordenadas (1) estas componentes se transforman segiin

* En lo que sigue utilizaremos el criterio de sumacion de Einstein.
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V=4,
es decir se transforman con la misma ley que las diferenciales de las coordenadas. Otra posibilidad es que el
vector venga definido por un conjunto de N niimeros v, , llamados sus componentes covariantes, que ante el
cambio (1) se transforman como

Vi, =B/v,.
Hay que advertir que un vector viene expresado por las componentes contravariantes o por las covariantes. No
obstante, y como veremos mas adelante, es posible definir un vector de orden dos, como es el caso del tensor
métrico, que nos sirva para «subir o bajar los indices», es decir establecer una correspondencia entre las compo-
nentes contravariantes de un vector y sus componentes covariantes. En este caso el vector viene definido tanto
por unas como por las otras componentes, pues ambas se encuentran relacionados entre si.

Debemos distinguir entre el vector simple y el campo vectorial. En el primer caso se trata de un vector
definido en un inico punto del espacio. En un campo vectorial nos encontramos con un vector definido en cada
punto del espacio, lo que significa que las componentes del campo vectorial son funciones de las coordenadas.

El concepto de vector es facilmente generalizable para alcanzar el concepto de tensor. Por ejemplo, un
tensor de segundo orden contravariante es un ente matematico definido por N> componentes 7?7 que se
transforman en un cambio de coordenadas (1) por la ley

rrk _ qr 4k, pgq
1" =4,4,1"".
El concepto de tensor se puede generalizar tanto en su orden como en su caracter, sea éste covariante,

contravariante o mixto. Por ejemplo, las componentes de un tensor de segundo orden mixto se transforman
segiin
t,P=AB,t".

Al igual que lo sefialado para los vectores, cabe hablar de un tensor definido solamente en un punto del
espacio o de un campo tensorial, en este caso sus componentes son funciones de las coordenadas.

Se definen los escalares como entes matematicos ligados con el espacio y definidos por un solo niimero que
no varia cuando se hace un cambio de coordenadas, o sea, es invariante. Puede existir un campo escalar,
entonces el nimero que lo define depende del punto del espacio que se considere, pero estos niimeros seguiran
siendo los mismos al realizar un cambio de coordenadas.

Facilmente se pueden definir operaciones tensoriales como la suma, resta, multiplicacion y contraccion. Esta
ultima consiste en igualar dos indices, uno superior y otro inferior y luego sumar respecto a ellos. La contraccion,
por ejemplo, de un tensor de cuarto orden tres veces contravariante y uno covariante ¢ qup €s un nuevo tensor
de segundo orden ¢*”

trrkp — Ztrrkp — tkp .
r

Noétese que es importante el orden en que estan colocados todos los indices de las componentes de un tensor, no
solamente los indices que estan en la misma linea, sino los indices contravariantes respecto a los covariantes. En
realidad lo que hay que distinguir es el orden entre los indices contravariantes (o entre los covariantes), pero en
el caso en que se defina un tensor de segundo orden para bajar y subir indices, entonces los indices contravariantes
se pueden convertir en covariantes y viceversa, por ello es también necesario conocer el orden de un tipo de
indice respecto a los del otro tipo. Debemos también notar que de un tensor dado se pueden obtener varios
tensores contraidos que, en general, seran diferentes entre si. De nuestro ejemplo anterior también se pueden
obtener los tensores contractos ¢, y 1 p’kp :

Es posible combinar el producto con la contraccion, operacion especialmente util para los vectores, denomi-
nandose en este caso producto interno o escalar. Para los vectores de componentes v y w, su producto
escalar sera v¥w « » donde como es habitual se sobreentiende la suma respecto a los indices repetidos, a los que
se les llama indices mudos.

Una ecuacion cuyos dos miembros sean tensores de igual orden y carcter es una ecuacion invariante, es
decir, que la relacion entre sus miembros se mantiene cualesquiera que sea el sistema de coordenadas elegido.
Y viceversa, si encontramos una ecuacion invariante tal que uno de sus miembros tenga caracter tensorial,
podemos concluir que el otro miembro también sera un tensor y de iguales caracteristicas.

Un tensor asimétrico, por ejemplo de segundo orden (¢, #1t,,), siempre se puede descomponer en parte
simétrica Lik) y antisimétrica ![ik]

2 http://vixra.org/abs/1410.0160
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ik =lw)> e =~ )
definidas por
L(ik) =1/2(t +14) Uik] =1/2(t) ~t4y)
de tal forma que
Lik =Ly T[]
Las partes simétricas y antisimétricas de un tensor son a su vez tensores y se transforman de forma indepen-
dientes entre ellas. Si la ley de transformacion del tensor considerado es
se comprueba que también se cumple

1
v _LY(pppa P pa _pPpd
f(,-k)—z(Bi Bit,, +B B, ’pq)_Bi By t(pq)

donde se han intercambiado los indices mudos p y ¢; e igualmente obtenemos
1 _pPpd
=87 Bitpg)

lo que nos muestra la independencia en la transformacion de las partes simétricas y antisimétricas de un tensor.
Estos resultados se pueden extender a un tensor de cualquier orden y caracter.

Se puede generalizar la simetrizacion y antisimetrizacion a tensores de un orden mayor que el segundo, asi
para un tensor covariante de orden n tendremos

1 1 m
T(ij....k) _ET{U“”]‘} > T[ij....k] _a(_l) T{z‘j....k}

donde { ij... .k} representa la suma de todas las permutaciones posibles y m es el nimero de permutaciones a

los que hay que someter a los indices del tensor 7 para llevarlos al orden inicial 7}.... 4.
Se le llama traza de un tensor de segundo orden mixto a

Tr(aki):a,i

es decir, la suma de los elementos diagonales. La traza tiene la propiedad de ser invariante frente a cambios de
coordenadas, en efecto

ri\_ g0 _ 4ipq, P _, P _ p
Tr( )=t = Ayl =1, =Tr(1,”).
El concepto de traza es extensible a cualquier tensor que tenga componentes covariante y contravariantes.

Sea T,,” un tensor antisimétrico definido en un espacio de N dimensiones y ¥, es un vector definido por
Vi = 1/ (N-1)T,," , entonces el tensor admite la siguiente descomposicion

Ty =Wy +0 V=0,V
enelque J7,," es untensor de trazanula 7, =0y J; es la delta Kronecker que como veremos (epigrafe 5)

€s un tensor mixto.
Si T;,” fuera un tensor simétrico, la descomposicion seria

Ty =W, +0[Vi+6,V;
donde ahora tenemos la definicion V', = 1/ (N +1)T,," . Esta descomposicion se puede generalizar a tensores de
otros ordenes.

2.- Conexiones y derivadas
Cuando un espacio euclideo (o sea, el espacio ordinario, ver epigrafe 15) esta expresado en coordenadas
curvilineas, las derivadas parciales de las componentes de un vector 0, v ¥ no tienen propiedades definidas de
transformacion, por ello es necesario introducir el concepto de derivada covariante del vector. Sea el vector

v=v‘e , siendo e, los vectores basicos, al hallar la derivada de v se obtiene
ov* oe
dv=dv'e, +v'de =—dx'e, +v —%Ldx’,
r r
ox 0x

como cualquier vector se puede poner como una combinacion lineal de los vectores basicos, entonces

oe, s
r :rkr es
ox

http://vixra.org/abs/1410.0160 3
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siendolos I',,* unos coeficientes a determinar. Por lo anterior queda que la derivada de un vector en un espacio
euclideo es

de(@rvs+kakrs)dxreszDrvsdx’es, )

llamandoa D,v* las componentes de la derivada covariante del vector v .

Para obtener una definicion adecuada de diferenciacion en un espacio genérico no euclideo, nos guiaremos
por (2). Con esto queremos indicar que la definicion que daremos de derivacion se reduce a la obtenida en la
geometria euclidea. Teniendo esto presente, definimos la derivada covariante de un vector por los siguientes
requisitos:

a) La derivada covariante de un vector es un tensor de segundo orden.
b) Si el campo vectorial tiene de componentes contravariantes v* las componentes de la derivada covariante es

la expresion
k
k_Ov sk _ kst k
Dy'=——+vT, " =0,v" +vT, 3)

’ k ax . / .
donde los simbolos I' ;," son las componentes de un campo —normalmente sin caracter tensorial—al que llama-
mos conexion afin o simplemente conexion.
c¢) La derivada covariante cumple la regla de Leibnitz de derivacion de un producto.

d) En el caso de un campo escalar f la derivada covariante es idéntica a su derivada parcial

D,$=0,9.

Una serie de aclaraciones exige la anterior definicién. Como I S,k no es en general simétrica respecto a los

indices inferiores, se podria haber definido la derivada covariante por

DvF=6 vk +vr, f 4)
donde se ha invertido el orden de los subindices de la conexion con respecto a la usada en (3). Como demostra-
remos mas adelante, si (3) es un tensor también lo es (4), o dicho de otra formassi T’ S,k es una conexion, también
lo es su traspuesta T’ rsk =T Srk . (4) representa una derivada covariante diferente de (3). El uso de una u otra
definicion es indiferente, pero debe indicarse cual de las dos se esta usando. Es posible construir una geometria
diferencial donde se usen simultaneamente ambas derivadas covariantes, incluso se puede hacer una definicion
mixta de ambas derivadas.

Es importante saber el orden de los indices de la conexion. En nuestra definicion el indice contravariante o
superior se encuentra en tercer lugar. También es arbitrario el orden que se elija, pero dado un orden debe
mantenerse en los calculos sucesivos. Se podria también representar la conexion por las siguientes expresiones:
Frks y rk ¢ - La diferencia entre una u otra surge cuando se baja el indice superior, ya que en este caso si es
significativo el orden del indice contravariante

Es posible definir una derivada covariante sin exigir el cumplimiento de los apartados c¢) y/o d). Entonces
seria necesario utilizar dos conexiones: una para la derivada de las componentes contravariantes y otra para la
derivada de las componentes covariantes.

En esta situacion también seria posible la definicion de la derivada de un tensor, siguiendo para ello la similitud
con lo deducido en la correspondiente derivada de un tensor en un espacio euclideo.

Notese que de nuestra definicion de derivada covariante no se puede obtener la expresion de la conexion, por
esta razon estos simbolos se convierten en un elemento basico que debe ser indicado para definir el espacio. El
establecimiento del campo de la conexidon nos permite efectuar la diferenciacion de un campo vectorial o tensorial
y a partir de estas operaciones obtenemos un conjunto de tensores que describen las caracteristicas y propieda-
des del espacio.

Es facil deducir la derivada covariante de un vector con componentes covariantes, para ello partimos de

_ .k
p=u"v,
donde ¢ es un escalar como se deriva de la leyes de transformacion y »* es un campo vectorial arbitrario.
Teniendo en cuenta el apartado d) de la definicion de derivada covariante

D, (ukvk) =v,Du*+u*D,v, :ar(ukvk) =v,0,u" +u*o v,
utilizando el valor ya encontrado de D u* entonces

uk(Drvk —-0,v, +vsl"k,s):0

4 http://vixra.org/abs/1410.0160
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dado el caricter arbitrario de u* se encuentra
_ s
Dyvy=0,v,-v,I'y, ®)
que es la expresion buscada.
Si la derivada covariante se hubiera definido por (4) entonces en vez (5) hubiéramos encontrado
n _ N
D, =0,v,-v,I', .
El proceso lo podemos continuar para hallar la derivada de un tensor de segundo orden con componentes en
forma covariante. Partimos para ello del escalar
_r k
¢ =uv trk
donde "y v* son dos campos vectoriales arbitrarios. Haciendo uso de un procedimiento igual que el anterior
se encuentra

— N N
Dptrk _aptrk _trsrkp _tskrrp .
Para terminar pongamos la expresion para el caso de la derivada covariante de un tensor de segundo orden con
componentes mixtas

k k k s K k
Dt =08, =1 ,"T, *+1,°T .
Como ya indicamos es posible definir una derivada mixta, es decir la que utiliza tanto la definicion (3) como
la(4)
a s s
Dptrk = aptrk _trsr pk _tskr rp -
expresion que recibe el nombre de derivacion covariante de Thomas.

Como antes dijimos es posible definir dos conexiones, una de ellas a utilizar en la derivada de un vector
contravariante como en (3) y la otra para definir la derivada de un vector covariante

ov

_ k ~ s
Drvk __r_vsrkr

ambas conexiones deberan ser usadas cuando se calcula la derivada de un tensor que tenga indices covariantes
y contravariantes. Definimos unos simblos de tercer orden

s _ s 1~ S
Ckr _Fkr _Fkr ()
que al ser la diferencia de dos conexiones es un tensor, como veremos en el epigrafe 3. Con este sistema de dos
conexiones podemos calcular la derivada covariante de la delta de Kronecker

D,6}=0,0)+6,T -6l > =T I-T /I
es decir
C,'=D,o}.
Si C,,” es distinto de cero no queda definida la derivada de un escalar. Asi, por ejemplo, para ¢ =v, u'
Dyp=0;9+Cy v,
la situacion se resuelve si
Cix t=C;0; (7
o bien
Ci t=Cy 5!
donde C, es un vector covariante, al que daremos el nombre de vector de Schouten, entonces
Dip=0,0+C¢
expresion que conserva el caracter lineal de la derivacion covariante de un escalar, pero no cumple la regla de
Leibnitz.
(7) significa una condiciéon que deben cumplir las dos conexiones I' y I". En efecto, si contraemos (7)
repecto a s y k'y luego respecto a s e i obtendremos
s 1~ s\ _ s s
Ci :1/4(rsk D ), Ce=Tys Ty
lo que nos establece la relacion entre las dos conexiones
r ks —4sts erks —41",”5.

N

http://vixra.org/abs/1410.0160 S
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Por lo visto en este epigrafe podemos definir en un mismo espacio cuatro conexiones diferentes

A

s, s, s, K}
1—‘rk’ 1—‘kr’ 1—‘rk’ r/cr
que generaran derivadas covariantes distintas.

3.- Ley de transformacion de las conexiones
Si bien la definicion de derivada covariante no permite definir la conexion, si le impone severas limitaciones
y esto es asi por la condicion de tensor que debe poseer la derivada covariante, lo que establece la relacion de
transformacion que debe cumplir la conexidn asociada al espacio.
Ante el cambio de coordenadas (1) la derivada covariante de un tensor toma la forma

Drrvr k — avrv!k + vrs rrsrk (8)
que al ser un tensor debera cumplir la siguiente ley de transformacion
r o1k k
DV'* =Bl A Dy’ ©)
Como
g Ox! 0

o' v

r

k gk gk
- E(ASVS)zB;ASjvS +B]4ko v*
desarrollando (8) y aplicando (9)
DV  =BJASv® +BJAL0 v* + ANV * =BPA{D v =Bl A0 v +BFASYT )
y dado que el vector de componentes v* es arbitrario, resulta tras la simplifiaciéon
'k kot ' k
1—‘ri :BipB;’gAtrsp _BI'JB;EAS]
que es la ley de transformacion de la conexion.
Es posible una ligera simplificacion de la anterior expresion. El segundo sumando del segundo miembro se
puede poner como
ox’ ox® o%xh o [ax' ox'* o/
ox'" ox'" ax*ox’  ox’ | ox'" ox* )ox'’
donde hemos sumado una expresion que es idénticamente nula por serlo la derivada del paréntesis que es el
simbolo de Kronecker, & rk . Desarrollando se llega a
2 1k
_B/BSA* :a_xsax
Presy rraLri s
ox'"ox"" Ox
con este resultado la ley de transformacion de una conexion frente a un cambio del sistema de coordenadas
queda

i k
-B/Bi 4} =

k
:B:iAs

r k _ pqps 4k p s 4k
U, " =B/B,A,l' " +B,A. (10)
Cualquier campo que ante una transformacion de coordenadas cambie como (10) es una conexion. La anterior

expresion se puede tomar como la forma mas general de definicion de una conexion. Notese que si la transfor-
macion de coordenadas es lineal B;; =0 y entonces la conexion se comporta como un tensor.

4.- Propiedades de las conexiones
Aunque sin caracter tensorial en general, cualquier conexion puede descomponerse en parte simétrica y
antisimétrica
Lyt =T+
donde volvemos a utilizar el criterio de que los paréntesis redondeados representan simetrizacion y los cuadra-
dos antisimetrizacion, y que son definidos por

r(m)"zé(rmhrsi")

k_Llin & k
T = 2(r,s r,b).
Sus leyes de transformacion son diferentes, de tal forma que la parte antisimétrica se transforma como un tensor
de tercer orden, algo que no ocurre con la parte simétrica. Esto viene a significar que las partes simétricas y

6 http://vixra.org/abs/1410.0160
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antisimétricas no se mezclan y ante a ley de transformacion actian como magnitudes independientes. La parte
antisimétrica de la conexion tiene 24 componentes independientes y la parte simétrica tiene 40 componentes
distintas, las que hacen el total de 64 componentes de la conexion.

Si una conexidn es simétrica en un sistema de coordenadas, sera simétrica con cualquieras otras coordena-
das, pues en este caso la parte antisimétrica es nula y al ser un tensor, seguira siendo nula en cualquier otro
sistema de coordenadas. No obstante, la conexion antisimétrica no tiene caracter invariante, es decir la conexion
puede ser antisimétrica en un sistema de coordenadas y no serlo en otro.

La parte antisimétrica de una conexion no es una conexion, ya que se transforma como un tensor y no con la
ley (10). No obstante, la parte simétrica de una conexion es a su vez una conexion pues cumple la condicion de
transformacion (10), en efecto

k 1 k k k 1 k k k k k
o ==(r 1, )=Bl.qBjAp5(qu T, 5 )+ B AS=BIBIAST X+ B AL,

k
(ri) 2 (ra)
Por tanto podemos afirmar que una conexion puede ser asimétrica (o sea, que contiene tanto parte simétrica
como antisimetrica) y simétrica, pero no pueden existir conexiones antisimétricas para transformaciones gene-
rales de coordenadas.
Es facil comprobar que la diferencia entre dos conexiones distintas I" kyT s ¥ es un tensor. En efecto, por
la ley de transformacién (10) se encuentra

k v k_ 4kpppg r_p r
rf =T, *=4fByBI(T 0/ -T,)),
lo que nos viene a decir que dada una conexioén podemos obtener otra sumandole un tensor cualquiera 7, k
T k_p k k
I is r is + Tis
Si bien la suma de dos conexiones no forma en general una nueva conexion, la expresion
k, pp k
aris + ﬁris
si sera una conexion siempre y cuando o+ =1.
La conexion admite dos contracciones
— k. - k
1—‘5_1—‘ks > 1—‘5_1—‘sk »
que son diferentes salvo que la conexion sea simétrica. Los simbolos I'; y I'; son las componentes covariantes

de un vector como se puede comprobar por aplicacion de (10).
Si I',,* son las componentes de una conexién y A es una funcién invariante
I, =1, +s'0,4
€s una nueva conexion puesto que se transforma segun (10).
Si I}, k¥ esuna conexion, entonces su transpuesta I s k-1 s l.k también es una conexidn, como facilmente
se deriva al aplicar (10). Si T',,* es una conexi6n, entonces

k_p &k k
Uis =T is r i 53
también es una conexion, ya que el segundo sumando del segundo miembro es un tensor. Igualmente ocurriria si

usamos I'; envezde I'; en la anterior expresion o si cambiamos en el segundo sumando del segundo miembro
los indice i por s.

S.- Tensores especiales
La delta de Kronecker 5 (=1 si i=k ; =0si i#k ) puede ser entendida como las componentes de un
tensor mixto que tiene en todos los sistemas de coordenadas las mismas componentes, como la demuestra la
identidad

k k
o, =A4,B157.
El simbolo de Levi-Civita completamente antisimétrico £ 77" tiene el valor 1 si hay una permutacién par de
los indices, el valor—1 si la permutacion es impar y 0 si hay al menos dos indices iguales. Este simbolo no tienen

caracter tensorial pero a partir de €l podemos definir en un espacio tetradimensional un tensor A??"* | también
de caracter antisimétrico, por la relacion

APATS — JoPars (11)
donde J es un parametro que ante un cambio de coordenadas se transforma segun la ley
J'=|4J
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siendo |A| el determinante de la matriz de transformacion Al.k . En efecto
i g 4k gl Apgrs _ 41 42 43 (4 _ijkl pqrs _ ijkl _ ypr_ijkl _ A1 pgrs
A AJAFANPT = 4, 47474 Je P = | 4| Je M = T'e M = A
lo que nos muestra el caracter de tensor de cuarto orden contravariante del simbolo A?9"* . Se puede hacer la
p
generalizacion a un espacio de cualquier dimension.

6.- Sistema de coordenadas localmente geodésico
Vamos a demostrar que para el caso de un espacio con conexion simétrica es posible encontrar en cada
punto P un sistema de coordenadas respecto al cual la nueva conexion sea idénticamente nula en ese punto.
Consideremos la transformacion de coordenadas

x’kzxk—xé‘+%(ka)o(xi—x6)(xs—xé) (12)

donde el subindice 0 se refiere al punto P en donde pretendemos obtener las componentes de la conexion
respecto al nuevo sistema de coordenadas. Hallando la derivacion parcial de la ecuacion de transformacion (12)

rk k i
ox _ :55 _ 8xr +(Fl-sk) 8xr(xs_x8) (13)
ox' ox' 0 0x'
y particularizando para el punto P
sh=| B0 _(8) o (4f) =
r ax,r . "o "o ro°

lo que nos indica que los tensores no sufren ningtin cambio en la transformacion de coordenadas (12), ya que la
matriz de la transformacion es idéntica a la unidad. Derivando (13)

02xk X 0%x! s 0 Ox' oxt
= v 1m+(r[5 )0 23 /m(xs —XO)+(F[S )0 v rm
ox'"ox ox'"ox ox'" ox

en el punto P nos quedara

82 k
W o :(Bf’”)o :_(F”"k)o’

teniendo presente la ley de transformacion de la conexion (10) se encuentra
1k _ q <k r r k _
(7, )0 =588 5(T g )0 (T )05, =0

tal como queriamos demostrar; es decir, que para un espacio que tenga una conexion simétrica existe, para cada
punto, un sistema de coordenadas respecto al cual la conexion transformada es nula en ese punto; lo que no
implica que tengan que ser nulas sus derivadas. Al sistema de coordenadas donde se cumple esta propiedad se
la Ilama localmente geodésico, porque, como veremos mas adelante, los ejes coordenados en ese sistema son
lineas geodésicas.

El teorema inverso también es cierto, si para cualquier punto de un espacio existe un sistema de coordenadas
para el cual la conexion es idénticamente nula en ese punto, entonces la conexion es simétrica respecto a
cualquier sistema de coordenadas.

En efecto, consideremos un sistema localmente geodésico definido en un punto P, en ese punto la conexion
referida a ese sistema es nula; al hacer un cambio a otro sistema de coordenadas, la nueva conexion vendra
dada por (10) y en el punto P sera

(11, 4), -0+ B!
que es simétrica por serlo B/ . El mismo procedimiento se puede hacer para todos los demas puntos del espacio,
encontrandose que en todos ellos la conexidn es simétrica.

Si la conexion no es simétrica no podemos obtener un sistema geodésico en todo punto, pues no es posible
anular la parte antisimétrica de la conexion por ser un tensor. No obstante, siempre podremos hacer una trans-
formacion de coordenadas que consiga en cada punto del espacio anular la parte simétrica de la conexion. Si la
transformacion de coordenadas es

x'*=xk —Xg +%[r(isk)}o(Xi —xé)(xs —xé)
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entonces se encuentra

(B2),=-[Tuh ) (ar) =0

que al aplicarlo a (10) se deduce
T L =0; (I, )0 =(r,q )0'

7.- Tensor y vector de torsion
Definimos el tensor de torsion o de Cartan por
k_1+ & k_ k
Tis _Fis _Fsi _2F[15] (14)

que tiene caracter tensorial ya que es la diferencia entre dos conexiones. En el caso de que la conexion sea
simétrica el tensor de torsion es nulo. En el caso de un espacio de cuatro dimensiones el nimero de componentes
independientes del tensor de torsion es 24 y si el espacio tiene N dimensiones son V! las componentes indepen-
dientes, donde N es la dimension del espacio.

Se llama vector de torsion o de Cartan a la contraccion del tensor anterior

k- &k k=
T, =Ty =1y -1y =T -T;

que como ya se ha visto es un vector covariante.
A partir de una conexion I' ke puede obtener otras dos conexiones para un espacio de N dimensiones

% 1 * 1
rl=rf+ stz rl=r,f- 5z,
N-1 N-1
que tienen asociados vectores de torsion nulo. La conexion

* k k 1
I is T I is +
2N -2
también tiene un vector de torsion nulo.

En el caso de existir torsion las derivadas covariantes D'y D estan relacionadas por

(5,-kz's —531‘11-)

D' -Duu' =u't
naturalmente si la conexion es simétrica, ambas derivadas coinciden.

8.- Tensor de curvatura
La conexion asociada a un espacio es el principal elemento para definir las propiedades no métricas. Pero
ella sola no permite informar de algunos rasgos caracteristicos del espacio, como es el caso de la curvatura, que
nos dice como se aparta el espacio de un espacio plano o euclideo
El grado de curvatura de un espacio es dado por el tensor de Riemann-Christoffel de cuarto orden. Para
obtener su valor vamos a hallar la diferencia entre las derivadas segundas de un campo vectorial cualquiera

k k
D,(Dy*)-D, (D)
que en el caso de un espacio euclideo se anula; aunque su anulacion no significa que el espacio sea euclideo.

Haciendo los correspondientes calculos y teniendo presente que la derivada covariante de un vector es un tensor
y que es de aplicacion la definicion (3), se llega a la expresion

D,(Dy*)-D, (D )=y (Tt - Ker T f-T r f) e Dt (T, T

ST, Si,r

donde la coma representa derivacion parcial respecto a las coordenadas. La expresion anterior queda
k k k k
D,(Dy*)-D,(Dp*)=v'R*,, + Dy, (15)
donde se ha utilizado la definicion de tensor de torsion (14) y se ha definido el tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel por
k
R sir =I
que en efecto es un tensor ya que los restantes términos de (15) son todos tensoriales.
Si en vez de la definicion de derivada covariante (3) utilizamos la (4) obtendremos otro tensor de curvatura

kr f+r )T, F-T,T,* (16)

sr.i Si,r Si nr
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R ksir =I
diferente al anterior. En el caso de estar en la geometria de Riemann (ver epigrafe 15) coinciden ambos tensores
de curvatura ya que la conexion es simétrica. Naturalmente se pueden obtener otros tensores de curvatura con
otros tipos de conexiones.

Como ya indicamos, si a una conexion le sumamos un tensor volvemos a encontrar una nueva conexion
T, frisk +T; "
que tendra asociada un nuevo tensor de curvatura R k .. relacionado con (16) por la expresion

= Tir + T, =TT (17)

rs,i is,r Ky rn

sir
Dk _ pk k k k n n n k n k
R sir =R sir +DiTsr _DrTsi +Tsn (rri _rir )+Tsr Tni _Tsi an (18)
o bien de forma mas compacta
nk  _ pk k k_ »n nop k
R sir =R sir +2D[iT‘s‘r] +Tsn Tyi +2Ts r T‘n‘i]
donde los corchetes significan antisimetrizacion y los indices encerrados entre lineas paralelas vienen a signifi-
car que no entran en la antisimetrizacién y permanecen inalterables. Hay que advertir que las derivadas covariantes

que aparecen en (18) se calculan respecto a la conexion originaria I k' Es posible readaptar (18) al objeto que
las derivadas covariantes se expresa respecto a la nueva conexion I

I_eksir :Rksir+l_)iTsrk_l_)rTsi k+Tsnk(frin_l:irn)_T Tnik +Ts1' nank

n
Sr
donde D representa la derivada covariante calculada respecto a la nueva conexion.

. e ey k . . .z
Cabe relacionar una variacion del tensor de curvatura OR" ;. con la correspondiente variacion de la co-
nexion o ik .De (16) y de la definicion de derivada covariante se obtiene

k k k k
OR",, =D;oT " -D, ol " +1,/"0T, (19)
donde hemos tenido presente que o I° sik es un tensor por ser la diferencia entre conexiones y nos esta permitido

conmutar la variacién J'y la derivada respecto a las coordenadas espacio-temporales. A (19) la llamaremos
identidad de Palatini para el tensor de curvatura.

9.- Desplazamiento paralelo de un vector
Sea el vector v =v‘e, definido en el punto P de un espacio euclideo. Si trasladamos paralelamente ese
vector al punto P’ infinitamente cercano a P, no tendra las mismas componentes, puesto que los vectores
basicos, al venir el espacio en coordenadas curvilineas, seran diferentes en P que en P’ y a consecuencia de esta
variacion de los vectores basicos se producira una variacion en las componentes del vector v aun cuando se
traslade paralelamente al punto P’.
La variacion del vector v a consecuencia del cambio de vectores basicos de P a P’ viene dado por

vide, =v'T, "dx'e,
donde dx' es la diferencia de coordenadas entre los puntos P y P’. Entonces podemos decir que un vector se ha
trasladado paralelamente del punto P al P’ si sus componentes cambian segin

dv" =—v*T, dx' (20)
lo que neutraliza la variacion ocasionada por el cambio de vectores basicos, consiguiendo, por tanto, que la
diferencia entre el vector en P y en P’ sea nula: dv=0. O dicho de otra forma, un vector es trasladado

B(xk +dak)

10 http://vixra.org/abs/1410.0160



Wenceslao Segura Gonzdlez

paralelamente de un punto a otro punto infinitamente cercano si la derivada absoluta del vector calculada entre
los dos puntos es nula

DvF =dv* +v'T" dx' =0.
Podemos generalizar esta definicion a un espacio genérico y decir que cuando un vector se traslada parale-

lamente desde el punto P de coordenadas x' a otro punto infinitamente cercano P* de coordenadas x' + dx ' la
diferencia de sus componentes en ambos puntos es
dvF =T dx'.

Cuando en un espacio euclideo se traslada paralelamente un vector a partir de punto para seguir un trayecto
cerrado y volver al mismo punto de partida, el vector original coincide con el que resulta de la traslacion paralela.
Pero esto no se cumple en general. Vamos a demostrar a continuacion que la variacion de las componentes de
un vector cuando se traslada paralelamente a través de un circuito cerrado elemental esta relacionado con el
tensor de curvatura y en general es distinto de cero.

Consideremos el paralelogramo infinitesimal de la figura 1. Al transportar paralelamente un vector de com-
ponentes v' desde el punto A al B sus componentes varian segun (20)

—vs(xk)l“sir (xk)dai .
Al hacer el transporte de B a C las componenes del vector se modifican segun
—v* (xk +da")rs,.’ (xk +dak)dbi :
La variacion de las componentes del vector cuando se traslada paralelamente desde C a D seran las mismas que
cuando se traslada de D a C pero cambiado de signo

v (x* 4 db )T (x* +db*)da'
Por Gltimo la traslacion de D a A sera la misma que de A a D cambiando el signo
v ()T (x* )bt
Ahora determinemos la variacion total experimentada por las componentes del vector cuando se hace la trasla-
cion paralela a lo largo del paralelogramo infinitesimal considerado

dv” :—vs(xk)l“”r(xk)dai —vs(xk +dak)1“”r(xk +dak)dbi +
+vs(xk +dbk)l"“-r(xk +dbk)dai +Vs(xk)FS,’(xk)dbi,
o en primer orden de aproximacion
dv' =—v°T \oda*db’ -0, v°T [Jda*db' +v°T )} da'db* +0,v°T "da'db*
y teniendo presente que la variacion de las componentes del vector es
o ="/}
nos queda finalmente
dv" =R", v"da*db’,
con lo que queda demostrado que al trasladar un vector paralelamente a si mismo a través de un recinto
infinitesimal cerrado, el vector resultante no coincide con el de partida, salvo en el caso especial en que el tensor

de curvatura sea cero. En general, por tanto, la traslacion paralela de un vector por un circuito cerrado no
reproduce al mismo vector.

10.- Regla del paralelogramo
Consideremos en un espacio con torsién un vector de componentes Sx* cuyos extremos son los puntos
infinitesimalmente cercanos A y B. Si trasladamos este vector paralelamente hasta los puntos infinitamente
cercanos C y D, cuyas coordenadas se diferencian en dx* de las de A y B, obtendremos un nuevo vector
desplazamiento de coordenadas

sxk -1, *ox'dx".
Si ahora repetimos la operacion pero con el vector de extremos A 'y C, que tiene de coordenadas dx ¥,y lo

trasladamos paralelamente hasta que el extremo que estaba en A se sitie en el punto B, obtendremos un vector
de componentes
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dx* -1, dx'sx".
Al sumar los cuatro vectores que forman el paralelogramo
AB+BD-CD—-CA=1,*6x"dx"
lo que no es nulo en general. Esto significa que el paralelogramo construido no es cerrado, es decir el extremo
del vector resultado de la traslacion de A C no coincide con el punto D. Por tanto la regla del paralelogramo no
se cumple en espacios con torsion.

El resultado inverso también es cierto, es decir que si no se cumple la regla del paralelogramo (o sea, los
paralelogramos no se cierran) entonces el espacio tiene torsion.

11.- Tensor de Ricci
A partir del tensor de curvatura se pueden definir dos nuevos tensores mediante la contraccion de indices.
Se le llama tensor de Ricci a la contraccion

_pk _p k k -k i~k
Rsi =R sik _Fsk,i_rsi,k+rskrti _rsi rzk (21)
compuesta tanto de parte simétrica como antisimétrica.

La otra posible contraccion del tensor de curvatura recibe el nombre de curvatura homotética y es definida
por

_ pk _ k k n k n k _ k k
Vir_R kir_rkr,i_rki,r+rkrrni _Fki Fnr _Fk}’l -T

ki,r>
que es un tensor antisimétrico. Las otras contracciones posibles del tensor de curvatura no dan lugar a nuevos
tensores.
Por calculo directo es facil comprobar que la derivada de la curvatura homotética cumple la relacion
H’j+Vrjl+V (22)
Debemos tener presente que si aceptamos como definicion de derivada covariante la (4) entonces obtene-
mos un tensor de Ricci y una curvatura homotética diferentes en general de las anteriores.

Si derivamos otra conexion afiadiéndole a T, ks un tensor 7., * entonces el tensor de Ricci se obtendra de
(21)
R _ k n k
Rsi—Rsi+2D[iT‘s‘k]+Tsn +2T[kT‘ i’
Si utilizamos las derivadas covariantes calculadas con la conexion
- s K Ky
I rk I rk + Trk
entonces el tensor de Ricci quedara

o n k k k
Rsi:Rs[+2D[[T‘S‘k]+TM 2T[knT" ‘]5

donde la barra significa que se utiliza la conexién T, ¥ .
La variacion del tensor de Ricci se relaciona con la variacion de la conexion por
k k m
OR,;=D;ol' ;" —=D;6T +zk ol (23)
que representa la identidad de Palatini para el tensor de R1cc1, y al igual que en (19), hemos conmutado la
derivacion respecto a las coordenadas espacio-temporales con la variacion J. La expresion (23) resultara espe-
cialmente ultil en el calculo de variaciones que nos permite obtener las ecuaciones de campo a partir de un
principio variacional.
La identidad de Palatini también se puede extender a la variacion de la curvatura homotética, obteniéndose
_ k ks k
&V, =D,8T , F—D, 6T F+15 6T F.
El tensor de Ricci no es en general simétrico, no obstante siempre se puede descomponer en parte simétrica
y antisimétrica
R, R i)t R[“]
En el caso especialmente importante en que la conexion sea simétrica (o sea, no haya torsion) entonces la parte
antisimétrica esta relacionada con la curvatura homotética por

R[is] = 1/2 Vsi - (24)

y la parte simétrica toma la forma
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1 1

|
vV r k
R(st) - Rsi _E si _5 ski T

k k k
Erik,s _rsi,k +rsktrli -

t k
si rtk :

La identidad de Palatini se extiende a las partes simétricas y antisimétricas del tensor de Ricci
1
SR (s = 5(5R,k +6Ry;)

entonces utilizando (23) y teniendo en cuenta que

queda

k k m
i)k - m(i §rs)k

y en el caso articular de que la conexidn sea simétrica la anterior expresion se reduce a
_ k k
5R(Sl.) = D(Sﬁl“l,)k -D 6T .
En cuanto a la variacion de la parte antisimétrica del tensor de Ricci

1
5R[st] - (5R é‘Ris)

de donde utilizando (23) se deduce

P
—-—D, ot F
3k

5R[Si] :D[[ (STS]k

ST
Si [ s

] k
y para el caso especial de conexion simétrica
_ k
5R[s,:] = D[,: or Jk

Debemos afiadir por ultimo que si existiera un tensor métrico entonces seria posible subir y bajar los indices,
de tal forma que podriamos obtener otra contraccion del tensor de curvatura

ro_ ro_ _rm n

ik_Ri k=8 ginR mrk
si de nuevo se aplicara un nueva contraccion se obtendria una curvatura escalar (ver mas adelante) de signo
opuesto a la que se obtendria con el tensor de Ricci.

12.- Identidades de Bianchi
La derivada covariante del tensor de curvatura es

r t

rm >

ko k t k k t k t k
DmR sir _amR sir+R sirrtm —-R 1—‘sm -R strrim -R
si consideramos que la conexion es simétrica, existira en cada punto un sistema de coordenadas localmente

geodésico, donde las conexiones son nulas. Si elegimos este sistema entonces

D,R*, =0, k-6, f=r % -T*

Sr,l SLr sr,im si,rm *

tir sit

Permutando los indices m, i,  se obtiene

DR*, =r F -rF*

smrt srmt
D.R*, =T -1 kK

Si ,m.,r sm lr
Al sumar las tres expresiones encontradas se llega a
k k koo
DmR sir+DiR srm+DrR smi_O (25)

que al ser una identidad tensorial y valida en un sistema de coordenadas determinado (sistema localmente
geodésico), se mantendra en cualquier otro sistema de referencia. A (25) se le llama identidad de Bianchiy es
valida en el caso de conexion simétrica.

Es posible generalizar las identidades de Bianchi para el caso en que la conexion no sea simétrica, en este
caso se encuentra por calculo directo

k k kK _ pk P pk p . pk p
DmR sir +DiR srm +DrR smi =R pszrs +R perms +R prm is

0 en notacién mas compacta
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r. P

p{mi r}s
donde el punto y coma representa la derivacion covariante y {...} es la suma de las permutaciones.

Rks{ir;m} = Rk

13.- Tensor métrico
Consideremos un espacio euclideo expresado en coordenadas curvilineas. En cada punto existe un conjunto
de vectores basicos (e, ) que dependen del punto en que estan definidos. Sus productos escalares nos dan un
conjunto de numeros que dependen del punto del espacio, que tiene caracter de tensor de segundo orden covariante
y al que llamamos tensor métrico

ik =€ €.
El médulo de un vector dx = dx ‘e, , que corresponde al cuadrado de la distancia infinitesimal entre sus extre-
mos ds> =dx-dx, vendra dado por
ds® = gl-kdxidxk

que le llamamos elemento de linea del espacio euclideo.

Este resultado lo extendemos a un espacio genérico y decimos que el tensor métrico es un tensor covariante
de segundo orden asociado al espacio, es decir, que se trata de un campo tensorial g, (x") que no es singular,
lo que significa que su determinante es distinto de cero.

Consideremos dos puntos A y B definidos por las coordenadas x" y x" +dx" respectivamente; se llama
distancia entre los dos puntos a la cantidad infinitesimal dada por

ds* =g, dx'dx". (26)
El tensor métrico no es en general simétrico. Sin embargo, solo la parte simétrica interviene en el calculo de
la distancia, en efecto

ds? =gikdxidxk =& (i) dx'dx* + &[] dx'dx* =8&(ik) dx'dx*,

donde el sumando que contiene la parte antisimétrica del tensor métrico se anula al tener en cuenta que se
pueden intercambiar entre si los indices mudos 7 y &.

Con el tensor métrico se puede realizar la elevacion o descenso de indices. Dado un vector cuyas componen-
tes se encuentren en forma contravariante v", podemos obtener las componentes covariantes por la
operacion

Vs :gksvk’ (27)
entendemos que ambos conjuntos de componentes representan al mismo vector, que de esta forma viene dado
por dos conjuntos diferentes de componentes pero relacionadas entre si.

De igual forma se pueden descender los indices de un tensor, en operaciones tales como las siguientes
trs =&ir&ks tlk
o bien como

_ k
trs =8k t s
nétese el orden en que aparezcen los indices del tensor métrico.
Como el tensor métrico es invertible (por ser singular), debe tener un inverso g'**, tal que cumpla

grkg' ks = 5}f
Si g es el determinante del tensor métrico g, ; a' el menor adjunto asociado al elemento i, sy @" =a*'su
traspuesta, entonces el inverso del tensor métrico es
gvks zldks :lask.
g g
Pero se prefiere en vez de utilizar g'*, interpretar el tensor métrico en componentes contravariantes como
el traspuesto del tensor inverso, es decir

1
gks:_aks’ (28)
g
entonces la relacion entre las componentes del tensor métrico en funcion de sus componentes contravariante y
covariante es
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2,8 =5} (29)
Como se ve por el orden de los indices, (29) no es la operacion tensorial G-G ' =1, donde G es la matriz de
elementos g,,, sino la ecuacién G-G ' =1, donde G tiene de elementos los g'"* anteriormente definidos.
De (29) se obtiene

k
8rk& = 5}’3 .
De (29) también se deduce que g* son las componentes de un tensor de segundo orden contravariante.
El tensor métrico también nos permite elevar los indices tensoriales. En fecto, multiplicando (27) por g”*

rs rs k r. k r
8 Vs =8 &V =0,y =V
con lo que se logra subir los indices. Este método es extensible para subir o bajar los indices de las componentes
: r k
de los tensorés, por ejemplo ¢ P4 =g Prgdfy .. . ' ' o o
El determinante del tensor métrico en un espacio tetradimensional, tal como el espacio-tiempo ordinario, es

g=e"1"g,, 85,85 s>
que también se puede desarrollar haciendo uso de los menores adjuntos, por ejemplo

1
g=g, (qu”gzq g3 g4s) =gp,a’.
La derivada del determinante del tensor métrico se puede desarrollar por sus menores adjuntos

dg =dg1p(8”q”gzq g3, g4s)+dgzq (Spq”glp g3, g4s)+

+dgs, (877721, 2y 845 ) + 245 (877° 21, 224 83 )

o bien
dg=dg, a’

donde & ?? es el menor adjunto asociado al elemento p, ¢ del tensor métrico. Haciendo uso de (28) queda

dg=gdg,, g’ = 0g=gdg,,g" (30)
y la derivacion parcial y covariante son

0,8=28""0,8,y:  Dyg=g8""Dyg,,.
la expresion (30) es valida para una variacion general: g = gg?9dg pq -Ademas como g . g 9P = 4 entonces
2,08 =-g"5g ,, y portanto
- q
o0g=-gg"10g ,,. (€2))

Consideremos un tensor cualquiera a, , al determinante de la matriz cuyos elementos son los a;; lo repre-
sentamos por a, mientras que «'* es el menor adjunto asociado al elemento (i, k) de la matriz a , . El inverso de
. . . . . . *7 )
la matriz (a,; ) (si existe, es decir si a # 0 ) es la matriz cuyos elementos son a * tal que
*
al'k a kr = 5; .

Por definicion de determinante, los elementos de la matriz inversa se relacionan con los menores adjuntos por

* 1
a kr :_ark
a
Al igual que antes con el tensor métrico, se calcula la variacion del determinante de a,, que en nuestro caso es
— Pq _ o 4%P
oa=éa,, a’™ =aa "éa,,. (32)

Un tensor métrico asimétrico se descompone en parte simétria y antisimétrica
8ik =&(ik) T &[ik) =V ik T Pik

donde y,, representa la parte simétrica y ¢,, la antisimétrica. El tensor métrico en forma contravariante
también se descompone en parte simétrica /¥ y en parte antisimétrica f ik

g ik — htk + f ik
Definimos las componentes contravariantes de las partes simétricas y antisimétricas del tensor métrico por

yyr* =8t e 0" =6t hynt =57 £, f =57

J>°
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En un espacio de cuatro dimensiones, al que suponemos con signatura -2, el determinante de un tensor
antisimétrico como @,; es

2
P =(P12 P34 + 931 P2s + P23 011) -
Por computo directo se comprueba que

gikpqwikgopq = 8\/5
e igualmente
& ikpq¢im¢pq =0
si k #m. Entonces
gikpqq)imq)pq - 2\/55:1 ,
multiplicando ambos términos por ¢ se llegaa

@ rk _ Lg rkqu?
2o
que nos relaciona las componentes contravariantes de la parte antisimétrica del tensor métrico con sus compo-
nentes covariantes. Una formula igual que (33) se aplicaa 7% .
Como 7;; essimétrico y real es siempre posible elegir en cada punto del espacio un sistema de coordenadas
respecto al cual 7;; tenga la siguiente forma diagonal

b G3)

A 0 0 0
0 -4 0 0
(7i)= 0 0 -1 0
0 0 0 -4

donde A es un nimero positivo cualquiera. En el sistema de coordenadas elegido el determinante de y,, es
y =—A"*. Démonos cuenta que en otro punto del espacio el tensor 7 tendra, en general, una forma distinta de
la diagonal, pero nosotros los calculos lo estamos haciendo con referencia a un sélo punto.

La parte antisimétrica del tensor métrico es

0 -6 p X
6 0 -a -Y
- o 0 —Z
X Y Z 0
al hallar directamente el determinante de g,, se encuentra

g=-2* —12(a2+ﬁ2 +62-x2-1? —Zz)+(aX+ﬁY+§Z)2,

un calculo directo nos da

(%k)z

b

o=(aX+pr+67)°
entonces

g:y+go—/12(a2+ﬂ2+52—Xz—Yz—Zz).

Teniendo presente que

1 0 0 0

Ay 100 -1 0 0
()=

A0 0 -1 0

00 0 -1

entonces se calcula directamente que
At
por tanto nos queda

im,_ kr

g=7/+§0+§7/ Vo PowrPik »
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o bien

g=-|g|=-[r]+ - @7””7’”%%;( = lel=yl-0+ @7””7’”%%;( : (34)
Esta expresion la hemos calculado para un determinado sistema de coordenadas, aquel en que la parte simétrica
del tensor métrico tiene forma diagonal. Los tres sumandos del segundo miembro de (34) dependen del determi-
nante de un tensor de segundo orden y los ultimos cuatro factores forman un invariante. Ante una transforma-
cion de coordenadas los tres determinantes que aparecen en (34) se transforman con la misma ley, es decir, (34)
es una expresion invariante aunque no tensorial. Entonces si es valida para un determinado sistema de coorde-
nadas, seguira siendo valida en cualquier otro sistema, por tanto (34) tiene caracter general.

Indiquemos por ultimo que la derivada covariante de la delta de Kronecker es nula, en efecto
D,6;=0,0;+6;T, =5, "=0+T,"-T "=0,

al aplicar la regla de Leibnitz de la derivacion a (29) se halla la derivada covariante de g ik En particular, si es
nula la derivada covariante de g,, también lo serd lade g'*.

14.- Espacio euclidiano tangente

Consideremos un espacio V donde se ha definido un tensor métrico. Es siempre posible asociar en cada
punto P de ese espacio un espacio euclideo E, de la misma dimension que V, que contenga al punto Py que en
un entorno de este punto coincidan las propiedades métricas de E y V. Al espacio E se le llama euclidiano
tangente.

Si ngk es el tensor métrico de V en el punto P que tiene de coordenadas xé‘ , el espacio euclideo tangente E
tiene en el punto P el tensor métrico g 01, 4 - Los puntos M del espacio E en un entorno del punto P tienen las
coordenadas curvilineas X, los puntos 7(x*) de V en un entorno de P estan relacionados con los puntos
M(X ") de E mediante una relacién de la forma

XF=xkoxf Wl (v - xf )+ X§ (35)

donde X ¥ son las coordenadas del punto P en el sistema de coordenadas del espacio euclideo E y P fz)
representa una funcion de segundo orden respecto a x” — x| .

Consideremos el punto m(x(l)‘ +dx*) situado en un entorno infinitesimal del punto P. La distancia entre ese
punto y el punto m(xé‘) viene dada, tal como sabemos, por

ds® =g () dx'dx"

Sea M (X é‘ +dX *) el punto del espacio E que corresponde por (33) al punto m(xé‘ +dx"), la distancia entre
los puntos M y P pertenecientes al espacio euclideo sera

dS? =g (ydX'dx*
ahora bien como por (35)

dx* ~dx*
entonces la distancia infinitesimal entre puntos del entorno infinitesimal de P es igual tanto en el espacio euclideo
tangente E como en el espacio V

ds® =ds*.
O sea, las propiedades métricas de ambos espacios son localmente idénticas. Esto significa que podemos, sin
mas, extender los resultados métricos conocidos del espacio euclideo al espacio V, al menos en un entorno
infinitesimal de cada punto.
Hay que darse cuenta que esta identidad encontrada solo se refiere a las propiedades métricas. No se
garantiza la coincidencia entre las conexiones asociadas a los espacios E y V, lo que significa que las propieda-
des diferenciales seran diferentes en uno y en otro espacio.

15.- Espacio de Riemann
Hasta ahora hemos estado considerando espacios genéricos. Ahora vamos a considerar los dos que tienen
mas importancia en Fisica, los espacios de Riemann y los euclidianos.
Un espacio de Riemann viene caracterizado por las siguientes propiedades:
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a) Tiene un tensor métrico simétrico.
b) Tiene asociada una conexion afin también simétrica.
¢) La derivada covariante del tensor métrico es nula.
De la tlltima condicion y permutando los subindices £, p, g

Dkgpq :akgpq_gsqrpks _gpsqus =0
Dqgkp :aqgkp_gsprkqs _gksrpqs =0
ngqk :apqu_gsqups_gqsrkps =0

restando la segunda de la primera, sumandole la tercera y teniendo presenta las propiedades de simetria se
encuentra

S S 1
Uy =Ly, :Egsq(akgpq+apgkq_aqgkp)’ (36)

a esta conexion, caracteristica de los espacios riemannianos, se le llama simbolos de Christoffel. De ellos se
pueden obtener otros simbolos totalmente covariantes

Lkpr = grstps :
Téngase presente que esta coincidencia entre la conexion y los simbolos de Christoffel es una caracteristica de
los espacios de Riemann y no es extensible, en general, a otros tipos de espacios.

Se distinguen los espacios propiamente riemannianos como aquellos que quedan definidos porque el cuadra-
do de la distancia entre dos puntos (ds?) siempre es mayor que cero. Reservandose el nombre de espacios
impropiamente riemannianos para aquellos en los que no se cumple el anterior requisito, pudiendo ser en este
caso el cuadrado de la distancia mayor, menor o igual a cero.

Una clase especial de espacios de Riemann lo representan los espacios euclideos, que vienen caracterizados
porque es siempre posible encontrar un sistema de coordenadas respecto al cual el tensor métrico sea el mismo
en todos los puntos del espacio. De aqui resulta que la conexion, obtenida a partir de (36) es nula en todos los
puntos de este espacio y respecto al sistema de coordenadas anteriormente elegido.

Como el tensor métrico en el caso de un espacio euclideo es simétrico y real existira siempre una transforma-
cion de coordenadas que ponga al tensor métrico en forma diagonal y posteriormente mediante un cambio de
escala llevar estos elementos diagonales a los valores +1 6 —1.

16- Teorema de unicidad

Vamos a demostrar que en un espacio de Riemann el tensor de curvatura es el unico tensor que puede ser
construido a partir del tensor métrico, de su primera derivada, siendo lineal respecto a las segundas derivadas.
Para la demostracion nos vamos a referir a un sistema localmente geodésico, en el que tanto los simbolos de
Christoffel como las primeras derivadas del tensor métrico son nulas en un punto dado.

Nos proponemos buscar un tensor que dependa del tensor métrico y de sus derivadas segundas. Considere-
mos una transformacion de un sistema de coordenadas localmente geodésicas a otro sistema de igual caracte-
ristica. La ley de transformacion de la conexion sera (10) que al derivarla se obtiene

0, Ly " =BIBIAKD, LF+0, (B} 4Y). G7)
donde hemos tenido en cuenta que las conexiones, tanto en el sistema de coordenadas original como en el
transformado, son nulas

Estamos buscando un tensor que dependa linealmente de las segundas derivadas del tensor métrico, o lo que

es lo mismo, que dependa de la primera derivada de los simbolos de Christoffel. El inico tensor de estas
caracteristicas es el obtenido de la diferencia de las primeras derivadas de los simbolos de Christoffel

k k k
r rit :atl’ri _ail’rt
que al cambiar de uno a otro sistema localmente geodésico se transforma como un tensor, en efecto de (37) se
sigue
p _ prpipt 4p k k
T sqm — BquBmAk (atl‘ri _ai Lrt )

Se observa que en un sistema localmente geodésico se cumple

k k

r rit = R

rit>
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entonces respecto al sistema de coordenadas considerado el tensor de curvatura es el tinico que depende
linealmente de las derivadas segundas del tensor métrico. Ahora tenemos que demostrar que esta propiedad del
tensor de curvatura se cumple en cualquier otro sistema de coordenadas.

Si hubiese otro tensor N* con iguales caracteristicas, al representarlo en un sistema localmente geodé-
sico se encontraria

y por el resultado obtenido
k  _ pk
N rit — R
como los dos miembros son tensores, la igualdad se mantendra en cualquier otro sistema de coordenadas, lo que
demuestra la unicidad indicada del tensor de curvatura.
Es evidente que tensores derivados mediante contraccion a partir del tensor de curvatura también tendran la

propiedad exigida de depender del tensor métrico y de sus derivadas primeras y que sea lineal respecto a las
segundas derivadas; tal sera el caso el tensor de Ricci y de su contraccion, la curvatura escalar.

rit >

17.- Condicion necesaria y suficiente para que un espacio riemaniano sea euclideo

Vamos a demostrar que la condicion necesaria y suficiente para que un espacio de Riemann sea euclideo es
que el tensor de curvatura sea idénticamente nulo.

Demostremos que la condicion es necesaria. Supongamos un espacio euclideo referido a un sistema de
coordenadas respecto al cual el tensor métrico toma el mismo valor en todos los puntos. Entonces seran nulas
las derivadas del tensor métrico y también los simbolos de Christoffel y por lo tanto sera nulo el tensor de
curvatura de Riemann. Si este tensor es nulo respecto a un sistema de coordenadas, sera nulo en cualquier otro
sistema de coordenadas, quedando demostrada la condicion necesaria.

Vamos ahora a demostrar que la condicion de nulidad del tensor de curvatura es suficiente para que el
espacio sea euclideo. Consideremos un vector de componentes 4* definido en un punto cualquiera del espacio.
Seglin sabemos se puede a partir de este vector crear infinitos campos vectoriales, obtenidos trasladando para-
lelamente el vector desde su posicion inicial por caminos diferentes. Consideremos uno de estos infinitos campos

AR (xh que debe tener la propiedad de que su derivada covariante es nula
04
_ N r k _ s
dAk—Astrdx = W—Asrk},.
Vamos a demostrar que cuando el tensor de curvatura es nulo entonces dA, es una diferencial exacta, es
decir que su derivada se puede poner como

0A
dAk = a_lrcdx g B
x
esta circunstancia se dara cuando

que al desarrollar queda

(A )4 )= A ke
que efectivamente es cero ya que hemos puesto de condicion que el tensor de curvatura es nulo, con lo que
queda demostrado que dA4, es una diferencial exacta. Esto significa que cuando trasladamos paralelamente el
vector 4, obtenemos un campo Unico independientemente del camino que se siga, es decir que la integral de
dAy eslamisma con independencia del camino seguido.

Consideremos cuatro campos vectoriales obtenidos a partir de traslaciones paralelas de cuatro vectores A(’ X
que en un punto dado sean linealmente independientes

a"A(ik)zo = a*=0(s) (38)

donde i representa las componentes y & identifica a cada uno de los cuatro vectores.
Comprobemos que la independencia lineal se seguird manteniendo después de hacer una traslacion paralela

ak [A(ik) +dA(ik)] —ataf, +d(akA("k)): 0
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expresion que solo puede sernula si o * A/ 1) €snula, pero en este caso por (36) implica que & ¥ =0, lo que nos
muestra que los vectores desplazados paralelamente siguen siendo linealmente independientes.

Lo anterior significa que los 4,, son funciones Unicas de las coordenadas y linealmente independientes
entre si. Si imaginamos las A(’ 4y representandas por una matriz de orden N si el espacio tiene de dimension N,
debemos de concluir que su determinante es distinto de cero.

A continuacidn vamos a realizar la siguiente transformacion de coordenadas

i 40 k
dx'""=4 (6) dx |
que como ya hemos demostrado, es invertible por ser distinto de cero el determinante formado por A(’ K Con
esta transformacion el tensor métrico cambiara segun

i

r k
8pa =A(p) A(q) 8k >

derivando
k i
0Lpg _ i ok O i oA 0A(y)
o A A S A B A S
o bien
08pq _ ik O i s Tk gk s i
o A A 5o A G gl s ~ Al Eu AL s
y sacando factor comun
08'pq _

ax—r - A(lp) A(];) I:argik - gmkrirm —&iml krm:| = A(lp) A(];) D,g
que es nulo por serlo la derivada covariante del tensor métrico y como el determinante de Aik es distinto de
cero, resulta que la derivada del tensor métrico & ,, es nula, es decir, el tensor métrico no depende de la
coordenada x* y por tanto tampoco depende de la coordenada x'*. O sea, el tensor métrico es el mismo en
todos los puntos del espacio. Hemos encontrado por lo tanto un sistema que retine los requisitos exigidos para
que un espacio de Riemann sea euclideo, con lo que queda demostrado el teorema.

18.- Tensor de no-metricidad
Se define el tensor de no-metricidad de un espacio como la derivada covariante del tensor métrico

qur = Di" gpq >
que resulta ser un tensor y en general no nulo. La anulacion del tensor de no-metricidad impone 40 condiciones
en el caso de tensor métrico simétrico y 64 en el caso de no simetria del tensor métrico.
Se define el tensor contorsion por la expresion

Kpg =T rpqg T T pgr —Tarp

donde

qur =8kr quk = 2gkrr[pl;]
es el tensor de torsion (14) en forma covariante.
Si partimos de un espacio de tensor métrico simétrico, es posible establecer una relacion entre el tensor de
no-metricidad, el tensor de contorsion y la conexidn afin, de la que no se exige que sea simétrica; por tanto
estariamos tratando con un espacio no riemanniano. La relacion a la que nos referimos es

1 1
Upg :Lrpq+§Krpq+§(Qrpq_qur_qup) (39)
donde hemos definido
_ k. _ k
1—‘rpq_gqurp > Lrpq_gkql‘rp .
(35) se descompone en parte simétrica y antisimétrica
1 1
r(rp) q- Lypg t E(qur “Tarp ) + E(Qrpq ~Qpqr = Qymp )

| (40)
r[pq] re Errpq

por tanto, conocidos el tensor métrico, el de no metricidad y la parte antisimétrica de la conexién (o sea, la
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torsion), se obtiene su parte simétrica.

De (39) podemos comprobar que incluso en el caso de que sean distintos de cero el tensor de no-metricidad
y el tensor de torsion, los simbolos de Christoffel, tal como son definidos en (36), representan una conexion. En
efecto de (39) vemos que la diferencia entre la conexion I’ kps y los simbolos de Christoffel es un tensor, lo que
garantiza que L kps se transforma como (10), es decir es una conexion.

En el caso de que no se considere nulo el tensor de Schouten (37) se generaliza a la siguiente expresion

1 1 1
Frpq - Lrpq +§Krpq +§(Qrpq N qur _qup) +E[C(p\r\q) +C(r\p\q) - C(r‘q‘p):|

En el caso particular de un espacio de Riemann, donde son simétricos tanto el tensor métrico como la
conexion y es nulo el tensor de no-metricidad, entonces la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel.

Y viceversa, si la conexion es idéntica a los simbolos de Christoffel entonces es nulo el tensor de no-metricidad
y también el tensor de contorsion. En efecto el caracter simétrico de los simbolos de Christoffel implica la
nulidad del tensor de torsion y por tanto sera también nulo el tensor de contorsion. Ademas, y teniendo en cuenta
la simetria del tensor métrico, se comprueba de manera directa que la derivada covariante del tensor métrico es
nula si la conexion son los simbolos de Christoffel.

Finalmente advertimos que aunque el tensor de no-metricidad sea nulo, ello no implica que la conexion sea
simétrica. Dicho de otra forma, los caracteres simétricos de la métricay de la conexion y la nulidad del tensor de
no-metricidad son condiciones independientes entre si. Estas tres condiciones definen, como hemos visto, al
espacio de Riemann.

Se dice que una geometria es semimétrica si cumple

OQitr =9, 8k »
donde Q, es un vector covariante que [lamaremos vector de Weyl. Si se cumple esta condicion y ademas es
nula la torsion, la relacion entre la conexion y los simbolos de Christoffel es

1, 1 o1 -
rkprszpr+EQ gkp_EQké‘q _EQpéka (41)
que es la conexién utilizada en la teoria de campo unificado de Weyl.

El caracter de conexion que tienen los simbolos de Christoffel nos permite definir una nueva derivada covariante
que caraterizaremos por un arterisco. Para el caso de un vector en forma contravariante definimos

*or r s r
Dw"=0,v +v'L,, 42)
esta derivacion se puede extender a vectores covariantes y a un tensor de orden cualquiera.
Notemos que la derivada covariante con arterisco del tensor métrico es nula

Dltgir = alcgir - gsrLikS - gierkS =0

como se puede comprobar por sustitucion directa, donde tenemos en cuenta que estamos considerando geome-
trias con tensor métrico simétrico, lo que viene a significar que los simbolos de Christoffel son simétricos respec-
to a los indices covariantes.

Advertimos que al utilizar como conexion los simbolos de Christoffel y teniendo presente que el tensor
métrico es simético obtenemos expresiones geométricas en todo idénticas a las de la geometria de Riemann.

Si suponemos que es nulo el tensor de no-metricidad y simétrico el tensor métrico, entonces de (40) tenemos
que la parte simétrica de la conexion es

1
S _ S 548 _ _ s sq
1—‘(rp) _Lrp +2g (qur Tqrp)_[’rp +g Tqrp (43)
que es a su vez una conexion. El tensor 77, cumple la siguiente propiedad de simetria
1 1
Tapr :E(T"”’ _T‘IP’)ZE(_TWP +qur):Tqrp (44)

donde se ha tenido en cuenta la antisimetria del tensor de torsion respecto sus dos primeros indices. Igualmente
el tensor 7', cumple la relacion
Torp +Tpg +Tpgr =0 (45)
como se comprueba por calculo directo.
Por lo expuesto anteriormente podemos considerar una nueva conexion

r,,* =L, +g"T,, (46)
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donde ahora el tensor 7,,,, esun tensor general con las Gnicas condiciones de cumplir las simetrias (44) y (45).
A la conexion (46) le llamaremos conexion de Schrédinger y tiene caracter simétrico.

La condicion necesaria y suficiente para que el médulo de un vector no varie cuando se le somete a un
desplazamiento paralelo en su propia direccion es que la conexion simétrica sea la (46). Consideremos el vector
AF que al ser trasladado paralelamente cumple DA* =0, entonces

dA* =—A°T Fax"
como estamos tratando traslacion en la propia direccion del vector debe ocurrir que dA4* es paralelo a dx*o
bien

k

AR =BT gk o gt R
dt
donde ¢ es un parametro afin.
Comprobemos que si la conexion es la (46) entonces el modulo

A% = guA'4 ¢
no varia en la traslacion paralela anteriormente definida. En efecto
DA2 Dgzk k Dgzk sp i gk 41 _
7 dt AA dt AA +( gskg Tlrp 8is8 Tkrp)AA 4" =

2 i gk 41
Z_E(Tikr—i_Tkri—i_Trik)A A4747=0

donde hemos tenido presente que D' g .« =0y lapropiedad (45).
Ahora falta comprobar la condicion necesaria, es decir que si no varia el médulo la conexion es la (46) con las
propiedades (44)y (45),

dt Cdt dt

y como D*g,k =0 entonces

lkA A +( gskgspTirp_gisgskarp)A[AkAr

—2T,,4'4* 47 =0
como A’ es un vector arbitrario, podemos tomar en primer lugar sélo uno de sus componentes distinta de cero,
primero tomamos la componente 1 distinta de 0, luego haremos otro tanto con la 2 y luego con la tercera
componente, obteniendo

=0; Vi 47
lll
a continuacién tomamos dos componentes de 4’ distinta de cero, por ejemplo la 1y la 2 y obtenemos

(Ty12 4T+ T ) A A A 4Ty + Typp +Ty) 414747 =0,
donde tenemos en cuenta que 7, ,, =7,,, =0, como A y A 2 son arbitrarios, la anterior igualdad implica que
Tigg+Typ1 +1511 =05 Tigp +T515+155, =0 (48)

y expresiones analogas para las distintas combinaciones de las otras componentes. Finalmente tomamos las tres
componentes de A’ distintas de cero

(Ti23 + T30 + 1513+ To3y + T35 JFT321)AIAZA =0
donde hemos aplicado (47) y (48). Ahora considerando (44) llegamos a la conclusion de que

_ Typ3+ T3+ 152, =0
pues las componentes de A’ son arbitrarias; por lo tanto queda demostrada la igualdad (45).

En nuestro razonamiento hemos supuesto que la conexion es simétrica, pero notemos que si le agregamos
una componente antisimétrica el teorema demostrado seguiria siendo valido, excepto que ahora la Ginica condi-
cion que debe cumplir (46) es la (45).

Calculemos, por tltimo, el nimero de funciones de las que depende la conexion (42). Hay 10 diferentes
componentes del tensor métrico, el tensor 7, tiene 64 componentes, pero por (44) se reducen a 40y por (45)
disminuyen en 20, por tanto el numero total de funciones de las que depende la conexion (43) es de 30.

En el caso que estamos considerando de que el tensor métrico es simétrico se pueden obtener nuevas
conexiones a partir de la expresion

1—‘rkp = erp + Yrkp >
donde Y,,” es un tensor cualquiera. Un ejemplo es la conexion de Straneo
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1—‘rkp :erp +5rpl//k _5kpl//r
donde y, es un campo vectorial.

19.- Variacion del méodulo de un vector en un desplazamiento paralelo
Cuando a un vector de componentes contravariantes A" se le somete a un desplazamiento paralelo la
derivada covariante del campo resultante se anula DA" =0,y por lo tanto sus componentes cambian, segun se
vio en el epigrafe 9, por la expresion

dA" =-A°T " dx*
siendo dx* la diferencia entre las coordenadas de los puntos entre los que se desplaza el vector. Si suponemos

que no es nulo el tensor de no-metricidad, encontramos para la derivada absoluta de las componentes convariantes
del vector

DAI' =D(griAr)=DgriAr +griDAr :DgriAr

que es, en general, distinto de cero. De la anterior expresion deducimos la variacion que experimentan las
componentes covariantes del vector cuando es trasladado paralelamente
dd, = AT, dx* +Dg,.4".
Entonces cuando se traslada paralelamente un vector su modulo 4% = 4 . A" cambia segin
dA*=A4'A"Dg,. =0, A" A"dx" (49)

que es en general distinto de cero. Nétese que si el mddulo de cualquier vector no se modifica cuando se realiza
un desplazamiento paralelo infinitesimal, no podemos asegurar que el tensor de no-metricidad sea nulo. De (49)
también podemos deducir que si el tensor de no-metricidad fuese antisimétrico en sus dos primeros subindices
(una situacion no fisica), entonces el modulo del vector no cambiaria cuando se ejecutase un desplazamiento
paralelo infinitesimal.

Tomando en (49)

s
ds

y si ocurre que para cualquier variacion paralela su médulo es nulo entonces significaria que o bien Q,,, =0 o

se cumple la propiedad ciclica
Qrik + Qikr + rii =0.

Consideremos el paralelogramo infinitesimal de la figura 1, definido en un espacio sin torsion, pues en caso
contrario tendriamos un paralelogramo no cerrado; da® y db* representan las diferencias de coordenadas
entre los vértices de ese paralelogramo infinitesimal. Vamos a averiguar como cambiar el mdédulo de un vector
cuando es trasladado paralelamente a través de ese paralelogramo.

Consideremos un vector de médulo 4 en el punto A(x*) y lo trasladamos paralelamente al punto
B(x* +da"), sulongitud cambiara segin (49)

(dA1)2 =0, (xp)Ai (xp)Ar(xp)dak ,
al hacer ahora la traslacion de B al C el cambio de mddulo sera
(ddy)* =0, (x" +da? )4’ (xP +da? ) 4" (x? +da” |db* ~

= O (x7) A (x7) A" (x7)db* + 0, (x7 ) 4" (x7) 4" (x7 )daPdb* +

O, (x7) 4l (x7) A" (x7)daPdb* +0,, (x7 ) 4" (x7) 4", (x " )da"db*
y teniendo presente que el vector 4’ se desplaza paralelamente tendremos

(d4,)? =0, A'A"db* + 0, ,A'A"daPdb* —Q,, A* A" T JdaPdb* +0,, A'A°T SdaPdb*

estando todas las funciones definidas en el punto x7*.

La variacion de mddulo del vector cuando se traslada paralelamente del punto C al D sera el mismo que de
D a C pero cambiado de signo

(dA3)* ==, (x” +db? )4’ (x? +db? ) 4" (x? +db” )da" ~

=—Q,yA'A"da* -0, A'A"da*db"? +0,, A°A'T da*db? +0,,A'A°T  Jda*db”
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mientras que la variacion experimentada por el modulo al pasar de D a A es la misma que de A a D pero con el
signo cambiado

(dAy)’ ==0, (x7) 4 (x7 )47 (x7)db*.
Por tanto el cambio total experimentado por el médulo del vector cuando ha recorrido el paralelogramo es
dA? =(d4;)” +(d4,)* +(d4;)* +(d4,)?,
y al desarrollar hasta el primer orden
dA*>=(D, 0,4 ~D; 0,,,)A'A"da’db*
donde hemos tenido en cuenta el caracter simétrico de la conexion. Si ahora introducimos el elemento de
superficie del paralelogramo infinitesimal nos queda

1 i 47
dA2 :E(Dp Qrik _Derip)A A"dS Pk (50)

que representa la variacion que experimenta el cuadrado del mddulo de un vector cuando es trasladado parale-
lamente por un circuito infinitesimal cerrado. Como en general la expresion entre paréntesis no es nula, el
modulo del vector cambiara al hacer la traslacion. No obstante, si se cumple la igualdad

Dp Qrik :Dk Qrip
entonces el vector no sufre ninguna modificacion en su médulo al hacer la traslacion paralela.
En el caso especial en que la geometria sea semi-métrica y por tanto

Qrik = ngri
entonces (50) se reduce a
1
dA :Z(Qkap ~0,,)Ads?*

siempre y cuando la conexion sea simétrica.

20.- Cambio de escala
El tensor métrico g,, caracteristico de un espacio lo podemos poner como

gik :‘//(xr)é’ik
donde g, representa un campo tensorial de iguales propiedades que g, y w/(x") es una funcion escalar a la

que llamaremos calibracion, escala o gauge. Las componentes del tensor métrico pueden cambiar por efecto de
un cambio de coordenadas, pero también se ve alterado si hacemos un cambio de calibracion tal como

k rf .k
v(xt) ().
entonces el modulo de un vector que en la antigua calibracion era
AP =g A4t
pasa a tomar el valor diferente
yz: zl//réikAiAk Y oqr g2y
7

donde A es una funcion de las coordenadas y distinta de cero.
Cuando tiene lugar un cambio de calibracion el tensor métrico queda alterado. Si la nueva calibracion es la
funcion ' entonces el nuevo tensor métrico sera

S =v'gu :%V/éik zlzgik

y decimos que el tensor métrico es de peso 2, que es la potencia en la que aparece la funcion A. Las componen-
tes contravariantes del tensor métrico también quedaran modificadas

ro_rrk r 2 rrk r rrk -2 _rk
gug =0 = A'gug =0, = g =4"¢g
entonces el peso de g'"* es-2. Mientras que el determinante de las componentes covariantes del tensor métrico
se transforma ante un cambio de calibracion por
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siendo, por tanto, de peso 8.

Hay que observar que el cambio de calibracion queda definido para el tensor métrico exclusivamente, por
tanto no podemos establecer las leyes de transformacion de los otros elementos geométricos, a menos que
conozcamos su relacion con el tensor métrico.

En el caso especial de una geometria semi-simétrica, el vector de Weyl cambia ante una transformacion de
calibracion

Dgly = (ﬂ'zgik)zzﬂ'dﬂ'gik +1°g,,0,dx" _204

2o gixdx" + g, 0,dx" =0,g,dx"

entonces

, 2 04
Qr = Qr +— P
A Ox
Notemos que las coordenadas de un punto del espacio no cambian en una transformacién de calibracion,
pues solo son numeros que identifican al punto. Por tanto, el elemento de linea queda modificado en un cambio

de calibracion por la ley

ds'=21ds
es decir, tiene de peso 1, el mismo peso que tendra el tiempo propio dz de una particula. Definida la tetravelocidad
por
k _ dxk
dr
encontramos que tiene de peso —1, mientras que la tetraaceleracion tendra de peso —2.

u

21. Transformacion proyectiva
Una transformacion proyectiva de la conexion viene definida por

rp_T P p
r',"=r, +ol¢,
donde es un vector arbitrario. Notemos que si la conexion no es simétrica cabe otra transformacion proyectiva
k
dada por

r'?=r,r+s/¢,.

1

Frente a una transformacidn proyectiva el tensor de Ricci se modifica segiin la ley
! — —
Riy =Ry —20 [i ¢k] ,
sin embargo, la curvatura escalar R permanece invariante. Notemos que ante a una transformacion proyectiva
la curvatura homotética también queda invariante.

Distinguimos otra transformacion de la conexion, parecida a la anterior, y a la que llamaremos transforma-
cién lambda definida por

" P_T PSP
Uy =T, " +6 2,

donde A es un escalar arbitrario. Facilmente se comprueba que tanto el tensor de Ricci, como la curvatura
escalar y la curvatura homotética son invariantes frente a esta transformacion.

22.- El tensor de Ricci en funcion de los simbolos de Christoffel
Como se mostro en 18 es posible relacionar la conexion de un espacio con los simbolos de Christoffel. En el
caso de un espacio métrico simétrico la relacion es dada por (37), que se puede poner de la forma

1 1
k_g k1 qk 7 kyly ok
rrp Lrp g erq Lrp er .

en X,,, seencuentran agrupadas las componentes antisimétricas de la conexion y el tensor de no-metricidad

segun aparecen en (39).

Utilizando (18) se puede poner el tensor de curvatura en funcion del tensor de curvatura R K i formado a
partir de los simbolos de Christoffel en vez de con la conexion I' qs
X 1 1 1 1

+_D;Xsrk _ED:Xsik +_Xsnkrrin +1Xsranik __Xsianrk'

Rksir :R*sir
2 2 4 4
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Igualmente es posible poner el tensor de Ricci en funcion de R ,; que es el tensor de Ricci construido a partir
de los simbolos de Christoffel, para lo cual se contraen los indice ky r de la expresion anterior

Rsi :RZi +%D;Xskk _%D;Xsik +%Xsnkrkin +%Xsannik _iXsiankk'

Por ejemplo, para el caso de una geometria semi-métrica sin torsion el tensor de Ricci queda

Ry =R} =Dj0,+(Di0;~D/0,)--g,Di0" +22,0,0" -2 0,0;.

La contraccion del tensor de Ricci es la curvatura escalar R y para el caso considerado de geometria semi-
simétrica es

R=g"R, =R’ -3Dj0" +30,0".

23.- Simetrias del tensor de curvatura
El tensor de curvatura en un espacio de N dimensiones tiene N * componentes. Sin embargo, no todas son
independientes. Vamos a comprobar que existe un conjunto de relaciones que hacen descender considerablamente
el nimero de componentes independientes del tensor de curvatura.
El tensor de curvatura completamente covariante tiene las componentes
Rpsri = gkaksir = gpk (r y -I y +rsrtrti ‘ _rsilrtrk)’

sr.i sSi,r

limitandonos al caso de un espacio de conexion afin simétrica, obtenemos que la anterior expresion se reduce en
un sistema localmente geodésico a

_ k k
Rpsri - gpk (rsr,i - Si,r )’
teniendo presente que las derivadas primeras del tensor métrico son nulas por asi serlo la conexion se encuentra

1
Rpsri zz(grp,s,i _gsr,p,i _gip,s,r +gsi,p,r)'

A partir de la anterior ecuacion es facil comprobar que se cumplen la siguientes relaciones de simetria

Rpsri :Rrips; Rpsri =-R

Rpsrr:Rppri:O; Rprsi+Rp =0.

En el caso de un espacio tetradimensional el tensor de curvatura tiene 256 componentes, que quedan reduci-
das a 20 al tener en cuenta las anteriores relaciones de simetria.

Enun espacio genérico el tensor de curvatura es antisimétrico con respecto a la dos ultimos indices. Siempre
podemos descomponer el tensor de curvatura totalmente covariante en dos partes

Rijpg = R[ik]pq + R(ik)pq =Pikpg + Fikpq G

antisimétrico respecto al primer par de indicesy F

psir;
+Rp

Sri irs

siendo P,
indices.

Cuando un vector 4 k¥ es trasladado paralelamente a través de un paralelogramo infinitesimal de lados da*y
db', sus componentes contravariantes cambian segin se dedujo en 9 por

dA" =R’ A"da"db'. (52)
Como la superficie elemental tiene de area (epigrafe 25)
dsS" =da'db’ —da’da’
y el tensor de curvatura es antisimétrico respecto a sus dos ultimos indices, tendremos que (52) queda
A,dA" =1/2R , AP 4"dS'*,

es simétrico respecto al primer par de

kpq ikpg

pnik
entonces como

1 1
ro_ ry_ -+ 2
ArdA ——2d(ArA )—2dA N
la variacion del modulo de un vector cuando es trasladado paralelamente por un circuito elemental cerrado es

dA*> =R ., APA"dS™*

pnik
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Sustituyendo (51) en la anterior expresion resulta
2 ik ik
d4==P,,,A"4"dS" +F,, A" A"dS"
el primer sumando es nulo por la propiedad de antisimetria del tensor de curvatura respecto a sus dos primeros
indices, entonces queda

dA*=F,,, AP 4"dS'™,
de (50) obtenemos

1
Fpnik =5(Diank _Danpi)'

Si nos limitamos a una geometria semi-métrica de conexion simétrica obtenemos de la anterior expresion y
de (49)

1 1
Fpm'k ZE(Qk,i _Qi,k)gpn :_EFikgpn’
donde hemos definido
Fi = (Qi,k _Qk,i)’
lo que significa que en una geometria semi-métrica
9  _ pa q
R nik =P nik _5nFik>
donde el primer tensor del segundo miembro es antisimétrico respecto al primer par de indices (cuando estan en
forma covariante) y también respecto al segundo par. La anulacién del tensor F,, significa que el espacio se

puede reducir a un espacio de Riemann por un adecuado cambio de calibracion y por tanto en este caso P4
seria su tensor de curvatura.

24.- Tensor de Einstein
Las simetrias del tensor de curvatura pueden utilizarse para obtener un nuevo tensor que tiene importante
aplicacion en la relatividad general donde se toma el continuo espacio-tiempo como siendo un espacio de Riemann.
Partimos de la identidad de Bianchi (25) y la multiplicamos por g k> teniendo en cuenta la nulidad de la derivada
covariante del tensor métrico queda

DR, +D.R

m*tpsir

+D,R =0,
multiplicando ahora por g ?” y teniendo presente la definicion (21) del tensor de Ricci

DmRsi_DiRsm+Dr(ger 0,

psrm psmi

psmi ) =
multiplicando una vez mas por g*’

D,R-D,R',-D,R", =0,

que se puede poner de la forma

1
r r
D, (R ” —Eé'ij =0,

a la expresion entre paréntesis se le llama tensor de Einstein, un tensor de segundo orden construido exclusiva-
mente a partir de los tensores geométricos que definen el espacio de Riemann y que tiene la notable propiedad
de tener nula su derivada covariante. Cabe poner el tensor de Einstein en forma covariante

1

R — > guR.
25.- Volumenes y areas
Consideremos en un espacio genérico (que tomaremos tridimensional para concretar) un paralelepipedo

infinitesimal cuyos tres lados diferentes estan formados por tres vectores infinitesimales de componentes da’,
db* y dc” . A partir de ellos se puede obtener el tensor antisimétrico formado por el siguiente determinante

da' db' dc'
dQ'* =|da* ab* dc*|,
da” db" dc’
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que evidentemente es un tensor por ser la suma de productos de tres vectores.

Ya hemos indicado que en el caso de un espacio con torsion no es posible obtener un paralelogramo cerrado
y por tanto tampoco un paralelepipedo cerrado. No obstante, podemos utilizar para este tipo de geometrias las
formulas que vamos a deducir a continuacion, puesto que la diferencia de area entre el cuadrilatero cerrado que
se obtendria en un espacio con torsion y el area de un paralelogramo (como mas adelante calcularemos) es de
segundo orden y por tanto despreciable. Y lo mismo ocurrira con el volumen de un paralelepipedo.

dQ ™ es un tensor que se puede poner en funcién de los simbolos completamente antisimétricos de Levi-
Civita

inkr — ngikr
donde JQ es la tnica componente de dQ'*" distinta de cero
dQ=dQ' =da'db*dc’,

Téngase presente que ni dQ ni &’* son tensores, pero su producto si lo es.

Se define el volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores infinitesimales por la expresion

dv =g dQ (53)
donde g representa el valor absoluto del determinante del tensor métrico puesto en forma covariante.
Debemos comprobar que el volumen como es definido por (53) es un invariante, ya que su valor no debe
depender del sistema de coordenadas. Ante una transformacion de coordenadas tendremos

dQ =dQ'" = 4] 4747 dQ™" = 4] 47 4] dQe™ =|4]dO
donde |A| es el determinante de la matriz de la transformacion de coordenadas.
En la transformacion de coordenadas las componentes del tensor métrico cambian segin

kr

' _ppRY
=B By g rq
que podemos representar como una ecuacion matricial

G'=B-G-B,
calculando los correspondientes determinantes se tiene
’ 2 ’ 1
g=lB's = JE=MI, (54)

donde siempre tomamos el valor absoluto del determinante. (54) se aplica en (53)

dV’:\/EdQ’:ﬁ\/aAMQ:\/EdQ:dV,

que demuestra el caracter invariante del volumen.
La formula (53) es generalizable para un espacio de cualquier nimero de dimensiones.
Para cualquier vector de segundo orden a,;, se cumplira la relacion

1
\/; = _\/Z 5
4]
siendo a y da' los valores positivos de los determinantes del tensor «a;, en cada uno de los dos sistemas de
coordenadas; por tanto
Jad©

es un invariante que es llamado volumen generalizado.

En un espacio de tres dimensiones se define el area de una superficie bidimensional a partir de un vector. De
forma similar a como hemos hecho anteriormente, definimos el tensor superficie antisimétrico a partir del deter-
minante

s = , (35)
da" db"

donde da?y db" son los vectores que conforman el paralelogramo bidimensional cuya vector area se quiere
calcular. El vector asociado al elemento de superfice anterior es

das? =Larrgs
2 q
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En el caso de un espacio tetradimensional (como el espacio-tiempo) tenemos dos tipos de «superficiesy, las
bidimensionales y las tridimensionales. Las primeras vienen representadas por el tensor (55) y las segundas por
un vector. En efecto, el tensor antisimétrico volumen tridimensional del espacio de cuatro dimensiones viene
definido por

da? db? dc?
dSt? =\da? db? dc1 (56)
da" db" dc"
donde, como en los casos anteriores da?, db? y dc” son los vectores que forman el paralelepipedo infinitesimal

cuyo volumen tridimensional se calcula. A partir del tensor completamente antisimétrico se puede obtener de
(56) un vector asociado a la superficie tridimensional de un espacio tetradimensional

twp=iAMWw,y
3! a

Esta expresion se puede generalizar a espacios de dimension N cualquiera

1 rs....
ds” —WAM ds .-
Nos debemos fijar que para un espacio tetradimensional con métrica de Minkowski, que corresponde al
espacio-tiempo, el volumen espacial es dado por dS°.
En (11) habiamos definido el tensor de cuarto orden completamente antisimétrico en forma contravariante
para espacios tetradimensionales. Ateniéndonos a (54), la definicion (11) de este tensor totalmente antisimétrico
toma la forma

1
APATs — ghars ,
g
de donde se deduce el correspondiente tensor en forma covariante

1
A[km” :gpiqu gi’mgsnqurs zgpiqugrmgsn_gpqrs =
Jg

1 r
:Egplqugr3gs4gpq *€ tomn :\/ggikmn>

donde &,,,, son unos simbolos con igual propiedad que los simbolos de Levi-Civita, es decir ¢,,, =g’
Notemos que &,;,,, no son las componentes covariantes de &'*””. Mientras que &’*™" es una densidad
tensorial de peso 1 (ver epigrafe 35), ¢,;,,, €s una densidad tensorial de orden -1.

Con el tensor A, . se puede hacer otra definicion de los tensores «superficies», en el sentido de que
aparezcan con sus componentes covariantes. Por ejemplo, para el caso de un espacio tetradimensional

1

_ L qrs
p =578 pars 457"

ds

26.- Geodésicas

Pretendemos generalizar el concepto de linea recta del espacio euclideo. La vamos a definir de dos formas
diferentes, una de ellas es estableciendo que la linea recta entre dos puntos tiene como propiedad que representa
la minima distancia entre esos puntos extremos. La otra definicién que consideramos afirma que la linea recta
tiene la propiedad de que sus vectores tangentes en cualquier punto son paralelos entre ellos.

Ambas definiciones son equivalentes en un espacio euclideo, pero en un espacio general representan con-
ceptos diferentes. A la curva tal como es definida por la primera propiedad antes expuesta le llamaremos curva
de menor longitud o geodésica métrica, mientras que reservaremos el término de geodésica o geodésica afin
para designar las curvas autoparalelas definidas por la segunda de las definiciones.

Nos limitamos al espacio euclideo y buscamos la condicion matematica que debe cumplir la geodésica, curva
que vendra dada por la ecuacion x* = x¥(r) donde ¢ es un parametro arbitrario que caracteriza a cada punto de
la curvay las x* son las coordenadas cartesianas de la geodésica. Vamos a considerar dos vectores tangentes

dr k dxk
V=—-o Ly Vo =—
dt dt
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siendo r el vector de posicion de un punto de la curva, o sea r=(x*); v es un vector que no tiene el mismo
modulo en cada uno de los puntos de la geodésica a consecuencia de la arbitrareidad del parametro . Ademas
utlizaremos el vector unitario tangente

dr k dx k

u=— <o u'=—,

ds ds
donde s es la distancia desde un extremo de la curva al punto considerado. Observemos que el vector u tiene
la misma direccion y el mismo modulo en cualquier punto de la geodésica.

Sea el punto P(7) de la curva geodésicaal que le corresponde el vector tangente v (t) ,enotro punto P (¢ + dt)

el vector tangente sera

V(t + dt) = V(t) +dv,
el requisito para que ambos vectores tangentes sean paralelos es que dv sea paralelo a v. Matematicamente
el anterior requisito se puede establecer de dos formas

V/\ﬂz(); ﬂzq)(t)v (57)
dt dt
o0 sea, que su producto vectorial sera nulo o bien que sean proporcionales. La funciéon ¢ que aparece en la
segunda condicion (57) es arbitraria y puede depender del parametro . Las ecuaciones (57) se pueden expresar
en funcion de las coordenadas
cdve pdvt dvh '
o v T 0; 7 —go(t)v . (58)
Si en vez de coordenadas cartesianas utilizamos coordenadas curvilineas, entonces habria que sustituir las
derivadas por derivadas absolutas y tendriamos para las condiciones (58)
i Dv* k Dv' ) Dv* _ k
v P v o 0; o —(p(t)v . 59
Tenemos otra forma de representar la ecuacion de una geodésica, utilizando para ello el vector unitario

tangente u , que como hemos dicho es el mismo en todos los puntos de la geodésica, es decir debe cumplirse

du_,
ds
o bien en coordenadas curvilineas
D u k i k
. =0 < u'D;u"=0. (60)
s

Las ecuaciones (57) y (58) son equivalentes y validas en un espacio euclideo. Ahora hacemos la generalizacion
y las extendemos a un espacio cualquiera, donde conservaran la misma forma. Notemos que la ecuacion (57) se
puede definir en un espacio donde no esté dada una métrica, es decir en un espacio afin; no obstante, la ecuacion
(58) requiere el concurso de un tensor métrico para poder definir la distancia, es por tanto un concepto utilizable
solamente en un espacio métrico-afin.
Lavariable ¢ utilizada para parametrizar la curva geodésica es arbitraria, es por tanto posible elegir un nuevo
parametro 7 , relacionado con el anterior por
i=f(1).
Al hacer el cambio de variable la derivada absoluta se transformara segtin
Dyt _d’x* | dx dx!_d(dtdi) | ydx? dx’ (dijz B
dt — dr* P dt dt de\ di di) P! di 4P \dt
dzxk(dsz dx* d?7 . dxP dxq(dsz
==\ttt e A
dr = \ dt dt dt dt dt \dt
y la segunda de las ecuaciones (59) queda
d*x* Jp kdxtdx? (o dx* ~(t~)dxk
air o ai di | f ) O\
obteniéndose una ecuacion idéntica a la segunda ecuacion (57), porque si bien las funciones ¢ y @ son distintas,
son completamente arbitrarias (como lo son los parametros ty 7 ).

(61)
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La ecuacion (59) se reduce a la (58), para ello es necesario que

ot
f
o lo que es lo mismo
f’=expjgodt.

Es decir, cuando se cumple la anterior condicién el parametro de la curva geodésica coindice con la distancia.
La condicion necesaria y suficiente para que dos conexiones simétricas sean geodésicamente equivalentes,
es decir reproduzcan la misma geodésica, es que estén relacionados por

bk _p ko, gk k
U, =0, 6,y ,+0,v,. (62)
Veamos que la condicion (62) es suficiente. Si la sustituimos en la primera de las ecuacines (59) queda inalterbale

y si la sustituimos en la segunda ecuacidon (59) obtenemos
k ., . .
Sea I rq la conexién del espacio, entonces la conexion

d*x* dx? dx9 dx? \dx* _dx*
dt? re “ar ar TV a Tar T an (63)

y al igual que anotamos antes, aunque @y ¢ sean funciones diferentes, al ser arbitrarias en nada afectan a la

ecuacion de la curva geodésica, o sea que (63) representa la misma geodésica que la segunda ecuacion (59).
Veamos que la condicion es suficiente, es decir que si I'), qk y I, k=1 » qk +0 ,, son conexiones que

reproducen la misma geodésica deben estar relacionadas por (62). Para que esto ocurra es necesario que

e dx? dx1 dx*

@
P4 dr di dt

siendo ¢ una funcidn arbitraria de ¢, entonces las geodésicas formadas por las dos conexiones son las mismas.
De la anterior expresion se deduce

; cox\dxP dx? dx"

(0,40/-0,,6})=—=~-=—=0
dt dt dt

relacion que se tiene que mantener sea cual sea dx” /dt , entonces

koi ick ki ick kgi isk _
©,s-0,/5F+0, 5! -0, 5kv0 f5i -0 5k=0,

contrayendo respecto a i,

k_l rok rok
0, ‘g(@)w 55+0,,"55)
si se define
1,
l//q:§®qr

encontramos finalmente que
k_ k k

®pq - Wp5q + Wq5p

lo que demuestra la condicion necesaria antes afirmada.
También son conexiones geodésicamente equivalentes las que se encuentran relacionadas mediante la ex-
presion
r k _ k k
r rq r pa ™t Y rq

donde Y " es un tensor antisimétrico respecto a los indices inferiores. En efecto

k k
Dv* dv
=Ty = T, B oy Fesy”
dt dt dt
1 . . , k . . k

pero como el ultimo sumando es nulo por la antisimetria de Y, entonces la derivada covariante de v no se
modifica y las ecuaciones de las geodésicas (59) quedan inalteradas.

En un sistema localmente geodésico (ver epigrafe 6) las componentes simétricas de la conexion se anulan en

un punto dado. Entonces en este sistema de coordenadas la ecuacion geodésica queda

d2xk/ds=0
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que tiene por solucion
k= A4*s+ B* (64)

siendo A% y B* constantes. Para un determinado valor de k (64) corresponde a la ecuacion de uno de los ejes
coordenados. O dicho de otra forma, en un sistema localmente geodésico los ejes coordenados son geodésicas.

A continuacioén vamos a tratar el problema de determinar la curva de menos distancia entre dos puntos dados,
lo que llamamos curva de menor longitud o geodésica métrica. Para ello vamos a considerar un espacio métrico
dotado de un tensor métrico no simétrico. El elemento de linea (26) nos permite determinar la distancia entre dos
puntos. Pretendemos determinar la ecuacion paramétrica de lacurva x* = x (t) que uniendo dos puntos dados
tenga la menor longitud.

Tenemos que determinar la funcidon que haga minima la distancia entre dos puntos dados Ay B

SAB—I\/glk dx’dx —I\/g,k ’i(t)x'k(t)dt:i[f(xr,x'r)dt

donde la prima significa derivacion respecto al parametro ¢. Aplicando las técnicas del método variacional,
encontramos la curva extremal, que debe cumplir la ecuacion de Euler

)

ox'" ox"

y si la desarrollamos tenemos

i( of )_ of 1 .of df _, (65)
di\ox'") ox" fox'" dt
En vez de utilizar el parametro arbitrario ¢ para describir la curva, vamos a utilizar como parametro la propia
distancia s de cada punto de la curva al punto inicial A. Ahora tendremos
f=gux'xt =1

donde el punto significa derivacion respecto a s y la ecuacion (65) queda

i(ij _9

ds\ox") ox"
desarrollando y teniendo presente el valor de fqueda

-k -k -m.k
& irX +grkx +(amgkr+amgrk_argmk)xmx =0.
Introduciendo las partes simétricas y antisimétricas del tensor métrico

W m .
8wy %" +5|:amg(rk) ) _arg(mk):|x it =0.

Definiendo el simbolo

*

1
Lmkr = E|:a mg(rk) +0 kg(rm) -0 rg(mk)i|
que es simétrico respecto a los dos primeros indices, entonces la ecuacion de la linea de menor longitud se pone
=0. (66)

Debemos notar que L , = coincide con los simbolos de Christoffel en forma covariante en el caso de que el
espacio tuviera una métrica simétrica. Entonces la ecuacion de la geodésica métrica (66) tomaria la forma
habitual en un espacio de Riemann

mkr X

(rk)x +L

el re.m-k _
X'+, x"x" =0.
Como antes hemos sefialado, la geodésica no es lo mismo que la curva de menor longitud. No obstante,
cuando la conexion del espacio se puede poner de la forma

*
quk =quk +a(t)5;fz//q +,B(t)5;‘ v,
donde L; q k¥ esta formada exclusivamente por la parte simétrica del tensor métrico y ¥ p€s un campo vectorial
arbitrario, entonces ambas curvas, la geodésica y la de menor longitud coinciden, pues como hemos demostrado
las dos ecuaciones (59) quedan inalterables, excepto que ahora la conexion sera L; qk . Esto es lo que ocurre en
el espacio euclideo y también en el espacio de Riemann, en ambos casos ocurre que a=£=0, o sea la
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conexion coincide con los simbolos de Christoffel.

En general si la conexion se puede poner de la forma

quk - Lp; +quk
donde ¥, qk es un tensor antisimétrico, entonces las geodésicas afin y métrica coindicen, siempre y cuando el
tensor métrico sea simétrico.
27.- Desviacion geodésica

La desviacion geodésica mide la variacion de la separacion de dos puntos que se mueven a través de lineas
geodésicas diferentes.

Consideremos una familia de geodésicas que etiquetamos con un paramétro continuo ¢. Los puntos de cada
una de las curvas geodésicas estan definidos por el parametro s.

El vector tangente en un punto s de la geodésica de coeficiente ¢ es definido como es habitual por

dx*
ub = 7—
ds .
El vector desviacion entre dos puntos de parametro s situados en dos geodésicas distintas es
dx*
vh=| 22—
dt

Con la desviacion geodésica significamos la aceleracion experimentada por la separacion geodésica entre
dos puntos que evolucionan por geodésicas diferentes y es definida por

; D®' D(Dv*) ax* dx’

a' == ==Dy | S—D ' |=u*Dy(u/D¥).
ds ds| ds ds ds
Como
u*Dp' v D =uto v +u'V T [ —vFou —viuT =1 utvE, (67)
entonces la aceleracion geodésica se pone como
=u*D, (v'Du')—u'D (v uv¥)=D,D u'u*v’ +Dv'D u'u* —u D L syk).
dS2 k J J\ " sk k= j k J

De la definicion de tensor de curvatura del epigrafe 8 se encuentra que
DyDu' =D D' ~u'R' ) ~Du'z !
donde hemos utilizado las propiedades de antisimetria de la torsion, por tanto la aceleracion geodésica es
D%’

ds*
=DjDku’uka -R'

=D Dk” ukv/ R’,]ku/ukvf—r JDu'u*v’ + D va u'u* —u'D, ( kusvk)

Lokoj Iy ik ) ik J_ . Jo kY is k
G UV =7 Dutv? + D u (v Diu’ =7, /u™v" |—u’D T u'v
en la que de nuevo hemos usado la identidad (65). Una posterior simplificacion nos lleva a

D%’

ds?
donde hemos aprovechado la propiedad de antisimetria del tensor de torsion y hemos tenido en cuenta que el

vector tangente de una curva geodésica cumple

Ky i\ pi ol koj iosok\_ i oLk j D sk
—D( Dku)v R jpuu™v’ —u’D;(tuv” )=—R"ju'u’y R T U v

Dyl
u*Dyu' = "
ds

finalmente tras un intercambio de indices obtenemos finalmente la ecuacion de la desviacion geodésica
D DV sk i

—| =+ u’y :lek,ujukv.
ds| ds

28.- Divergencia de un vector
La divergencia de un vector viene definida por

Dy =a v 4T K, (68)
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vamos a encontrar una nueva expresion mas util. Partimos para ello de la derivada covariante del tensor métrico
— s s _
Drgik _argik _gisrkr _gskrir _Qikr >
al hacer la multiplicacion contracta con g'*

s 1 i 1 i
Iy, =2¢"0.2u—58"Ou (69)

Insertando (30) en (67) encontramos

s_l _l 1kQ _ 1 a\/_

I r ar ikr ikr >
T =g g i o 2g “Oi
al vector
1 ik 1
K =— . = — .
r 4g thr 4Qtr

le llamaremos vector de no-metricidad. En el caso particular de que la geometria sea semi-métrica, el vector de
no-metericidad coincide con el vector de Weyl. Introduciendo el tensor de no-metricidad en la anterior expresion
obtenemos

r SZM_Q,{W (70)

sr

Limitandonos al caso de un espacio riemanniano donde tanto el tensor métrico como la conexion son simétricas
y nulo el tensor de no-metricidad, la expresion (70) se reduce a

P e (1)
\/_ ox"
Por (68) y (70) la definicion de divergencia de un vector para el espacio considerado queda
1 oy )
) (72)
\/_ ox*k

valida, en especial, para los espacios de Riemann. Para el caso general tendremos por las definiciones de los
vectores de torsion y no-metricidad

Dkvk

Fskk =z’skk +1"ksk =T, +airln\/§—2/<r
x

entonces de (68)

15(x/_V)

Dyt = o +vF(z, - 2x,) (73)

que es la expresion general de la divergencia de un vector.
Si usamos la derivada covariante con arterisco, tendremos para la divergencia de un vector la expresion

1 a(\/gv")
\/E oxk

Para el caso particular de una geometria semi-métrica de torsion nula tendremos para la divergencia de un
vector la expresion

Dk =

Dkvk =D1tvk —2kak
donde Q, es el vector de Weyl.
A partir de (70) podemos obtener una nueva expresion para la curvatura homotética
Vir = 1—‘kr’,,i' -T ki,/:’ = 2Ki,r - 2Kr,i
por tanto si se cumple
Ki,r = Kr,t'
entonces es nula la curvatura homotética. Por otra parte si el tensor de no-metricidad fuera nulo, también lo seria
el vector de no-metricidad y por consiguiente seria nula la curvatura homotética.
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Como el tensor de no-metricidad es nulo en los espacios de Riemann, también sera nula la curvatura homotética
y como la conexion es simétrica entonces es valida (24), siendo nula la parte antisimétrica del tensor de Ricci.
Por tanto en un espacio de Riemann el tensor de Ricci es simétrico.

29.- Rotacional de un vector
En un espacio euclideo tridimensional el rotacional es definido en coordenadas cartesianas por el siguiente
vector (no hacemos distinciones entre componentes covariantes y covariantes, es decir hacemos uso de coorde-
nadas cartesianas)
1 0A, OA,
VAA=—g, | —E——Lle,, (74)
2 Y%l ox, ox !
J k
que es el vector dual asociado al tensor de componentes
04, 0A,
(rotA)j’,c =k i
Ox; Oxy
Esto nos permite generalizar el concepto de rotacional de un vector a un espacio genérico, con sélo sustituir
las derivadas parciales por derivadas covariantes

(rotA)  =D;4,—DyA,
que en el caso de un espacio con conexion simétrica se reduce a

De (74) se deriva el vector rotacional
1.
pik
5 A (rotA) PE

Si el espacio tiene mas de tres dimensiones ya no es posible reducir el tensor rotacional a un vector como ocurre
en el espacio tridimensional.

30.- Gradiente
Sea ¢(x %) un campo escalar que tiene la propiedad de ser invariante ante un cambio de coordenadas, esto
quiere decir que la funcién ¢(x*) toma el mismo valor en un punto dado, con independencia del sistema de
coordenadas.
El gradiente de una funcién escalar es definido por

0
(grad ?), :ak¢:8x_¢i

que se comprueba facilmente que es un tensor covariante.

31.- La laplaciana
El operador laplaciano es definido en coordenadas cartesianas en un espacio euclideo como
1 87 8’
S5 Vi=
c” ot 0x"0x,,

en el caso de un espacio genérico, la laplaciana toma la forma D, D k.

32.- Angulos

En un espacio euclideo el angulo entre dos vectores de componentes dx’ y dy* se define a partir de su

producto escalar
ik
cosq=—— Sudvdy (75)
\/gtkdxldxk \/g,-kdy ‘dy k

en esta expresion se anulan los términos que contienen la parte antisimétrica del tensor métrico, es decir que el
angulo solo depende de la parte simétrica de g .

Dada la propiedad que tienen los espacios métricos de permitir que en cada punto se defina una espacio
euclidiano tangente (ver epigrafe 14), es posible extender (75) para un espacio genérico.
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33.- Teoremas integrales
El teorema de Stokes en el espacio tridimensional euclideo es

qSA-dl:j VAA-dS,
I z

donde I' es la curva perimetral de la superficie £. En funcién de las coordenadas queda
$aydx, =[[(VAA), dS,
r >

donde usamos coordenadas cartesianas y por tanto no establecemos diferencias entre indices covariantes y
contravariantes. Por las definiciones de rotacional de un vector (74) y del elemento de superficie tenemos para
el teorema de Stokes del espacio euclideo tridimensional

04, 0
@Akdxk J’j gkpq(aj aj st,f—jj (rotA)  dS . (76)

habiendo hecho uso de la relacion
(76) se generaliza a una variedad genérica

¢y ax* - [[(rota)  asr.

Notese que solo en el caso tridimensional es posible obtener un vector superficie bidimensional, que es el vector
dual del tensor superficie de orden dos.
Se puede, igualmente, generalizar el teorema de Gauss, que en el caso del espacio euclideo tridimensional es

IIJ;IVAdecjgﬁA-dS

donde X es la superfice cerrada que engloba el volumen V. Lo anterior se pone en funcion de las coordenadas

oA* e
[l —ae=dpa*as,. (77)
o 0x, &
donde
das, =%gqudqu,

notemos que (77) es un resultado formal, sin referencia a las caracteristicas geométricas del espacio en que
estan definidas las magnitudes implicadas. Por tanto (77) es valida en cualquier espacio con independencia de su
dimension y propiedades.

Como se comprobo en el epigrafe 25 el vector asociado a uan superficie bidimensional es

dSk:%AkmndSmn:% ggk ..... mndSng\/gdSk

Como veremos en el siguiente epigrafe el teorema de Gauss puede formularse de varias formas en un
espacio genérico.

34.- Densidades tensoriales
Se llama densidad tensorial de un vector 4% a
= \/g A%,

en un cambio de coordenadas se transforma segiin

Ak \/_A’k——\/_A A" = |A"A’

donde hemos usado (53). Para el caso especial de una densidad escalar su ley de transformacion es
A= 1 A
4]
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Por ejemplo, 77" es una densidad tensorial de peso 1, puesto que por lo deducido en el epigrafe 23
g P = \/EA Parsy AP es un tensor.

El concepto de densidad se puede extender a un tensor de cualquier orden e incluso de un peso distinto del
primero, por ejemplo una densidad tensorial de segundo orden y de peso » tiene la siguiente ley de transforma-
cion

AI ik Ai A kA prq
n b
como ejemplo vemos que d Q es una densidad escalar de peso -1 ya que d Q' = |A |d Q.

Los indices, ya sea superior o inferior, de un densidad tensorial se pueden bajar o subir mediante la técnica
habitual del tensor métrico, por ejemplo

Air = grkAik :\/EgrkAik :\/gAir'
La derivada covariante de la densidad tensorial de un vector es

Dy(A")=D,(Jg4')=Dyg4" + [gD, 4" = \/EDkgA +yg (0,4 +T laY),

para calcular la derivada covariante del determinante del tensor métrico tenemos en cuenta que

D g=gg""Dyg ,, =88"10 pyi -

1 0
rsks_\/_a\){_ 2 ququ

Por (69) tenemos

entonces nos queda
Di(A')=0,4"+A'T /-A'T .

En cuanto a la divergencia de la densidad de un vector tenemos

D, (4")=D;(Jg 4*)=D,Jga" + gD, 4" = kagA +g(0,4% +T fav),
de donde se deriva

D, (4")=D(Jga*)=0,(Jeg4" )+ g4z, (78)

Siguiendo las mismas técnicas se calcula la derivada covariante de una densidad tensorial. Para el caso
concreto de un tensor de segundo orden covariante tendremos

Atr):Dk(\/gAir):akAir_AsrriS AT .. Airrlkl

ist rk

que facilmente se puede extender a otros tipos de densidades tensoriales. Si nos limitamos a la divergencia de
una densidad tensorial tendriamos para el caso de un tensor de segundo orden

D (a%)=0,4" + 4T+ 4%,
Finalmente mostramos que la derivada covariante de una densidad escalar es

Notemos que la derivada covariante de una densidad tensorial es una nueva densidad tensorial. Para ello
notemos que 0 ,./g es una densidad tensorial, en fecto

1
ak\/gzg\/ggququ

que resulta ser un vector multiplicado por \/§ .Afiadir que la derivada parcial de una densidad escalar A esuna
densidad vectorial

1
0 A= \/E(Eg "0 A —ﬁkAj

y como A es un escalar lo encerrado dentro del paréntesis es un vector covariante.
Podemos generalizar el teorema integral de Gauss (74) para el caso de existir torsion, para lo que se utiliza
(78) de donde resulta aplicando (77)
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[Di(Jea")aa=[Jga*dS, + [Jga*r,dQ=[4*as, +[Jga*r,d0
v z v P Vv
para el caso en que el vector A" se anule en los limites de la integracién nos queda simplemente

[Di(Jga*)da=[Jga*r a0 (79)
Vv Vv

que es nulo en el caso de un espacio sin torsion como el de Riemann.
Otra forma de poner el teorema de Gauss es

[Diatav =[ga*ds, =[4*as,.
v z z
Finalmente otra forma del teorema de Gauss se basa en la aplicacion de (73)

[Dpatay =[a*ds, +[v¥(z,-2x,)d .
hX 14

Consideremos ahora un tensor de segundo orden simétrico 7% definido en un espacio de Riemann. Su
divergencia sera

0
DI, =8, 1, % +1,°T J -1 *T ,*=0,T,%-T,°* \/1_ a\f T.*r,°
X
donde se ha utilizado (66). Simplificando

\/EDkT:‘ ¢ Zak(\/thk)_\/ETskriks

Analizando el segundo sumando de la anterior expresién y teniendo presente la simetria del tensor 7%

1 1
k k k
LA =T Ly =518 (8 ik~ 8 ) =5

k
2Tr gkr,i’

finalmente nos queda

ri®

1

k k k rk
\/ngTi =D\T," =0,T, _57 &k
Si ahora suponemos que el tensor 7% es antisimétrico

JeD,r" =0, (Jar ™) e T,
y como la conexion es simétrica
D, T* =0,
donde tenemos en cuenta la nulidad de la derivada covariante del determinante del tensor métrico en un espacio
de Riemann.

35.- Relaciones itiles de las densidades tensoriales
Es de interés expresar la variacion de la raiz cuadrada del determinante del tensor métrico en funcién de la
variacion de la densidad tensorial g'* = \/g g% por (30) tenemos

1 1
5\/— - _Ex/ggpq5g M=—"g409" +

1
5 ~g,8"5\z

2

qp _

y como g,,g 4 entonces

1
S gzzgqpé'gqp. (80)

Podemos también expresar la variacion de /g en funcion de las componentes covariantes de la densidad
del tensor métrico. Para ello partimos de

1 1
5\/_25\/§gpq5gpq:§gpq‘sgpq__g gpq5\/_

entonces

1
o g:ggpq5gpq. (81)

De (80) se deduce que si D, g'* =0 entonces D, g’* =0. En efecto, por (80)
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1
Dr\/E:EquDrgpq:O

entonces de

(\/_gik):O:D \/_gik+\/_Drgik

se deduce D,g'* =0. La inversa también es c1erta es decir que si D, g'* esnulaentonces D flk también lo
es. En efecto por (30) se encuentra que si D, g’ g =0 entonces D,./g =0 y por tanto D,g
Consideremos la transformacién infinitesimal de coordenadas

1k k k
Whaxbigt b= sk O phast O
ox" ox" ox"
entonces el tensor métrico se transforma segin la ley
: ont _on” on? ~_on”
gik =8ik — ox ~ 5 8ig~ ox' — i &pk = 5gik:_6x_kg ox' pk

y la funcién escalar L=L(g,, ) cambiara segin
oL oL | o on’? on?( oL oL
6L=0= Ogik =7 nkg 77,- Rpk == 77k gig T 8qi
08 ik ogix\ ox Ox ox" \ 0g 0L ki
donde suponemos que el tensor métrico es asimétrico. Como las funciones 7% son arbitrarias e independientes
entre si entonces se deduce

oL g+ oL
0gy " Ogy
La ecuacion (82) se puede extender para el caso de una densidad escalar del tipo

k)=\/§L(gl.k),

g4 =0. (82)

teniendo en cuenta (30)
\/7 \/_ pq
08 pq
y (82) toma la forma
oL g oL
ogy ' Ogu
como se puede deducir por calculo directo. Las formulas (82) y (83) siguen siendo validas si en vez del tensor

k
g, =001 (83)

métrico tenemos cualquier otro tensor de segundo orden.
Sea L = [(x’k, ..... una densidad escalar que depende entre otros del tensor x’*, vamos a demostrar que
oL
bik = o ik

es una densidad tensorial de segundo orden covariante y de las mismas propiedades de simetria que x’* . La
densidad escalar se puede escribir como L= JaL donde a es el valor absoluto del determinante de un determi-
nado tensor de segundo orden a,; y L es un escalar. Consideremos una variacion arbitraria del vector x,,

Xig =X TOx
donde los tres tensores anteriores estan definidos en el mismo punto. A consecuencia de la anterior variacién
también varia Ly L. Ahora bien, como L es un escalar 5L , que es la diferencia de dos escalares, también sera
un escalar. En cuanto a la variacion de £ tendremos

=5(aL)=oVaL+asL :%ﬁapqaapq +asL (84)

donde hemos aplicado (30). Los dos sumandos del segundo miembro de (84) son densidades escalares ya que
son escalares multiplicados por Ja , entonces 5L es una densidad escalar. Por otra parte tenemos que

oL

5xlk
como 5L es una densidad escalar y dx'* es un tensor de segundo orden, forzosamente b,, debe ser una
densidad tensorial de segundo orden covariante, tal como queriamos demostrar. Notemos que si x'* es simétri-

SL= sx'* =k, ox"

http://vixra.org/abs/1410.0160 39



TEORIA GENERAL DE LA CONEXION AFIN

co o antisimétrico entonces b,, también tendra esa misma propiedad. Como corolario es facil compobar que
8L/ ox'* es un tensor de segundo orden covariante. Este teorema que acabamos de demostrar se puede
extender para densidades escalares que dependan de tensores de cualquier orden y caracter.

Consideremos otro caso, aquel en que £ = l(F ; kr) entonces

SL— oL

p
ik
como S, kr €s un tensor, entonces o [/ or',," esuna densidad tensorial.
. . ‘ . k
Podemos generalizar estos razonamientos al caso en que la dependencia de £ sea respecto a xf, y o,k

0 a otros oOrdenes de derivacidn, entonces

oL p oL

oL = r 5rik,p+ ik5xf£:ip 8lr or _ip 8lr oT "+
al“mp Gx,p Ox 6Fik7p ox ar,kyp
+i al,k Sx'k —i al.k 5x'k
ox? axfp ox? fop
por tanto
0 oL | 0 ol
ox? ar,kfp T oxP axf;f

son densidades tensoriales.

36.- Tensores y densidades duales
En un espacio tetradimensional asociamos a un vector de componentes covariante 4,, el tensor dual

*ikl _ A ikim
4" =A""4,
también se le puede asociar a 4,, una densidad tensorial dual mediante
*ikl _ _ikim
A" =¢""4,.
donde tenemos en cuenta el caracter de densidad tensorial de los simbolos de Levi-Civita.
Para el caso en que tengamos un tensor .... antisimétrico su tensor dual es

g 1
ik _ * A ikpq
A7 =—A qu,

de donde también se obtiene una densidad tensorial

*ik _ l ikpq
A" =—c""4,.
El concepto de tensores y densidades duales se puede extener a tensores de otro orden e igualmente a
espacios de dimensiones distintas de cuatro.

37 .- Tensor de Weyl
Buscamos un tensor de cuarto orden definido en un espacio de Riemann que tenga las mismas propiedades
de simetria que el tensor de curvatura y ademas que todas sus trazas sean nula. Este tensor sélo se puede
construir a partir de R’ k1o Ry -R'Y gy es llamado tensor de Weyl

Cijp =AR;jjy +Bg iRy +Cgy R +Dg R +Eg 4R, +
+Fg R +GgyR; +Hg g yR+1g,8 R+ Kg ;g R.

El coeficiente 4 es una constante numérica que, en realidad, multiplica a todo el resto del segundo miembro, por
lo que podemos adoptar el valor arbitrario 4 =1. Los coeficientes en los que aparece By G tienen que anularse,
puesto que al ser simétrico frente a transformaciones i — jo k —/ haria que el tensor C,, perdiera sus
propiedades de antisimetria respecto a los dos primeros y a los dos tltimos pares de indices. El coeficiente K
también es cero ya que multiplica a una expresion simétrica respecto al cambio i — j oa k —/, lo que ya
hemos dicho que no es permitido.

Para conseguir la deseada antisimetria del tensor de Weyl es necesario que se cumpla

I=-H
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de esta forma la suma de los sumandos que contienen esos coeficientes tienen las adecuadas propiedades de
antisimetria. Por tanto el tensor de Weyl queda

Cijr =Rij +CguRjj+DgyR;j + Eg 4Ry +Fg Ry + Hg ;18 yR—Hg ;g ;R
Al igual que para el tensor de curvatura, también el tensor de Weyl tiene dos contracciones posibles C ii ay

C' ki Ya que todas las restantes o coinciden con las dos anteriores o son sus opuestos. Vamos a exigir que las
dos contracciones anteriores se anulen. Al aplicar este requisito se encuentra

C+D+E+F=0.

donde hemos tenido en cuenta que R’;;; =V,; =0. De la segunda contraccion del tensor de Ricci se deducen
las siguientes dos identidades

1+C+4D+ F =0; E+H-4H=0,
donde tenemos en cuenta que el tensor de Ricci no puede ser proporcional al tensor métrico. Al imponer la
condicion
C ijkl = _Cjikl

s€ encuentra

y finalmente por la condicion de antisimetria
Cijkl == Cz‘jlk
tenemos
C=-D; E=-F.
Reuniendo todas las relaciones encontradas hallamos que los coeficientes tienen que ser

Czl; Dz—l; =—l; F=l; H=—l
2 2 2 2 6

donde suponemos que el espacio es de cuatro dimensiones. Con estos resultados el tensor de Weyl en forma
completamente covariante es

1 1
Ciii =R +E(gikle — &R — & Ry +gleik)+g(gilgjk _gikgjl)R'

Si el espacio tuviera N dimensiones el tensor de Weyl seria

1
Cir =Riju+ E(gikle — &R —& Ry +& iRk ) + m(«gﬂg}k +8ik8 i )R-
donde N es la dimension del espacio que tiene que ser mayor que 3.
El tensor de Weyl en forma mixta C' sk tiene la propiedad de ser invariante conforme, es decir que no se
altera si se realiza la transformacion conforme definida por

ro_ a2
gik =A" ik _
donde A es una funcion escalar de las coordenadas. Por esta invariancia a C';;; también se le llama tensor
conforme de Weyl.

38.- Unidades

Las coordenadas contravariantes de un punto del espacio no son mas que etiquetas para su identificacion.
Estas coordenadas representan un concepto previo a la métrica, es decir que no estan relacionadas con la
distancia, concepto este ultimo que requiere la introduccion del tensor métrico. Por tanto, las coordenadas
contravariantes de un punto del espacio no tienen unidades fisicas.

No obstante, el elemento de linea de un espacio si tiene unidades, pues representa la distancia. Se trata de
unidades de longitud, que representamos genéricamente por L. Entonces el elemento de linea dfs tiene de unidad
L, lo que significa que el tensor métrico en forma covariante debe tener la unidad L?; sus componentes
contravariantes tienen la unidad L™ y el determinante obtenido de las coordenadas covariantes tiene la unidad

L*" , donde N es la dimension del espacio.

La conexidn afin es adimensional, como facilmente se puede comprobar a partir de la definicion de derivada

covariante. Por tanto el tensor de curvatura R*,,, el tensor de Ricci R,; y la curvatura homotética 7, son

sir >
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también adimensionales, puesto que dependen de la conexion o de sus derivadas respecto a las componentes
contravariantes, que como antes hemos dicho son adimensionales. Pero la curvatura escalar R por depender de
las componentes contravariantes del tensor métrico tiene la unidad 272 .

Sin embargo, las componentes covariantes de las coordenadas tienen de unidad L ? , pues se construyen a
partir de las componentes covariantes del tensor métrico.

Por lo dicho queda claro que un tensor puede tener una u otras unidades segiin venga expresado por coorde-
nadas covariantes o contravariantes.

Para completar digamos que el tensor de torsion 7 kel vector de torsion 7, y el vector de Weyl O, son
adimensionales. El tensor de no metricidad Oy, tiene la unidad L 2 y el volumen V.

Lo expuesto anteriormente esta relacionado con el cambio de calibracion, que se interpreta como un cambio
en la definicion de la unidad de longitud. Las magnitudes que son adimensionales, tales como la conexion o el
tensor de Ricci en forma covariante, no son alteradas cuando se hace un cambio de calibracion. Sin embargo
magnitudes como el tensor métrico en forma covariante o la curvatura escalar, que tienen unidades cambiaran
cuando se realice un cambio de calibracion.

39.- El vierbein
En cada punto del espacio-tiempo siempre podemos elegir un sistema de coordenadas K caracterizado por
tener la métrica de Minkowski 7,, al menos en el punto elegido. Sean & ¥ las coordenadas de un punto en ese
sistema'y x* las coordenadas del mismo punto respecto a un sistema general de coordenadas. La cantidades
definidas por

m_0&"
o axH
se le llaman vierbein (del aleman «cuatro patas») o tetrad. Notese que utilizamos letras latinas para identificar
las coordenadas del sistema libremente cayendo, a las que llamaremos coordenadas Lorentz y las letras griegas
las reservamos para las habituales coordenadas del espacio.
Respecto a un cambio de coordenadas, el vierbein se transforma como un vector covariante. En efecto, sea
la transformacion

(85)

X H=x# (x Y ) ,

frente a este cambio de coordenadas el vierbein se transforma segiin

o _9E™ o&™ ox¥  oxV

J7 - - v
ox'#  oxV ox'*  ox'#

lo que muestra su caracter de vector covariante. Esto significa que podemos entender el vierbein como cuatro
vectores covariantes, donde el superindice (o indice latino o de Lorentz) nos numera a cada uno de los cuatro
vectores y el subindice (o indice griego) nos identifica las cuatro componentes de cada uno de los vectores.

Como la transformacion de coordenadas &” = &" (x “ ) es invertible, existira el inverso del vierbein, definido
como

u_ Ox*
ey ="
g
tal que
emen =0, emnel =06/
El elemento de linea entre dos puntos infinitesimales respecto a las coordenadas del sistema K es
ds*=n, di"dE" (86)

puesto que entendemos que hay diferencias infinitesimales entre los tensores métricos asociados a puntos a su
vez también infinitesimales; introduciendo el vierbein

2 _ m n Y v _ Y v
ds”=n,,e,e,dx"dx" =g, dx"dx",
entonces se encuentra la relacion entre el vierbein y el tensor métrico
_ m _n
g,uv_e,u €y Mmn (87)

démonos cuenta que existen 10 componentes independientes del tensor métrico (por su simetria), mientras que
son 16 las componentes del vierbein. O dicho de otra forma, el vierbein nos determina el tensor métrico pero no
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ocurre al contrario.
Dado un vector 4# podemos contraerlo con el vierbein

A" =e :7 A~
que tiene como efecto el reemplazar el vector por un conjunto de cuatro escalares coordenados, que represen-
tan las componentes de un vector Lorentz. La misma operacion se puede hacer con vectores covariantes y con
tensores de cualquier orden. Para el caso especial del tensor métrico tendremos

—eHeV —pH VP 54 —
gmn_emeng,uv_emene,uevnpq_77mn-

El sistema de coordenadas K no es tinico, siempre es posible hacer una transformacion de sus coordenadas
tales que el nuevo tensor métrico siga siendo el de Minkowski, es decir

Moun =B A0 g
esta es la transformacion de Lorentz de la relatividad especial.

Frente a transformaciones de Lorentz el vierbein cambia como un vector contravariente

el _ag" _agm o
ox“  oxt 9&"
y en general un vector Lorentz contravariante se transformara por la ley
A" =A7A".

Nos encontramos, por tanto, con dos tipos de vectores (y en general de tensores), aquellos que se transfor-
man por la ley usual cuando se produce un cambio en las coordenadas del espacio y que llamamos vectores (o
tensores) coordenados, cuyas componentes vienen identificadas por indices griegos. Ademas se encuentran las
vectores Lorentz, que son escalares ante transformaciones de coordenadas pero cambian como vectores cuan-
do hay una transformacion en las coordenadas de Minkowski.

m n
A, e,

40.- La conexion spin
La derivada covariante de un vector Lorentz se define de forma similar a como se establecié para la
derivada covariante de un vector coordenado (epigrafe 2), exigiendo los siguientes requisitos:
a) La derivada covariante de un vector Lorentz D, V'™ es un vector Lorentz contravariante y un vector
coordenado covariante.
b) La derivada covariante de un vector Lorentz se define por la regla

Dy"=0,,"+Vw,". (88)
donde @, " es llamada la conexidn spin cuya ley de transformacion obtendremos mas adelante.

¢) La derivada covariante de un vector Lorentz cumple la regla de Leibnitz de derivacion del producto.
d) En el caso de un campo escalar f se cumple

D,$=0,9.

La condicion a) nos permite determinar la regla de transformacion de la conexion spin cuando hay una
transformacion Lorentz. En efecto, el caracter de vector Lorentz de la derivada covariante implica que debe
transformarse segiin la ley

m ' o rm o _ A m n
(DﬂV ) =D\, V'™ =A"D,V (89)
desarrollando el primer miembro

0, (AN V" )+ NGV P @, " =V "0 AN+ ANO V" + AV P 0"

S K
mientras que el segundo miembro de (89) es
Ao V"V 0, ),
igualando ambas expresiones se obtiene la ley de transformacion de la conexion spin ante transformaciones de
Lorentz
romo_ “1\? \ m n -1\? m
o, " =(A )q Ao, ,-(A )q A"

Notese que ante transformaciones de coordenadas genéricas la conexion spin debe transformarse como un
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vector covariante. En efecto, dada la transformacion
dx'* =Alldx" = dx"=B,dx'"
es facil ver que la conexion spin se transforma como
romo _
H p

Las condiciones c¢) y d) nos permiten obtener la derivada covariante de un vector Lorentz puesto en forma
covariante y en general, la derivada covariante de un tensor Lorentz. Por ejemplo

D,T," =0,T," +Tnsa)ﬂ’”s -7, ”’a)ﬂsn
Nos encontramos ahora con dos tipos diferentes de derivadas covariantes, la anteriormente definida, que da
lugar a la conexion spin y la habitual derivada covariante coordenada D,V " cuya definicion exige la conexién
afin, que sigue poseyendo sus propiedades habituales. Es posible mezclar ambas derivadas, algo que ocurre

cuando se trata de la derivada de un tensor que tiene tanto componentes Lorentz como componentes coordena-
das (es decir, indices latinos y griegos). Por ejemplo

v m
@ B,o,",.

D, T =0, " +T"w," +T*"T?,.

En un espacio de Riemann la derivada covariante del tensor métrico es nula. Esta propiedad permite expre-
sar la conexion afin en funcion del tensor métrico y sus primeras derivadas. Algo similar se puede hacer con la
técnica del vierbein. Si se impone la condicion de nulidad de la derivada covariante del vierbein

D, e} =0(89)
entonces es posible relacionar la conexion spin con la afin y como ésta ultima se puede expresar en funcion del
vierbein, sera posible expresar la conexion spin en funcion del vierbein y sus derivadas primeras. Debemos
advertir que la condicion (89) no la hemos deducido sino la hemos impuesto, y naturalmente cabe la posibilidad
de una geometria en donde (89) no se cumpla. Notemos también que (89) implica que la derivada covariante del
tensor métrico es nula, pero la afirmacion inversa no es valida. La razon se encuentra en que D, g,,=0
implica cuarenta ecuaciones, pero (89) son 64, dado que el tensor métrico tiene 10 componentes independientes
y el vierbein tiene 16.
Al desarrollar (89) se encuentra la relacion entre ambas conexiones, la spin y la afin

w,"=-e,0,e +e,e,;T, % (90)

Si nos limitamos a espacios de Riemann, la conexion afin coincide con los simbolos de Christoffel, de tal
forma que esta conexion se puede poner en funcion del vierbein, para lo cual usamos (87) conjuntamente con la
definicion de simbolos de Christoffel

1
a _ o _ a K K
I =L —Ees (8#ev+81,e#)+

.o 1)
1
+Enrqnsnef’e£ [65(8#62 -04 eZ)+eZ (8vez ~04 ef)},
que al sustituir en (90) da
1
m _ v _pm
@, p‘Eepe (Cﬂ#V"'CVﬂﬂ_CﬂVﬂ)’ (92)

donde se ha definido

— n_ n
Cpuv —eﬂn(ﬁveﬂ 6#e,,).
Como es nula tanto la derivada covariante del tensor métrico como la derivada covariante del vierbein, por
(87) también debe ser nula la derivada covariante del tensor métrico de Minkowski

Dynmn:O = %_Usnw,usm_nmsw,usn:()
de donde se deduce la antisimetria de los indices latinos de la conexion spin

a),unm = _a)ymn .

41.- Tensor de curvatura en funciéon de la conexién spin
La derivada covariante de un vector Lorentz no es conmutativa y al igual que en la derivada covariante de
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vectores coordenados, el conmutador de las derivadas covariantes esta relacionada con el tensor de curvatura,
ahora expresado en funcién de la conexion spin.
Sea V'™ un vector Lorentz, vamos a calcular el conmutador

[D,.D,]V"=D,(D,¥")-D,(D, V"),
teniendo presente
D,(D,v")=0,(D,V")+D, V0" ~D,V"T,,*
y que
D, V"=0,V"+D,V 0"
entonces después de algun calculo se obtiene

[D,.D, V" =R", V*+D,V"z

SUv
donde R", eseltensor de curvatura en funcién de la conexion spin definida por
m _ r m r m
R",, =0,0,"-0,0,/" +0, 0", -0,/ 0, (93)

y 7, es el tensor de torsion deﬁnldo en func10n de la conexioén afin

a _ o o
Ty —FW —1"/1,, .

Cabe definir otra derivada covariante de vectores Lorentz por
D, =elD P
al desarrollar el conmutador
[D,.D,]V" =D,,(D,V")-D,(D,V")
se obtiene un nuevo el tensor de curvatura pero ahora puesto en funcién del vierbein
[D,-D, V" =R" .V +8,.D,V"

donde el tensor de torsion en funcion del vierbein es definido por

P = H _eH v P, «a
S, e [ De, enDﬂem]+e e el

mientras que el nuevo de tensor de curvatura con todos sus indices latinos es
r _ MV pr
R smn_emenR SV (94)
al desarrollar el tensor de torsién comprobamos que viene dado solamente en funcion del vierbein, de sus
primeras derivadas y de la conexion spin, en efecto

Sl =el [ (8 e, esva)#sn)—e,‘,’(ﬁﬂe;—esva)#sm)].

Nos encontramos con tres tensores de curvatura, dos de ellos dados en funcion de la conexion spin, R” s Y
R’,..s relacionados por (94)y el tercero R, se obtiene por la conexion afin segun se expresa en (16). Este
ultimo esta relacionado con los anteriores, como ahora vamos a demostrar. Para ello sustituimos en (93) la
expresion (90), encontrandose

Rrs,uv = esaecrrRUa,uV
de donde se deduce la relacion

r _ UV _a_ r po
R smn _emen es eUR

auv:
Es posible definir el tensor de Ricci en funcion del vierbein por la relacion
_ pr _u o _ U apo _ U
R, =R, =€, e e e R auv =Cm e, R auc =C€m esR(w.

Igualmente se define una curvatura escalar en funcién del vierbein R', que también se puede relacionar con
la curvatura escalar del espacio

R’:ﬂstsm:ﬂs R gaﬂR =R

donde R es la curvatura escalar del espacio en func10n del tensor métrico.
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En orden a obtener invariantes que puedan servir para formular densidades lagrangianas, vamos a calcular el
determinante del vierbein. De (87) entendida como una expresion matricial, se calculan los determinantes,
encontrandose

e=4g

donde e y g son los determinantes del vierbein y del tensor métrico y donde se entiende que tomamos siempre
sus valores positivos.
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