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Resumen

Mediante el estudio de ciertas propiedades geométricas de los sistemas
C-ortocéntricos, relacionadas con las nociones de ortogonalidad (Birkhoff, isésceles,
cordal), bisectriz (Busemann, Glogovskij) y linea soporte a una circunferencia,
se muestran nueve caracterizaciones de euclidianidad para planos de Minkowski
arbitrarios. Tres de estas generalizan caracterizaciones dadas para planos de
Minkowski estrictamente convexos en [8, 9], y las otras seis son nuevos aportes
sobre el tema.
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Abstract
By studying certain geometric properties of C-orthocentric systems related to the
notions of orthogonality (Birkhoff, isosceles, chordal), angular bisectors (Busemann,
Glogovskij) and support line to a circumference, shows nine characterizations of
the Euclidean plane for arbitrary Minkowski planes. Three of these generalized
characterizations given for strictly convex Minkowski planes in [8, 9], and the other
six are new contributions on subject.

Key words: C-orthocentric systems, Minkowski planes, orthogonality, angular
bisectors, support line, euclidianity.

1 Introduccion

En el 2010, los matematicos S. Wu y H. Martini lograron establecer una serie de
caracterizaciones de euclidianidad para planos de Minkowski estrictamente convexos,



mediante el estudio de ciertas propiedades geométricas de los sistemas C-ortocéntricos
en dichos planos (ver [9]). Ellos demostraron que al tomar dos elementos en el plano,
ortogonales isésceles, podian construir un sistema C-ortocéntrico que cumplia ciertas
propiedades geométricas relacionadas con las nociones de ortogonalidad Birkhoff e
isésceles, bisectriz de Busemann, lineas soporte, tridngulos isésceles y medianas. En estos
resultados se basaron para mostrar ciertas caracterizaciones de euclidianidad. Ademés,
usaron fuertemente la condicién de convexidad estricta del plano, pues ésta garantizaba
algunas condiciones tales como la unicidad en las nociones de ortogonalidad isdsceles y
Birkhoff.

En el presente ano (2014), los mateméticos T. Rosas y W. Pacheco mostraron en
[15] una nueva forma de definir la nocién de C-ortocentro para planos de Minkowski en
general, logrando prescindir de la condicién de convexidad estricta del plano. Esto les
permitié demostrar que teniendo dos elementos en un plano de Minkowski arbitrario,
ortogonales isosceles, también se podia construir un sistema C-ortocéntrico que cumpliera
ciertas propiedades geométricas relacionadas con las nociones de ortogonalidad Birkhoff
e isosceles, bisectriz de Busemann, tridngulos isésceles y medianas.

Continuando con estas ideas, en el presente articulo se estudian algunas
propiedades geométricas de los sistemas C-ortocéntricos relacionadas con las nociones de
ortogonalidad Birkhoff e isésceles, bisectriz de Busemann y Glogovskij, lineas soporte,
tridngulos isdésceles y medianas. A través de estas se presentan ocho caracterizaciones
de euclidianidad para planos de Minkowski en general: tres generalizan resultados
equivalentes en planos de Minkowski estrictamente convexos (ver [8, 9]), y las seis
restantes son nuevos aportes sobre el tema de caracterizaciones. Para estudiar la
geometria en planos de Minkowski y las propiedades bésicas de las ortogonalidades
isésceles, Birkhoff y cordal véanse las referencias [6, 7, 8, 10, 11, 14, 15] y la monografia
[1].

Denotemos por (R?, ||of|) = M a un plano de Minkowski cualquiera con origen O,
circunferencia unitaria C y norma |lo||, y M* su espacio dual. Para cualquier punto
x € M y A € Rt llamemos al conjunto C(z,\) := z + AC la circunferencia de centro en
x y radio A\. Para = # y, denotemos por (x,y) a la linea que pasa por x y y, por [z, y]

el segmento entre x y y, y por [x,y) el rayo que inicia en x y pasa a través de y (ver
9, 14, 15, 16]).

Dado un punto z y la C(z, ) en M, si tomamos dos puntos diferentes v, w € C(z, ),
entonces la linea (v, w) divide el plano en dos semiplanos, L, y L_. Si el segmento
[v,w] no estd contenido en C(z,/3), entonces la linea (v,w) divide a C(x,[3) en los
arcos C(x,B)NLy y C(z,B) N L_, entre los puntos v y w, los cuales denotaremos
por Arc&xﬁ)(v,w) y Arcg(m’ﬁ)(v,w), respectivamente. Luego, si [v, w] estd contenido
en C(z, ), entonces ATCZ(E#?) (v,w) es exactamente el segmento [v, w| y Arcg(zﬂ) (v, w)
es el conjunto {v,w}U{s € C(z,B) : s ¢ [v,w]} (ver [16]).

Para puntos z,y € M, se dice que z es ortogonal isdsceles a y si ||z + y|| = ||z — y||,
y lo denotaremos por zl;y. De igual forma, x se dice ortogonal Birkhoff a y si



||z + ty|| > ||z| para todo ¢t € R, y lo denotaremos por x_L gy (ver [10, 11]). Por otra parte,
sean L1 = [p1,q1] y Lo = [p2, ¢2] cuerdas de una circunferencia G en M, entonces Ly y Lo
se dicen ortogonales cordales si la linea que pasa a través de g2 y p) (el opuesto de py en
G) es paralela a la linea (p1, ¢1). En caso de que ply = ¢o, se dird que L; es ortogonal cordal
a Lo si existe una linea soporte de G que pase por ¢, y sea paralela a la linea (p1,q1). Si ¢}
es el opuesto de g2 en G, entonces phgapaq) es un paralelogramo (ver [8]). Consideraremos
la ortogonalidad cordal de forma natural solo con respecto a la circunferencia unitaria
C, usando el simbolo L para esto, es decir, escribir [p1, ¢1] L¢ [p2, ¢2] autométicamente
presupone que [p1,q1] y [p2, g2 son cuerdas de C.

Algunas propiedades de estas ortogonalidades que seran de utilidad son las siguientes
(ver [8, 10, 11]):

1. Para todo = € C existe un y € C tal que z_Ly.

2. Para x,y € M tales que x 1y, entonces y | ;x, es decir, la ortogonalidad isdsceles
es simétrica.

3. Para todo x € C existe un y € C tal que x 1 gy.

4. Para x,y € M tales que x_L gy, entonces kx| gmy para todo k,m € R, es decir, la
ortogonalidad Birkhoff es homogénea.

5. Para toda cuerda [z,y] € C existe una cuerda [z, w] € C tal que [z,y] L¢ [z, w].

Para rayos no colineales [p,a) y [p, b), llamaremos dngulo Zapb a la capsula convexa
formada por los rayos [p,a) y [p,b) (ver [14]). El rayo

1/ a—p b—p > >
b5 + +p
[ 2 (||a—p|| 16— pll

es llamado la bisectriz de Busemann del dngulo Zapb, y se denota por Ag ([p,a),[p,b))

(ver [3]). Notemos que cuando ||a — p|| = ||b — p||, entonces A ([p,a), [p,b)) = [p, “'QH’>.

La bisectriz de Glogovskij del angulo Zapb, se define como el conjunto de puntos que
equidistan de los rayos [p,a) y [p,b), y se denota por A ([p,a),[p,b)) (ver [17]).

Dado que los espacios M y M?* los podemos identificar via isomorfismos con
R?, entonces podemos ver a M* como (M, ||o]|*), con [[o]* la norma dual. Como
para x € M y una recta L en M tal que x ¢ L, existe un funcional
f en M* tal que f anula a L y d(z,L)= Lf (@)l (Teorema de Hanh-Banach),

A
entonces la bisectriz de Glogovskij del &angulo Zabc se puede expresar como

Ag ([b,a),[b,c)) ={x € M :d(z,[b,a)) = d(z,[b,c))}, con

_f(@)]
T

donde f es el funcional asociado a la recta (b,a). Ademds, denotaremos por
Ag ([b,a), [b, c)) ala bisectriz de Glogovskij del Zabe en M* = (M, ||o[|*) (ver [15, 16]).

d(SL‘, [ba a>) = d(xv f)



Si M fuera un plano euclideo con w € M y C(x,\) una circunferencia en M, la
potencia de w con respecto a la circunferencia C(x, \) es ||z — w||* —A2. Si C(y, a) es otra
circunferencia en M no concéntricas con C(z, A), se llama eje radical al lugar geométrico
de los puntos que tienen igual potencia con respecto de las circunferencias C(z,\) y

C(y, «), es decir, {a EM:|z—al* =X =|y—a|*- 042} (ver [12]).

Para p € M, denotemos por S, a la simetria con respecto al punto p, dada por la
expresion S,(w) = 2p —w para w € M. H,j, denotara la homotecia con centro p y razén
k (k € R), y estd dada por Hy,(w) = (1 — k)p + kw para w € M. Recordemos que las
simetrias son isometrias en planos de Minkowski, es decir, ||S,(w) — Sp(v)|| = ||w — ||
para todo w,v € M (ver [15, 16]).

Diremos que una recta L en M es la linea soporte de la circunferencia C(zx, 3), si
para todo e € L y todo t € R se cumple que ||(x — ¢e) + tv|| > [, es decir, una recta
L se dird linea soporte de la circunferncia C(x,\) en el punto e, si e € LNC(x,\) y
d(xz,L) = X (ver [14, 15, 16]).

Para puntos x1,x0,23 € M denotemos por Axjxoxs al tridngulo de
vértices x1,xo,x3. Diremos que p es un circuncentro del tridngulo Axjxoxs,
si [[p— x| =|p— x2|| = ||[p — x3||. Denotemos por C(Azizsz3) el conjunto de los
circuncentros del tridngulo Axjxsoxs. Dado un punto pgy y un Axixoxs en M, diremos
que el Apipaps es el py-antitridngulo del Axixoxs, sip; = Spm,(pa) para i = 1,2,3, con
m; los puntos medios de los lados del Azjxoxs. Sipy € C(Awixox3), diremos que xy
es el C-ortocentro del Axjxoxs asociado a py si Sq(ps) = x4, donde ¢ es el punto de
simetria del Azjzoxs y su pg-antitridngulo. Ademas, el conjunto {x1, z2, 3, x4} se dice
un sistema C-ortocéntrico (ver [15, 16]).

2 Preliminares

Los siguientes resultados son necesarios para la investigacion.
Lema 2.1. Las siguientes proposiciones son validas:

1. Si para cualquier x,y € M, con w1y, existe un nimero t € RT ~ {1} tal que
xLrty, entonces M es euclidiano (ver [2, 9]).

2. Un plano de Minkowski M es euclidiano st y solo si para todo x,y € M se cumple
que si x Ly, entonces v Ly (ver [2]).

3. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para todo x,y € M se cumple
que si x L gy, entonces x L1y (ver [2]).

4. Un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si los puntos medios de cualquier
familia de cuerdas paralelas estin en una misma recta (ver [2]).



Teorema 2.1. (ver [15, 16]) Sea M un plano de Minkowski. Sean 1, x2, T3 y ps puntos
en M. Sean my, mo y mg los puntos medios de los segmentos [xo, x3], [x1, 23] y [x1,x2],
respectivamente. Definamos los puntos p; = Sy, (pa), parai = 1,2,3, entonces se cumple
lo siguiente:

1. Los segmentos [z;,p;] tienen el mismo punto medio q, para i = 1,2,3. Ademds,
2(q —my) =x; —pg para i =1,2,3, es decir, ¢ = W.

2. Sixy = Sq(pa), entonces x; — xj = pj — p; para {i,7} C {1,2,3,4}.
3. x; —pj = pr, — 1, donde {i,j, k, 1} ={1,2,3,4}.

;o T1taotw =
4. Sig= T2 entonces Hy _2(ps) = 14.

Lema 2.2. (ver [15, 16]) Sea M un plano de Minkowski con origen O. Para cualesquiera

x,z € M con xljz, seaps = —z, ps = 2z, 11 =, xo = —x y A = ||z + z||. Entonces
existen puntos x3 € C(ps, A) y ¢ € C(O,)\/2) tales que, los conjuntos {p1,p2,ps,ps}
y {z1,22, 23,24} son sistemas C-ortocéntricos, donde py = Sg(x1), po = Sg(x2) y

x4 = S¢(pa). Ademds, se cumple uno de los siguientes enunciados:
1. p1 € C(z2,A), p2 € C(x1,A) y 24 € C(p3, A).

2. Egisten p1 y p2 tales que |lps — p1|l = [[ps — p2||-

H)\72||+x si y solo si py €

p1:||72H—$ yp2=H7z||+:U szysoloszme[pg,%].

(ps, ”1?2 ). En particular,

3.p =g —wyp = £

4 Sillel < A yqe Arcl, (B2, B8 con py £ py, Se(ps), entonces py y lo
’2

linea (p1,p2) estdn separados por L.

5. Existen puntos p1 y p2 tal que ps y la linea (p1,p2) estan separados por Ly, o
<p17p2> - Ll- Ademds, P4 S AB ([p37p1>7 [p37p2>)

donde L1 = <Sz1 (pS), S:m (p3)>'

3 Resultados y pruebas

El siguiente lema nos da las herramientas para probar la mayoria de los resultados
sobre caracterizacién de euclidianidad mencionadas, mediante el estudio de propiedades
geométricas en los sistemas C-ortocéntricos en planos normados.

Lema 3.1. Sea M un plano de Minkowski, con origen O. Para cualesquiera x,z € M
con xlrz. Sean ps = —z, py = z, x1 = x, xo = —x, X\ = |[x+ 2|, z3 € C(ps,\) y
q € C(O,)\/2), entonces existen puntos p1 y p2 tales que {p1,p2,p3,pa} y {1, 22, T3, 24}
son sistemas C-ortocéntricos, donde p1 = Sy(x1), p2 = Sy(x2) y x4 = Sy(pa). Ademds,
haciendo L1 = (S, (p3), Sz, (p3)), se cumple uno de los siguientes enunciados:



1. Sipp = ” H —x Yypy = ||ZZH + x, entonces p3 y la linea (p1,p2) estan separados por
la recta Ly o (p1,p2) = L.

2. (p1,p2) es la linea de soporte comin de las circunferencias C(xa, \) y C(z1,A) si y
solo si gl .

3. Existen puntos p1 y p2 tal que ps y la linea (p1,p2) estan separados por Ly, o
(p1,p2) = L1. Ademds, ps € Ac ([ps.p1), [p3:p2))-

4. Existen puntos p1 y p2 tales que ps € A% ([p3,p1), [p3,p2)).

Demostracion. Por el Lema 2.2 se tiene que existen puntos p; y p2 tales que
{p1,p2,p3,pa} v {x1,x2, 23,24} son sistemas C-ortocéntricos. Probemos que existen
puntos p; ¥y p2 que cumplen uno de los otros enunciados mencionados.

1. Tomemos los puntos Sy, (p3) = di y S¢(zi) = p; para ¢ = 1,2. Sean las rectas
Lo = (p1,p2), L1 = (do,d1) y Lo = (x2,21), con vectores directores ps — p1, dy — da y
r1 — X9, respectivamente. Como d; — dy = 4z, po — p1 = 2x y x1 — v9 = 2z, se tiene
que Lo, L1 y Lo son rectas paralelas, siendo Ly exactamente el eje de las abscisas (ver
Figura 1). También se cumple que py = d1+d2 , 2q = BTP2 1“’ 2y 0O = %2’”2, de manera
que pg € L1, 2¢ € Ly y O € L. Tomando q = 2||ZH y la base {z,z} de M, con
x,z # O, se calculan las coordenadas de ps, p4, T1, T2, q, P1, P2, d1 Y do, teniendo que
Ly = (2t -1, IIZH) y L1 = (4s — 2,1), de manera que los puntos ps y 2¢ estdn montados
en el eje de las ordenadas. Por tanto, las rectas Ly y Lo pasan por los puntos (0,1) y
(0, IIT)\H)’ respectivamente. Por otro lado,

H | = HQZH Iz = 2l + [z + ]|
3 )
pero como ||z — x| = ||z + z||, entonces |/z| < )\ Asi, en el caso donde IIZH > 1 se tiene
que L separa a la rectas Lo del punto p3 y si w =1, entonces L1 = Lo.

2. Sea q € C(O, %) tal que gL gz, entonces la recta () que pasa por ¢, paralela a la
linea (z1,z2) (ver Figura 2), es la linea soporte de la circunferencia C(O, 3). Aplicando
las homotecias Hy, 2 y Hy, 2 a la recta @) se obtienen las rectas Hy, 2(Q) v Hy, 2(Q),
que pasan por p; = 2q — x1 y p2 = 2q — x2, y son las lineas soporte de las circunferencias
C(x2,A) y C(x1, \), respectivamente. Por otro lado, (p1,p2) es paralela a (x1,x2) por el
item 2 del Teorema 2.1. Como por un punto pasa una sola recta paralela a otra recta
dada, se tiene que Hy, 2(Q) = (p1,p2) = Hz, 2(Q) y por tanto, (p1, p2) es la linea soporte
comun de las circunferencias C(z1,A) y C(x2, \).

Reciprocamente, como p; = Sy(x;) parai = 1,2, por el item 2 del Teorema 2.1 se tiene
que 1 — p2 = x2 — p1. Como (p1,p2) es la linea soporte comun de las circunferencias
C(x1,A\) y C(x2,\), entonces x; — poLpr y x9 — p1Lpx, de manera que ¢Lpx por la
homogeneidad de la ortogonalidad Birkhoff (ver Figura 2).

3. Para cualquier ¢ € [0, 1], definamos las funciones continuas

23(8) : [0, 1] — Arcg,, 3y (Spa(@1), Spy (22))
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Swz(pi*)) Py P4 2 P> le(pii)

L2 = L.l
Pa+ T2 |

Figura 1: Demostracion item 1 del Lema 3.1

q(t) = %‘mm y pi(t) = 2q(t) — x; para i = 1,2. Cuando t se mueve
continuamente de 0 a 1, el rayo Aq ([ps, p1(t)) , [p3, p2(t))) se transforma continuamente
de Ac ([ps,d1),[ps,pa)) a A ([ps, pa) , [p3,d2)) (ver Figura 1). Asi, existe tp € (0, 1) tal
que

Ag ([ps, p1(to)) ; [p3,p2(t0))) = [p3; pa)

Sean p; = pi(tg) v p2 = pa2(to), entonces p; y pe son puntos que tienen la propiedad
deseada y, por el item 4 del Lema 2.2, p3 y la linea (p;, p2) estédn separados por la linea
L1, que pasa por py y es paralela a (p1,p2), 0 L1 = (p1,p2) (ver Figura 1).

4. Definamos las funciones continuas z3(t), q(t), p1(t) y p2(t) de igual forma que en
el item 3 del presente lema. Tomemos la base del plano dada por © = ﬁ, II%H} y
sea (as(t),bs(t)) el vector coordenado de x3(t) en dicha base para t € [0,1]. Tomando
en cuenta las coordenadas de los puntos ps, p4, 1 v T2 en la base O, se tiene que las

correspondientes a q(t), p1(t) y pa(t) son: (42, =) - (ag(t) — 2] by(t) — J12]) v
(as(t) + ||z| , b3(t) — ||z]|), respectivamente. Como las rectas (p3, p1(t)) y (ps, p2(t)) estédn
dadas por kps + (1 — k)p1(t) y kps + (1 — k)p2(t) con k € R, respectivamente, entonces
estas se pueden expresar de la siguiente manera:

((1 = k)(as(t) = llz[l), —kbs(t) + b3(t) — [|z[])

y

(1= k)(as(t) + [lz]), —kbs(t) + bs(t) — l|z[]),
respectivamente. De esto se puede deducir que las ecuaciones de las rectas (ps,pi(t)) y
(p3, p2(t)) en la base ©, estan dadas por:

—b3(t)x — ([Jz]| = as(®))y + [|z[| (as(t) — [|l[])



SPA(m2) l.

Figura 2: Demostracion item 2 del Lema 3.1

—b3(t)z + (=]l + as(t))y + ||z[| (as(t) + [|z]]),
respectivamente. Por tanto, los elementos
forey = (=b3(t),a3(t) = llzll) ¥ fpoy = (=b3(1), = [zl — as(t)),

son funcionales asociados a las rectas (ps,pi(t)) y (ps,p2(t)), respectivamente. Como
A% ([ps,pi(t)) , [p3, p2(t))) es un rayo que consta de los elementos z = (w, e), tales que:

@) _ [fpo )]
prl(t)H Hfm(t)H ’

entonces los puntos z anulan a la funcién continua definida por:

02(t) = || fpa (o) | 1=wbs(t) + eas(t) = 2] = || for ]| |=w0bs(t) — e(ll]l + as (1)1,

es decir,
Ag (Ip3, p1()) s [p3, p2(1))) = {z € M : ¢.(t) = 0}.

Fijando p4, tenemos que
Opa () = || Fouioy || N2l = as ()] = [| fyr oy | 120 ] + as(B)].
Como

limz3(t) = Sp, (1) =22 —2 y lim z3(t) = Sp,(x2) = 22 + z,

t—0 t—1



se tiene que
lm (as(1), b3(t)) = (= ||z 2[]z]) vy I (as(?), b5(2)) = (ll=[], 2 [=]])-
Por tanto,

1 6,(1) = 2| fpymio | 121 2] > 0y 1im 63, (6) = ~2| a1 12l < 0,

de manera que existe un ty tal que ¢p,(tp) = 0, es decir, existe ¢y tal que
pa € AL ([p3,pi1(to)), [p3, p2(to))). Asi, los valores pi(tg) y pa(to) son los puntos que
cumplen la propiedad deseada. O

Teniendo las propiedades de los sistemas C-ortocéntricos, que se mostraron en el
lema precedente, se probardn los resultados referentes a caracterizacién de euclidianidad
en planos de Minkowski. El siguiente teorema dice que un plano de Minkowski es
euclidiano si y solo si todo sistema C-ortocéntrico {pi,p2,ps,psa} con ps # py, cumple la
siguiente implicacién:

(p1,p2) es la linea de soporte comun de las
circunferencias que contienen los puntos {p1,p3,ps} y — lps — p1ll = llps — p2l|
{p2.p3.p4}, respectivamente.

Teorema 3.1. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {p1,p2,p3,pa} con ps # pa, la igualdad ||ps — p1|| = ||ps — p2|| se
cumple, siempre y cuando (p1,p2) es la linea de soporte comin de las circunferencias
que contienen los puntos {p1,ps,pa} y {p2-p3.pa}, respectivamente.

Demostracion. Supéngase M euclideo. Sea {pi,p2,p3,ps} un sistema C-ortocéntrico y
C(z1,A) la circunferencia circunscrita del Apsopsps. Definamos g = % y x; = Sq(pi)
para i = 2,3,4, entonces (p3,ps) es el eje radical de C(z1,\) y C(x2, ). Si (p1,p2)
es la linea soporte comin de C(z1,\) y C(x2,\), entonces (p3,p4) seria la bisectriz

perpendicular de [py,p2] y por tanto ||p3 — p1|| = [|p3 — p2||-

Reciprocamente, por el Lema 2.1 basta ver que para cualesquiera x,z € C con
rlpz se cumple que xl7z. Sea x € C y, sin pérdida de generalidad, tomemos el arco
Arcf(—xz,z) y definamos la parametrizacién continua o : [0,1] = Arc}(—z,z) tal que
a(0) = —z y a(1) = z. Luego, por las propiedades de la ortogonalidad Birkhoff, existe
z € Arcf(—z,z) tal que zLpz y por tanto, hay ki € [0,1] tal que a(ky) = 2.

Sea J ={h €[0,1] : zLra(h)} y tomemos h; € J tal que:
’hl — kl‘ = ml,nhej{‘h — kl‘}

Para cualquier ¢ > 0, tx y —txr son los puntos de interseccion de la
circunferencia tC = C(O,t) y la recta (—z,x). Sea la parametrizacion continua
a1 [0,1] = Arcl(—tz, tz), con au(0) = —tz y oy(1l) = tz. Sea z € Arcie(—tz, tx)
tal que xlrz, por tanto existe k; € [0,1] tal que ou(ki) = z. Sea



Jy={h €0,1] : xLroqu(h)} y definamos la funcién continua y(t) = ay(h¢) con hy € J;
tal que |hy — k| = minpey, {|h — kel }-

Hagamos p4(t) = y(t), ps3(t) = —y(t), x1 = x y x9 = —z. Tomemos ¢ = Mz y
definamos los puntos p1(t) = Sy (1) ¥ p2(t) = Sy (22). Por el item 2 del Lema 3.1,
(p1(t), p2(t)) es la linea de soporte comun de las circunferencias que contienen los puntos
{p1(t),p3(t),pa(t)} v {p2(t).ps(t).pa(t)}, respectivamente. Por el item 2 del Teorema 2.1
se tiene que p1(t) —pa2(t) = xo —x1. Asi, p1(t) —xoLlpx y p2(t) —x1 L px, de manera que:

pi(t) — @2 = pa(t) — 1 = 2q(t) = [lz + y(@O)] 2.
Sea z(t) = ||z + y(t)|| 2, entonces

Ip3(t) = pL(B)]] = llpa(t) — 22 + x2 = pr()]| = llp3(t) — 22 — 2(t)]|

lps(t) — a(®)| = Ipa(t) — 51 + 21 — pa(B)]] = lIpa(t) — 21 — 2(2)].
Por hipétesis, [[ps(t) — p1(t)]| = pa(t) — pa(t)]| ¥ por tanto,
Ips(t) — 22 — 2Ol = Ips(t) — 21 — ()],

es decir, ||(y(t) — 2(t)) + x| = |[(y(t) — 2(t)) — z||. Es claro que lim;_,qy(t) = O y por
tanto, lim;_o ||z + y(t)|| = ||z|| = 1. De esto se sigue que

lm (y(#) — 2(t)) = lim (y(t) — [lz + y (@) 2) = —=,

y entonces

S R —

lim (y(t) = 2(t) = 2)|| = [l + 2]

de manera que z 1 jz. O

El siguiente resultado dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1,p2, 3, psa} con ps # p4, cumple la siguiente implicacion:

(p1,p2) es la linea de soporte comun de las
|lps — p1l| = |lps — p2|] == circunferencias que contienen los puntos {p1,ps,pa} y
{p2-p3.p4}, respectivamente.

Teorema 3.2. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {p1,p2,ps,pa} con ps # pa, se cumple que (p1,p2) es la linea de
soporte comin de las circunferencias que contienen los puntos {pi,ps,pa} y {p2.ps.pa},
respectivamente, siempre y cuando ||ps — p1|| = ||ps — p2||-
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Demostracion. La primera implicacién se deduce empleando un argumento similar al
usado en el Teorema 3.1.

Reciprocamente, para cualquier z, z € C con z L gz y cualquier ¢ > 0, definamos y(t),
x1, w2, p3(t) y pa(t) como en la prueba del Teorema 3.1. Entonces, por el item 2 del
Lema 2.2, existen puntos pi(t) y p2(t) tales que el conjunto {pi(t),p2(t),p3(t), pa(t)}
es un sistema C-ortocéntrico con ||ps — p1|| = ||ps — p2||. Por el item 1 del Lema 3.1,
p3(t) y la linea (p1(t),p2(t)) estdn separados por la recta que pasa por py(t), paralela a
(p1(t), p2(t)), o (p1,p2) = Li. Por hipétesis, (p1(t), p2(t)) es la linea de soporte comin de
las circunferencias C(z1, ||z + y(t)]]) v C(z2, ||z + y(t)||). Luego, como en la prueba del
Teorema 3.1, se puede demostrar que z1 jx. ]

El siguiente enunciado dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si
todo sistema C-ortocéntrico {p1, p2, p3, pa} con ps # ps, cumple la siguiente implicacion:

(p1,p2) es la linea de soporte comin de las
ps € (p3, 1522) = circunferencias que contienen los puntos {p1,ps,pa} y
{p2.p3.p4a}, respectivamente.

Teorema 3.3. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {p1, p2, p3, P4} con ps # pa, (p1,p2) es la linea de soporte comin de
las circunferencias que contienen a los puntos {p1,ps,pa} y {p2,ps,pa}, respectivamente,
stempre y cuando py € <p3, w»

Demostracion. Sea {pi,p2,ps,ps} un sistema C-ortocéntrico tal que ps # ps, y sea
C(x1, ) la circunferencia circunscrita del Apapspy. Definamos ¢ = H”Qﬂ y i = Sq(pi)
para i = 2,3, 4. Por el item 3 del Teorema 2.1 se tiene que el cuadrilatero formado por los
puntos x1,ps3,x2, ps €s un rombo y, como el plano es euclideo, entonces (ps,ps) v (21, x2)

. T1+x pP1+p2 3
son perpendiculares y se cortan en el punto #5%2. Como py € <p3, T> se tiene que el
p1t+p2 z14w2 ]
2 2

r1t+x2
5

segmento [ es perpendicular a la recta (x1,x2) en el mismo punto

Por el item 2 del Teorema 2.1, el segmento [W, %2”] es paralelo a los segmentos

[p1,x2] ¥ [p2, z1]. Ademas, estos tltimos son perpendiculares a (z1,z2) en los puntos o
y 1, respectivamente. Asi, la recta L, paralela a (x1,x2), que pasa por pi, es de soporte
de C(x2, A). De igual forma, la recta Ly paralela a (x1, z9), que pasa por pa, es de soporte
de C(x1, ), pero como (p1,p2) es paralela a (x1, z9) entonces L1 = Ly = (p1,p2).

Reciprocamente, sean x,z € M tal que 1 ;2. Hagamos py = 2, p3 = —2, 21 =2 ¥y
x9 = —x. Por el item 3 del Lema 2.2, se tiene que existe un sistema C-ortocéntrico
p1+tp2

{p1,p2.p3,pa} con ps # ps, tal que ps € (p3,P5P2) y por tanto, se tiene que
pr=%% —zyp =+ +ua

[z [12]]

Por hipétesis, (p1, p2) es la linea de soporte comin de las circunferencias que contienen
a los puntos {p1,p3, pa} y {p2, p3, pa}, respectivamente. Como las rectas (p1, p2) y (z1, z2)
son paralelas, entonces (p2 — z1)Lpz y (p1 — x2) L px. Por lo tanto iﬁj_gx y, por la
homogeneidad de la ortogonalidad Birkhoff, se tiene que z 1 px. Luego, por el Lema 2.1
M es euclideo. O
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El siguiente teorema dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1,p2, p3, psa} con ps # p4, cumple la siguiente implicacion:

(p1,p2) es la linea de soporte comun de las
circunferencias que contienen los puntos {p1,ps3,pa} y = ps € <p3, 1”1‘2“’2>
{p2.p3.p4a}, respectivamente.

Teorema 3.4. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {p1,p2,ps,pa} con p3 # ps, se cumple que py € <p3,p1+p2>
siempre y cuando (p1,p2) sea la linea de soporte comin de las circunferencias que
contienen a los puntos {p1,p3,pa} y {p2,p3,pa}, respectivamente.

)

Demostracion. Sea un sistema C-ortocéntrico {pi,p2,ps,ps}. Usando el mismo
argumento del Teorema 3.3 se tiene que [p4, +x2] es perpendicular a [z, z2] en
el punto % Como (p1,p2) es la linea de soporte comin de las circunferencias
C(x1,\) y C(xa, ), se tiene que los segmentos [z1,p2] y [r2,p1] son perpendiculares
a la recta (r1,x2). Por el item 2 del Teorema 2.1 se tiene que el cuadrildtero formado
por los puntos x1, z2, p1, p2 €s un paralelogramo y por tanto el segmento [p1+p2, mlg“},
paralelo a [z1, p2], es perpendicular a [z, 23] en el punto m , vy por la unicidad de la

perpendicularidad (salvo el opuesto) se tiene:

p1+p2 T+ T2
< 3 >C <p37p4>)

2 2
de manera que ps € (ps, p1+p2>
Reciprocamente, sean x,z € M tal que z1;z. Hagamos py = 2z, p3 = —z2, 21 =2 y
x9 = —x. Por el item 2 del Lema 3.1 existe un sistema C-ortocéntrico {p1, p2, p3, p4} con

pa # p3, tal que (p1, p2) es la linea de soporte comin de las circunferencias que contienen
a los puntos {p1,p3, pa} y {p2, 3, pa}, respectivamente. Como las rectas (p1, p2) y (z1, z2)

son paralelas, entonces (py — z1) Lpz y (p1 — mg)J_Bx Como p4 6 <p3, p1+p2> entonces
por el item 3 del Lema 2.2 se tiene que p; = ||ZH —Typ= HZII + x. Asi, iﬁj_gx
de manera que zl gx y por tanto, M es euclideo. O

El siguiente resultado dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1, p2, ps, pa} con ps # p4, cumple la siguiente implicacién:

ps € (p3, 2522 = ps € Ap([ps.p1), [ps3,p2))

Teorema 3.5. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para
cualquier sistema C-ortocéntrico {p1,p2,p3,pa} con ps # pa, se cumple que

p1 € Ap ([p3,p1) . [p3,p2)), siempre y cuando py € (p3, PL5E2).

Demostracion. Sea M un plano euclidiano y {p1,p2, p3, p4} un sistema C-ortocéntrico
con p3 # p4. Asi, la bisectriz de Busemann coincide con la bisectriz euclidiana, entonces

Ap ([ps,p1) , [p3,p2)) = [pg, p1+p2> y €como py € <p3, w>, se tiene lo deseado.
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Reciprocamente, sean =,z € M tal que z1;z. Hagamos py = 2, p3 = —2, x1 =2 y
x9 = —x. Por el item 3 del Lema 2.2 existe un sistema C-ortocéntrico {p1,p2,ps,pa},
con ps # ps, tal que py € (p3, PL3P2), entonces py € AB ([p3,p1), [P37p2>) por hipétesis.
Luego, por el item 3 del Lema 2.2 se tiene que p; = +7% — x y py = +2% 1El ” + 2. Tomando

IIZH

p1tp2 Az

Az Az — Az
los valores p; = ] —2YP2=1g + @, entonces 257 = .

Por otra parte, existen a« € Ry 5 € [1, +00) tales que

p1+ D2
2

p3s —p1 b3 — P2
ps=aps+ (1 —a) )

y pa=Pps+(1—p5) <P3+
”PS —p1|| HPS —p2||

y sustituyendo los valores de los puntos p1, p2 v p3 se tiene que

= (Amallele

HZH > 2y Pa= Tz—l- H H - H

respectivamente, donde r = (—1) <1 + HH H\M |ZH” ﬁ-‘-k ) — 1. Por tanto,
I~ 1552 ”Z”H“ o
A A
- (5) A =+ (57)
2]l 2]l
Haciendo t = HZH”ZJH/\ se tiene que x 1tz y asi M es euclidiano. O

El siguiente enunciado dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1, p2, ps, pa} con ps # p4, cumple la siguiente implicacidn:

ps € A ([ps;p1) s [ps,p2)) = pa € (p3, B3F2)

Teorema 3.6. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {pi,p2,ps,pa} con ps # pa, se cumple que py € <p3,p1+p2>
siempre y cuando pa € Ap ([ps, p1) » [p3, P2))-

2

Demostracion. Si M es euclideo el enunciado del teorema es claramente cierto.
Reciprocamente, sean x,z € M tal que xlj;z. Hagamos py = 2, p3 = —2, x1 = = y
x9 = —x. Por el item 5 del Lema 2.2 existe un sistema C-ortocéntrico {p1, p2, ps, pa}
con py # ps, tal que ps € Ap ([ps,p1) . [p3, p2)), entonces por hipétesis, ps € (p3, L3E2).
Empleando el mismo argumento presentado en el Teorema 3.5, se tiene que x 1 ;tz para

t = HZH”;ﬁ A v por tanto, M es euclidiano. -

El siguiente teorema dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1, p2, ps, pa} con ps # p4, cumple la siguiente implicacién:

ps € (p3, B2 —  py € A% ([ps,p1) . [p3. p2)

13



Teorema 3.7. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para
cualquier sistema C-ortocéntrico {pi1,p2,p3,pa} con ps # ps, se cumple que
p1 € AL ([ps,p1), [ps, p2)), siempre y cuando py € (p3, P3E2).

Demostracion. Si el plano M es euclideo, todo sistema C-ortocéntrico {p1, p2, p3, p4} con
D3 # pg, satisface que py4 estd en la bisectriz euclidiana, siempre y cuando py € <p3, %%
y por tanto,

d(p4, Lpl) = d(p4, Lpz)v

donde L, y L;, son las parametrizaciones de las rectas (p3,p1) y (p3,p2), con p3 —pi y
p3 — po sus vectores directores, respectivamente. Por tanto,

Ly, ()] |Lpy(pa)]
Ips —pall* llpz — p2l|™”

pero como en un plano euclideo ||o||* = ||o||, entonces
Ly 00| _ |Lpa(pa)
lps = p1ll - [lps — pall”

de manera que ps € A% ([p3, 1), [p3,p2)), teniendo asi lo deseado.

Reciprocamente, sean x, z € M tales que x_L;z. Por el Lema 2.1 basta ver que existe
un ¢t € RT~ {1} tal que z L jtz. Por el item 3 del Lema 2.2 existe un sistema C-ortocéntrico

{p1,p2,p3,pa} tal que py € <p3, %% por tanto se pueden tomar p; = ”—;\Hz +xy

A
= 778 — .
P2 = 1]

Por otro lado, el conjunto © = {i B

B es una base de M, pues x 1 ;z. De manera
que: z1 = (||lz[[,0), z2 = (= [|z[[,0), p3 = (0, = [[z]]), pa = (0, [|z]}), pr = (= [lz|, ) ¥
p2 = (|||, A). Luego, aplicando la misma idea usada en el item 4 del Lema 3.1, se tiene
que las ecuaciones de las rectas (p3,p1) y (p3, p2), en la base O, estan dadas por:

I

(Il + Nz =zl z ==l vy ==+ Nz + 2]z + =] =[],
respectivamente. Asi, los elementos

foo = O+ 120101y fo = A2l =zl

son funcionales asociados a dichas rectas, respectivamente. Como por hipdtesis
pa € AG ([p3,p1) , [p3,p2)), entonces

d(p4a fpl) = d(p47 fp2>7

por tanto

‘fpl (p4)‘ . ‘fpz (p4)‘

fp 1l
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de manera que
]| |z _ ]| Iz

H Qtllzl)z ||zl H AtlzlDz _ |l=]=

)

&3l 2] lll [12]]

de donde

Y

|+ 112 =l = ol 2| = [| 3+ 1) D2 + o 2

teniendo que
H Azl llzll= ZH _ H A+ lz[D) 2]l = ZH
2 = 2
] ]

¢ — Ozl

Tomando 12l 2l < 0 se obtiene que zLrtw. O

El siguiente resultado dice que un plano de Minkowski es euclidiano si y solo si todo
sistema C-ortocéntrico {p1, p2, ps, pa} con ps # ps, cumple la siguiente implicacion:

p1 € AL ([ps.p1), [ps.p2)) =  pa € (p3, 5E2)

Teorema 3.8. Un plano de Minkowski M es euclidiano si y solo si para cualquier
sistema C-ortocéntrico {pi,p2,ps,ps} con ps # ps, se cumple que py € <p3,%>,

siempre y cuando py € Ag ([p3,p1)  [ps, p2))-

Demostracion. Sea {p1,p2,p3, p4} un sistema C-ortocéntrico en un plano euclideo, con
p3 # pa, donde py € AZ ([p3,p1),[ps3,p2)). Usando el razonamiento expuesto en el
Teorema 3.7 se tiene que py € Ag ([ps,p1),[p3,p2)) y por tanto, ps estd en la bisectriz

euclidiana, de manera que py € <p37 pl;pQ >

Reciprocamente, sean x,z € M tales que xz1l;z. Por el Lema 2.1 basta ver que
existe un t € R* ~ {1} tal que 2L tx. Por el item 4 del Lema 3.1 existe un sistema
C-ortocéntrico {p1,p2,p3,pa} tal que ps € AF, ([p3,p1), [p3,p2)). Por hipétesis se tiene

que ps € (ps, %> y, por el item 3 del Lema 2.2, se puede tomar p; = ﬁz +zy

po = ﬁz — x. Usando la misma idea expuesta en el Teorema 3.7 se tiene que

H A+ =D (== ZH _ H A [l2]) [I=]] = zH
2 - 2
] ]

eS| E2 D]

Tomando t = 3
ll|l

> 0, se obtiene que 2zl jtx. ]

El siguiente teorema relaciona la euclidianidad de un plano de Minkowski con la
nocién de ortogonalidad cordal y los sistemas C-ortocéntricos.

Teorema 3.9. Sean M wun plano de Minkowski y [p1,qi],[p2,q2) € C, tales que
[p1,q1] Le [p2, q2]. Sea h el C-ortocentro del Ap1qi1ps asociado al origen. Si (pa,h) NC =
{q2}, entonces M es euclidiano.
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Demostracion. Sean [p1,q1] y [p2,q2] dos cuerdas de C tales [p1,q1] Le [p2, g2], entonces
lo segmentos [p1,q1] v [p2, —¢2] son cuerdas paralelas en C. Como por hipdtesis h es el
C-ortocentro del Apigipe v (p2,h) NC = {q2}, entonces pa, h y g2 son colineales, de
manera que h = aps + (1 — a)(g2) con a € R.

Como el Ap1q1p2 esté inscrito en C, se tiene que h = p1 + q1 + p2. Asi,

aps + (1 —a)g2 = p1 + q1 + p2,

por tanto

(= 1)p2 + (a = 1)(—q2) = p1 + q1,
de donde (a—1) @ = %. De esta forma, los puntos medios de los segmentos [p1, ¢1]
y [p2, —q2] estén alineados con O y por el Lema 2.1 se tiene que M es euclidiano. O
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