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Sinopsis. Definimos la geometria de Weyl y establecemos las dos tipos que existen: las integrables
y lasno integrables. Obtenemos la ecuacion de movimiento para una particula libre aplicable en la
geometria integrable de Weyl. Analizamos las dos formas que existen de abordar las ecuaciones
de campo: suponer como tnicos potenciales las componentes del tensor métrico o bien tomar
tanto las componentes del tensor métrico como las componentes de la conexion métrica como
potenciales del campo. Se analiza como se impone la calibracion en cada una de estas dos opcio-
nes. Terminamos la investigacion aplicando los anteriores resultados a las ecuaciones derivadas
de algunas densidades lagrangianas.

Abstract. We define the Weyl geometry and we establish two types: integrable and nonintegrable.
We obtain the equation of motion for a free particle in Weyl integrable geometry. We analyze the
ways to obtain the field equations: take the components of the metric tensor as the only potentials
or take the components of the metric tensor and the components of the metric connexion as the
potentials of the field. We analyze how the calibration is imposed on each of these two options.
We finished applying the results to the equations derived from some Lagrangian densities.

1.  Introduccion

En el afio 1918 Hermann Weyl disefi6 la primera teoria de campo unificado [1], [2], con
la que pretendia explicar tanto el campo gravitatorio como el electromagnético a partir de una
base geométrica. En esencia la teoria de Weyl supone una variedad espacio-temporal
tetradimensional de tensor métrico simétrico, sin torsion (es decir de conexion afin simétrica) y
con un tensor de no-metricidad no nulo dado por la expresion

Qikr :Drgl'k :_2g1k¢r (1)
donde

dp = p,dx"

es una forma diferencial no necesariamente exacta, es decir que no queda garantizada la igual-
dad ¢, =0 ¢ / Ox" . Alafuncion ¢, (que es un tetravector) se le llama conexion métricay en la
teoria de campo unificado de Weyl es proporcional al potencial electromagnético. Si la conexion
métrica es idénticamente nula, entonces el espacio de Weyl coincide con el de Riemann.

Enlateoriade Weyl g, cumple el mismo papel que en la teoria general de la relatividad,
a saber, es el tensor que nos informa de las propiedades métricas de la variedad y también son
las componentes del potencial gravitatorio. El tetravector ¢, representa en la teoria de campo
unificado de Weyl las componentes del tetrapotencial electromagnético, o para ser mas preci-
so0s, ambos tetravectores son proporcionales entre si.

La variedad de Weyl admite cambios en la calibracion. Es decir, se pueden obtener nue-
vas componentes del tensor métrico a partir de la relacion
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ik =‘//(xr)g;k
donde ¥ esuna funcion cualquiera de la posicion espacio-temporal. La teoria de Weyl exige
que las ecuaciones de campo y todas las restantes ecuaciones fisicas, sean invariantes no sélo
frente a transformaciones de coordenadas genéricas, sino también ante cambios de calibracion.
Consideremos dos calibraciones diferentes v y ', que dan lugar a dos nuevos tensores métri-
cos
Sk =Veuw  Cuu=V'&u
entonces al pasar de la calibracion y ala i’ el tensor métrico se transforma por

! !

g’;kzﬂl//glkzﬂg’;k:ﬂL gik @)
4 4

y decimos que el tensor métrico es de peso 2 por ser €ste el exponente de la funcion A en la
ecuacion de transformacion. Facilmente se encuentra que el tensor métrico en forma contravariante
tiene de peso —2 y que el determinante del tensor métrico es de peso 8. De aqui se deduce que
el peso de la conexion es 0 e igual propiedad tienen el tensor de curvatura R’ kpq ¥ SU contrac-
cion el tensor de Ricei R, ; no obstante la curvatura escalar tiene de peso —2 , mientras que las
coordenadas espacio-temporales no tienen peso, ya que son independientes de la calibracion.
La forma diferencia d¢ también queda alterada en un cambio de calibracion. Hallando la

derivada covariante en ambos miembros de (2) se tiene

Dgly =2AdAgl, —2A7 g\ dg.

que nos dice que después del cambio de calibracidn el espacio sigue siendo de Weyl, o sea
debera cumplirse (2)
Dgly, ==2g% d¢' =-22°¢g’, d¢
e igualando los dos ultimos resultdos se obtiene
di 1 04

dp=dp-7 = gi=g -

T onk G)

que es la ley de transformacion de la forma diferencial d¢ .

Las coordenadas de un punto del espacio no cambian en una transformacion de calibracion,
pues solo son numeros que identifican al punto. El elemento de linea del espacio de Weyl queda
modificado por laley

ds'=Ads
es decir, tiene de peso 1, por tanto la tetravelocidad u © = dx* / dr (dr es el tiempo propio de
la particula en movimiento) tendra de peso -1.
Sea un vector de componentes 4 * que con la calibracion y tiene el médulo

AP =yg wA'A ¢
al hacer un cambio de calibracion el modulo pasa a tomar un valor diferente
Y& :l//rgikAiAk _Y o2 =/12A2_
7
Cuando hay un transporte paralelo DA es nula por definicion, lo que implica que
i i i k
dA' = —AJF].k dx”,
mientras que la variacion de las componentes covariantes sera
DA;=A'Dg, =-2A4'g,dp = dA;=T}A4,dx"-2g,4"dp. 4)
Entonces cuando se traslada paralelamente un vector su modulo queda modificado
dA* = 4,dA" + A'dA,

de donde se encuentra
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dA=—-Adg=—-Ag,dx", (5)
Las ecuaciones de campo se obtienen al aplicar el principio de Hamilton a la accion

I=[{Jggdo

donde debemos cuidar que el integrando sea invariante tanto frente a cambios de coordenadas
como de calibracion, lo que nos asegurara las correctas propiedades de invariancia de las
ecuaciones de campo.

2 Geometrias integrables y no integrables de Weyl
El caracter de d¢ permite hacer una clasificacion de las geometrias de Weyl. Si d¢ es
una diferencial exacta entonces tenemos la geometria integrable de Weyl [3]. En caso contrario
hablamos de geometria no integrable de Weyl. Las razones de estas denominaciones seran
vistas mas adelante.
Debemos notar que en las geometrias integrables de Weyl la conexion métrica no tiene
que ser nula. No obstante, siempre es posible encontrar una calibracion tal que con respecto a
ella la conexion métrica sea idénticamente nula. En efecto, supongamos que la conexion métrica
sea ¢, entonces si elegimos una calibracion caracterizada por A tal que
1 04 4
Aoxk H
y la nueva conexion métrica es nula por (3). Lo que significa que la nueva geometria que se
obtiene de la anterior calibracion es riemanniana, o sea, caracterizada porque la derivada
covariante del tensor métrico es idénticamente nula. No obstante, aunque siempre es posible
mediante un cambio de escala pasar de un espacio integral de Weyl a un espacio de Riemann,
ambos tipos de espacios son diferentes y no son equivalentes.
Cuando un vector es trasladado paralelamente de un punto a otro su modulo varia como
(5) y en general esta variacion dependera del camino seguido en la traslacion, ya que

SA=— j A, dx* (6)
r

es una integral de linea, siendo I" la curva descrita por el vector en su desplazamiento. Pero en el

caso de ser una geometria integrable de Weyl, (6) es integrable, en el sentido que s6lo depende-

radel punto de partida y de llegada del vector y no del camino seguido en su transporte paralelo;

ademas, si el vector hace un recorrido cerrado no se registrara variacion del modulo del vector.
En lateoria de campo unificado de Weyl el tensor

_0% 94

ox' ox*
se hace proporcional al tensor de campo electromagnético y en general sera distinto de cero.
Pero en la geometria integrable de Weyl F, esidénticamente nulo, lo que nos viene a decir que
en esta geometria no se contempla el campo electromagnético.

Debemos notar que si hacemos un cambio local de escala en una variedad de Riemann, la
convertiremos en una variedad de Weyl integrable. En efecto, sea g, el tensor métrico de una
variedad de Riemann, entonces su derivada covariante es nula. Si hacemos la transformacion de
escala

ik

ro_ a2
i =A"8u
obtendremos un nuevo tensor métrico. Al hallar su derivda covariante se obtiene

1

Dg'y =228, dA+A*Dg = —2(—%%)5,{ =-2gid¢
donde
dp=-dA| 2
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y es distinto de cero, lo que nos viene a decir que la variedad de Riemann se ha convertido en
una variedad integrable de Weyl.

Noétese que si en vez de un cambio local de escala, 1o que hacemos es un cambio global
(es decir el mismo para todo punto de la variedad), entonces no serd modificada la geometria
riemanniana.

En la geometria no integrable de Weyl siempre es posible elegir (para cada punto de la
variedad) una calibracion tal que en ese punto sea nula la conexion métrica. En efecto, sea punto
P, podemos elegir una nueva calibracion definida por

A= exp[¢i (xi - x("))}

donde ¢, eslaanterior conexion métricay xé las coordenadas de punto P. Entonces por (3)
la nueva conexion métrica serd nula en el punto P . No obstante, no es posible conseguir, me-
diante un cambio de calibracion, anular la conexion métrica en todo punto de una variedad no
integrable de Weyl.

En la geometria no integrable de Weyl la expresion (6) no es integrable, en el sentido de
que el resultado de la integracion dependera del camino que siga el vector en su traslacion
paralela y no solamente de los puntos de partida y de llegada.

3 Ecuacion de movimiento
En la teoria general de la Relatividad una particula libre sigue una geodésica, de ecuacion
dada por
2k i g
d x2 n deidizo (6)
dr dr dr
donde dr esel tiempo propio de la particulay L ¥ son los simbolos de Christoffel, definidos
por

|

Eg s(algjs+aj gis_asgij)'

Esta ley de movimiento no puede ser extendida a una variedad de Weyl ya que no es invariante
frente a una transformacion de escala; ni los simbolos de Christoffel, ni la tetravelocidad son

invariantes frente a transformacion de escala, en efecto sus leyes de transformacion son

k _
L=

’ 1 1 1
y
1k dx'k -1 dxk
= = —_ 8
! dr’ dr ®

Es por lo tanto necesario obtener una ecuacion de movimiento valida para geometrias de Weyl
que debe tener la caracteristica de ser invariante frente a transformaciones de escala.

El razonamiento que seguimos es valido para geometrias de Weyl integrables [4], [5], [6],
[7], [8]. Obtenidas las ecuaciones de campo hacemos un cambio de escala geodésico, de tal
forma que se anulara la conexion métrica en todo punto, o sea, las ecuaciones de campo estaran
definidas en un espacio de Riemann; entonces la ecuacion de movimiento serd la linea geodésica
(6). Ahora hacemos un nuevo cambio de calibracion, caracterizado por la funcion A, por lo que
los simbolos de Christoffel y la tetravelocidad cambian por (7) y (8). Debemos advertir en este
punto que en la ecuacion geodésica aparecen los simbolos de Christoffel y no la conexion afin de
la variedad.

Enlanuevaescala

du* d
dr dr'
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y usando (7) la ecuacion (6) queda

durk

dr’
Como la conexion métrica en el espacio de Riemann es nula, entonces por (3) la nueva conexion
métricaes

+L',-jku"'u'j —%atlu”u'k +%akﬂu”u’t =0.

, 1 04
¢ k— 2 O k
entonces la ecuacion de movimiento de una particula libre en una variedad integrable de Weyl es
k
du’ +Ll-jku'u]+¢tutuk—¢ku’ut:0 )
dr

para simplificar hemos quitado las primas. Notese que, como era de esperar, si la conexion
métrica es nula reencontramos la ecuacion de la geodésica en una variedad de Riemann.

Teniendo en cuenta (7) y (8) se comprueba que en una trasnformacion de calibracion la
ecuacion (9) queda invariable, lo que esta en consonancia con la exigencia de que las ecuaciones
fisicas sean invariantes frente a transformaciones de escala.

Los dos ultimos sumandos de (9) no caben entenderlos como pequefias perturbaciones,
sino que pueden tener valores del mismo orden que los términos clasicos, esto dependera de la
calibracion que se haya elegido.

4 Ecuaciones de campo

Elegida una densidad lagrangiana podemos proceder de dos maneras para obtener las
ecuaciones de campo gravitatorio en las teorias que utilizan la geometria integrable de Weyl. Una
de ellas, usada por la gravedad conforme, consiste en aplicar a la accion del campo el principio
variacional de Hamilton, variando exclusivamente las componentes del tensor métrico. Se ob-
tendran diez ecuaciones de campo, tantas como componentes diferentes del tensor métrico. En
las ecuaciones de campo que se obtengan, ademas del tensor métrico y sus derivadas, aparece-
ran las componentes de la conexion métrica, que quedaran indeterminadas.

Las ecuaciones de campo asi halladas son invariantes tanto frente a cambios de coorde-
nadas como a cambios de calibracion. Por lo tanto su soluciéon no va a depender de la calibra-
cion elegida. Por esta razon se elige la calibracion geodésica que, en las geometrias integrables
de Weyl, consigue anular las componentes de la conexion métrica. Entonces las nuevas ecuaciones
de campo sdlo contendran al tensor métrico y sus derivadas. Ahora se estara en una variedad de
Riemann (ya que la derivada covariante del tensor métrico es nula, por serlo la conexién métrica)
y laecuacion de la linea geodésica representara la ecuacion de movimiento de una particula libre.

Notese que si a continuacion hacemos un nuevo cambio de calibracion, entonces apare-
cera una conexion métrica distinta de ceroy ya no sera valida la ecuacion de la geodésica como
ecuacion de movimiento, sino que tendremos que emplear la ecuacion (9); no obstante, los
resultados obtenidos seran indiferentes de la calibracion que se tome y su eleccion sélo depen-
dera de la simplificacion matematica que con ella se consiga.

La otra forma de obtener conjuntamente las ecuaciones de campo gravitatorio consiste en
considerar desde un principio que tanto las componentes del tensor métrico como las compo-
nentes de la conexion métrica son variables de campo, es decir, tendremos en total 14 potencia-
les: 10 correspondiente al tensor métrico y 4 a la conexion métrica. De nuevo aplicamos el
principio de Hamilton, pero ahora obtendremos dos conjuntos de ecuaciones, uno que resultara
de la variacion del tensor métrico y el otro el que resulte de la variacion de la conexion métrica.

Entonces podremos resolver conjuntamente las dos ecuaciones de campo y obtener una
solucion tanto para el tensor métrico como para la conexion métrica. Los dos conjuntos de
ecuaciones de campo obtenidas seran invariantes frente a cambios de coordenadas y ante cam-
bios de calibracién. No importa qué calibracion se elija, ya que los resultados seran los mismos.
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Ahora podemos fijar la calibracion,de forma arbitraria, pero persiguiendo la simplificacion de las
ecuaciones de campo resultantes. Se podria imponer la calibracion geodésica, haciendo que las
componentes de la conexion se anulen, o bien fijariamos otra calibracion diferente.

Noétese que si elegimos la calibracion geodésica entonces la ecuacion de movimiento co-
incide con la ecuacion geodésica, porque de hecho nos encontrariamos en una variedad de
Riemann. Naturalmente habria que usar (9) si se fijara otra calibracion diferente.

Cabe preguntarse si cualquier calibracion es capaz de representar el mundo fisico, o si
bien la naturaleza exige una definida calibracion, postura que fue defendida por Eddington y el
mismo Weyl en su defensa ante las criticas que sufrio la teoria por parte de Einstein y Pauli.

5 Aplicacion a la densidad lagrangiana de Weyl
Como ejemplo vamos a elegir la densidad lagrangiana de la teoria de campo unificado de

Weyl, cuya accion es
I={\gR?dQ,

donde R es la curvatura escalar y suponemos que no hay campo electromagnético, es decir que
el tensor de campo electromagnético es nulo, lo que significa que nos encontramos con una
geometria integrable de Weyl, ya que al ser /;;, =0 la conexion métrica ¢, se puede poner
como una divergencia.

Ahora aplicamos el principio variacional de Hamilton a la accion / para lo cual hacemos
variar arbitrariamente el tensor métrico, con la inica condicion de que tanto esta variacion como
sus primeras derivadas sean nulas en los limites de la integracion.

Tras un largo calculo se obtienen las siguientes ecuaciones de campo gravitatorio [9]

RR _%gikRz _gile*RJ +D:R,k +3gik¢lR,/ +2gikRDl*¢l -

~3¢,R ~34,R ;~RD;§, ~RD$, +8Rp, , 28 , R4 ¢, =0
donde D" es la derivada covariante calculada a partir de los simbolos de Christoffel y no a
partir de la conexion afin de la variedad. La ecuacion (10) es simétrica respecto a los indices 7,
k. R;, y R representa el tensor de Ricci y la curvatura escalar calculados en la geometria de
Weyl, es decir

(10)

Ry =Ry +F,;,—2D;$,—g; D' +20,0, —28 46,9’
R=R"~6D/¢'~64,¢'

donde R l* (YR " es el tensor de Ricci y la curvatura escalar pero calculadas a partir de los
simbolos de Christoffel y no a partir de la conexion afin. Notese que R, no es simétrico por la
presencia del tensor £, , pero como en nuestro caso este tensor es nulo, entonces el tensor de
Ricci es simétrico.

Ahora volvemos a la accion de campo /'y aplicamos el principio variacional de Hamilton
pero haciendo una variacion arbitraria de las componentes de la conexion métrica, con la tinica
condicion de que se anule en los limites de integracion. Las ecuaciones que se obtienen son

1 OR
b =0 n
2R ox
que representa las ecuaciones del campo de la conexion métrica. Notemos que (10) y (11) son
ecuaciones tensoriales invariantes frente a transformaciones de calibracion. *

* Es facil comprobar que si usamos, por ejemplo, la accion

ik
I={JgR"R, d,
que también es invariante de escala, entonces la ecuacion de campo de la conexion métrica es
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A continuacion habria que resolver conjuntamente el sistema de ecuaciones diferenciales
(10)y (11) y obtener el tensor métrico y la conexion métrica. Pero como los dos conjuntos de
ecuaciones no dependen de la calibracion, elegimos una calibracion que nos simplifique sensi-
blemente la matematica implicada. Como nos encontramos en una geometria integrable de Weyl
es siempre posible elegir una calibracion tal que la nueva conexion métrica ¢’, seanula. La
calibracion que buscamos es

A=vR

entonces por (3) encontramos ¢’, = 0 y la ecuacion (10) queda después de la recalibracion
! 1 1 2 * [ *
RR;k_Zg’ikR -guD; R +D; R =0 (12)
que admite aiin una nueva simplificacion. Si contraemos (12) se encuentra
DyR" =0,
ademas como (11) es invariable ante cambios de calibracion, seguira siendo valida atin cuando
se haya elegido la calibracion geodésica, pero entonces la curvatura escalar que se obtiene tras

la recalibracidn tiene que ser constante y por tanto nula su derivada. Entonces la ecuacion (12)
nos queda finalmente

1
RRy =g R* =0 (13)
donde para simplificar hemos eliminado las primas. Si ponemos la curvatura escalar como
R=-4A
entonces (13) queda
Ry +Agy =0, (14)

que es lamisma ecuacion que surge de la teoria general de la Relatividad en ausencia de materia
y con término cosmoldgico A.

Démonos cuenta que la constante cosmoldgica surge en nuestra derivacion como una
consecuencia de la teoria y no es impuesta ad hoc como ocurre en la Relatividad General.
Notemos también que en ausencia de campo electromagnético no podemos recuperar la ecua-
cioén de campo gravitatorio de Einstein en presencia de materia, lo que si se puede hacer supo-
niendo no nulo el tensor de campo electromagnético; es decir, en la teoria de campo unificado de
Weyl la materia debe tener un origen electromagnético.

Laecuacion (14) tiene la misma solucion estatica con simetria esférica que en la teoria
general de la Relatividad, es decir

ds®=b(r)c’dt* —a(r)dr® —r*sin® 0de* —r*do*,
con
pulog, 2OH1 R
a c” r 12
la correspondiente ecuacion de movimiento de una particua libre es la ecuacion geodésica (6).

b

6 La gravedad conforme como una geometria integrable de Weyl
Desde hace unos afios se ha renovado el interés por las ecuaciones de la gravitacion que
se obtienen de densidades lagrangianas invariantes frente a calibracion, es decir que son invariantes

2D, R} +D/R+4R}'$, —4Rp, =0
si ahora fijamos la calibracion por ¢, =0 estas ecuaciones se reducen a

2D,Rf +D,R=0.
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conformes [10], [11],[12],[13]. Una posibilidad que ha sido especialmente estudiada, son las
ecuaciones de campo derivadas de la densidad lagrangiana

Jg =g Cyp,, C 71 (15)

donde C’ kpq €S el tensor de Weyl que tiene como caracteristicas ser un tensor de cuarto orden
con las mismas propiedades de simetria que el tensor de curvatura y ser invariante ante cambios
de calibracidn; es definido por
1 1

Ciinr =Ry +5(gikle —&uR kg Ri+8 ;R ) +g(gilgjk —8ik8 i )R- (16)
Es facil comprobar que (14) es un invariante de escala, por esta razén podemos elegir una
calibracion determinada, en la seguridad que las ecuaciones de campo gravitatorio resultantes
mantendran lamisma forma. Hay que tener presente que en esta teoria no se derivan las ecuaciones
de campo de la conexion métrica. Entonces podemos elegir una calibracion antes de proceder a
aplicar el teorema de Hamilton. Como ocurre en otras ocasiones, la calibracion mas adecuada
es la geodésica. Como suponemos que el tensor de campo electromagnético es nulo, entonces
obtenemos que la nueva conexion métrica es nula y nos encontraremos en una variedad de
Riemann.

Un célculo directo combinando (15)y (16) nos llevaa

ikpg ik ik 10
Vg CitpsC Pq_\/E(R,kMR PI-2R R 4R,

no obstante, la variacion de la accion basada en la anterior expresion admite una nueva simplifi-
cacion, de tal forma que se reduce a

5I\/§Cikqu”‘pqu:5J\/§(RikR”‘—%Rz)dQ. (17)

Debemos observar que estas ecuaciones de la teoria de la gravitacion conforme son validas en
el espacio de Riemann y no en el de Weyl, es decir estamos suponiendo que la conexion métrica
es nula. Entonces si se hace un cambio de calibracion dejara de ser nula la conexion métricay la
variedad tendra una geometria integrable de Weyl.

Al aplicar el principio de minima accion a (17) haciendo variar el tensor métrico, se en-
cuentran las ecuaciones de campo de la teoria conforme

-D, DR, —%g,kD;D*’”R+D;D:R,€” +D D, R" +

(18)

+2RmiR/:n _%gikleR ! _%(2RRik _%gikR 2 _2gikD/*R = 2D:R,kj =0
que como hemos dicho es valida cuando ¢, =0, lo que significa que las derivadas covariantes
D" son las definidas a partir de los simbolos de Christoffel.

Laecuacion (18) tiene como solucion el tensor métrico g, apartir del cual obtenemos
los simbolos de Christoffel, con lo que podemos aplicar la ecuacion (6) y obtener las correspon-
dientes ecuaciones de movimiento.

Debemos advertir que la ecuacion (18) no es invariante de escala, pues es una ecuacion
que resulta de fijar la calibracion. Dicho de otra forma, que si sometemos (18) aun cambio de
calibracion obtendremos otras ecuaciones de campo diferentes a (18), en el sentido de que en
esa ecuacion aparecera la conexion métrica. Realizada esta recalibracion la ecuacion de movi-
miento dejara de ser la geodésica y habra que utilizar la ecuacion (9).

7 Conclusion

Hemos definido la geometrica de Weyl, caracterizada por un tensor métrico simétrico,
estar carente de torsion y tener un tensor de no metricidad diferente de cero y que es dado en
funcién de una forma diferencial. Si esta forma es una diferencial exacta hablamos de geometria
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integrable de Weyl y no integrable en el caso contrario.

Hemos mostrado que existen dos procedimientos para obtener las ecuaciones de campo
gravitatorio en la geometria de Weyl integrable, segiin consideremos o no la conexion métrica
como un campo fisico.

En estas teorias la ecuacion de movimiento no es la linea geodésica, sino la expresion (9),
derivable de la geodésica al hacer un cambio de calibracion.

Finalmente hemos mostrado, en ejemplos concretos, como se fija la calibracion con el
proposito de simplificar la matematica de las ecuaciones de campo.
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