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Sinopsis. Obtenemos las ecuaciones de campo gravitatorio en la teoria de campo unificado de
Weyl sin imponer ninguna restrccion y hallamos la solucion estatica con simetria esférica.

Abstract. We obtain the gravitational field equations in the unified field theory of Weyl without
imposing any restrictions and find static spherically symmetric solution.

1. Introduccion

En el afio 1918 Hermann Weyl disefi6 la primera teoria de campo unificado [1] [2], con la
que pretendia explicar tanto el campo gravitatorio como el electromagnético a partir de una base
geométrica. En esencia la teoria de Weyl supone una variedad espacio-temporal tetradimensional
de tensor métrico simétrico, sin torsion (es decir de conexion simétrica) y con un tensor de no-
metricidad no nulo dado por la expresion

OQikr =D, &ix =28 ¥,
donde
dgp=¢.dx"

es una forma diferencial, que en el caso de ser una diferencial exacta reduce la variedad de Weyl
alade Riemann.

Enlateoriade Weyl g, cumple el mismo papel que en la teoria general de la relatividad,
a saber, es el tensor que nos informa de las propiedades métricas de la variedad y también son
las componentes del potencial gravitatorio. El tetravector ¢, representa en la teoria de Weyl las
componentes del tetrapotencial electromagnético, o para ser mas precisos, ambos tetravectores
son proporcionales entre si.

Lavariedad de Weyl admite cambios en la calibracion. Es decir, se pueden obtener nue-
vas componentes del tensor métrico a partir de la relacion

! _ r
ik =V (x ) 8ik
donde ¥ esuna funcién cualquiera de la posicion espacio-temporal. La teoria de Weyl exige
que las ecuaciones de campo sean invariantes no solo frente a transformaciones de coordenadas
genéricas, sino también ante cambios de calibracion. Consideremos dos calibraciones diferentes
w'y v, quedan lugar a dos nuevos tensores métricos
ro_ "o
ik =YVEik gik =YV ik
entonces al pasar de la calibracion y ala ' el tensor métrico se transforma por

!

g =£l//gik =£g;‘k =/12g’ik
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y decimos que el tensor métrico es de peso 2 por ser €ste el exponente de la funcidon A en la

ecuacion de transformacion. Facilmente se encuentra que el tensor métrico en forma contravariante

tiene de peso —2 y que el determinante del tensor métrico es de peso 8. De aqui se deduce que

el peso de la conexion es 0 e igual propiedad tienen el tensor de curvatura R’ kpq ¥ SU contrac-

cion el tensor de Ricei R, ; no obstante la curvatura escalar tiene de peso —2 , mientras que las

coordenadas espacio-temporales no tienen peso, ya que son independientes de la calibracion.
Las ecuaciones de campo se obtienen al aplicar el principio de Hamilton a la accion

I=[Jggd0

donde debemos cuidar que el integrando sea invariante tanto frente a cambios de coordenadas
como de calibracion, lo que nos aseguraré las correctas propiedades de invariancia de las
ecuaciones de campo.

Las densidades lagrangianas de menor orden de derivacion que cumplen con las exigen-
cias requeridas son [3]

R,kqu”‘Pq; R,R*  R%; 0
5 ikpq. 5 ikpq. ik
RipgR"™: Ry gR™ FyF
donde
R =T igp Tipg t T iy Tip =T iy T g

es el tensor de curvatura obtenido a partir de la conexion de la variedad I ql . R, esel tensor
de Ricci que entendemos es la contraccion R, s R=g "R, esla curvatura escalar; F,, esel
tensor antisimétrico
_0%c 04,

ox'  ox*k
que se identifica con el tensor de campo electromagnético (o es proporcional a él)y R %79y
R*P4 sonlos dos posibles tensores duales asociados al tensor de Riemann, definidos por

‘Equ::R

ik

A Pamn. R ikpg _ R AikrsA pgmn
b

ikmn rsmn

siendo

1 gikpq

Je
y &*P4 son los simbolos de Levi-Civita que tiene el valor 1 si hay una permutacion par de los
indices, el valor -1 si la permutacion es impar y 0 si hay al menos dos indices iguales.

Notemos que todas las expresiones (1) tienen peso 0 cuando se multiplican por \/E . Por
ejemplo, la tercera densidad lagrangiana tiene de peso 4 —2 —2 = 0, puesto que el determinan-
te del tensor métrico tiene de peso 8 y la curvatura escalar tiene el peso —2.

Démonos cuenta que las ecuaciones de campo que se deriven de las densidades
lagrangianas (1) son ecuaciones diferenciales de cuarto orden. En efecto, las ecuaciones de
Euler-Lagrange que se obtienen del principio de minima accion para el caso de una densidad
lagrangiana que dependa de las segundas derivadas del tensor metrico es

5 zﬂJEs)_. o2 |o(Jzg) o, @)
ox? ag,-k,p oxPox1 agik,pq agik

Aikpq —

de donde se ve que las ecuaciones de campo que se obtengan deben ser ecuaciones diferencia-
les de orden 4. Observemos que esta es la misma situacion que se da en Relatividad General,
cuya densidad lagrangiana es \/g R (que depende de las segundas derivadas del tensor métrico)
pero resulta que al aplicar las ecuaciones (2) se anulan los términos que contienen un orden de
derivacion mayor que el segundo, lo que hace que las ecuaciones de campo de la Relatividad
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General sean ecuaciones diferenciales de orden 2.

En su investigacion original Hermann Weyl considerd la tercera de las densidades
lagrangianas de (1), obteniendo las ecuaciones de campo gravitatorio al aplicar el principio de
minima accidon cuando se da una variacion arbitraria de las componentes del tensor métrico.
Para simplificar los célculos supuso lo que llamé la gauge natural R = —4A donde A esuna
constante positiva que identifico con la constante cosmologica. El procedimiento seguido por
Weyl y por otros investigadores no es satisfactorio [4], por eso nosotros a continuacion obten-
dremos las ecuaciones de campo gravitatorio sin establecer a priori ninguna limitacion, aunque
al concluir los célculos evaluaremos las ecuaciones de la gravedad en la gauge natural. [5] [6]

Anadir que para obtener las ecuaciones de campo electromagnético conjuntamente con
las ecuaciones de la gravedad, Weyl considero la densidad lagrangiana

L=R*+2yF, F"™* 3)
donde y es la constante de acoplamiento entre los dos campos. Indicar que de la anterior
expresion Weyl dedujo las ecuaciones de Maxwell sin introducir la restriccion de la gauge natu-
ral.

Desde hace unos afios se ha renovado el interés por las ecuaciones de la gravitacion que
se obtienen de densidades lagrangianas invariantes frente a calibracion, es decir que son invariantes
conformes. Una posibilidad que ha sido especialmente estudiada, son las ecuaciones de campo
derivadas de la densidad lagrangiana

Jg £=1g Cy, O )

donde C', g s el tensor de Weyl que tiene como caracteristicas ser un tensor de cuarto orden

con las mismas propiedades de simetria que el tensor de curvatura y ser invariante ante cambios
de calibracion; es definido en un espacio de Riemann (es decir que tomamos ¢, nula) por

1 1
Cirr = Riju +§(gikRj1 —&iR i —g Ry +gleik)+g(gilgjk _gikgjl)R' ®)

Una calculo directo combinando (4) y (5) nos lleva a

ikpg ik )
\/gcikpqc pq_\/g(Rikqu PT—2R R +§R ,

no obstante, la variacion de la accidén basada en la anterior expresion admite una nueva simplifi-
cacidn, de tal forma que se reduce a

8 [g CippyC1*P1dQ = 5[[( kR’k——R de.

Debemos observar que estas ecuaciones de la teoria de la grav1tac:1c’)n conforme son validas en
el espacio de Riemann y no en el de Weyl.

2.  Relaciones ttiles
Con vista a obtener las ecuaciones generales de campo gravitatorio de la teoria de Weyl
debemos formular algunas relaciones matematicas. Vamos a utilizar dos derivadas covariantes.
Una de ellas es la expresion habitual, donde la derivacion se calcula respecto a la conexion de la
variedad. Para el caso de la derivada de un vector tendremos
D' =0 +v'T ).
La otra derivada covariante se calcula respecto a los simbolos de Christoffel L
Dyv' =0 +v°L, .
Como
Lskl = l/zglm (asgkm +akgsm _amgsk)
entonces
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D m8ik = 0.
Se estabece una relacion entre ambas derivadas covariantes teniendo en cuenta que en
una variedad de Weyl la conexion esté relacionada con los simbolos de Christoftel por 7]

rskl :Lskl +5sl¢k +5l§¢s _gsk¢l’ (6)
para el caso de un vector tendremos
Dy =Dy +SVip v, —v, 4’
y para la divergencia de un vector
Dy =Dk +avig, . 7)
Se puede comprobar sin dificultad que tanto en una variedad de Riemann como en una de

Weyl es valida la relacion
D(av*) =0,z ).

esto significa que podemos formular el teorema integral de Gauss de dos formas ligeramente
diferentes

[Di(Jevt)aa=[vas*;  [Di(Jegv*)aa=[gDv a0 =[v.ds* )
14 z Vv V z

este teorema sera profusamente aplicado en nuestros ulteriores calculos, indicar que haremos
uso de la segunda formulacion por parecernos que facilita las largas operaciones matematicas
tipica de los calculos variacionales, pero igualmente se podria hacer uso de la primera forma del
teorema de Gauss.

Para abordar la variacion de la accion frente a una variacion arbitraria del tensor métrico
es de suma utilidad la identidad de Palatini [8], aplicable tanto al tensor de Ricci

SRy =Dy (T, ) =D, (8T ,)), )
como al tensor de curvatura
SR’ 4, :Dp(él“kqi)—Dq(él“k;), (10)

donde debemos tener presente que aunque la conexidn no sea un tensor si lo es su variacion.
De (6) obtenemos la variacion de la conexion

or skl = 5Lskl - ¢ lagsk T8k 8 lm¢ n5gmn
donde tomamos como variables independientes las componentes contravariantes del tetrapotencial
electromagnético y no sus componentes covariantes que asi quedan en funcion del tens or métri-
co por larelacion ¢, = g, ¢ . La variacion de los simbolos de Christoffel es

i i 1 i
6Lsk =-8 pLskqé‘gpq +§g " (asé‘gkm +ak5gsm _amé‘gsk) =

zzg m(Dsé‘gkm +Dk6gsm _Dmé‘gsk)?

por tanto la variacion de la conexion ante una variacion del tensor métrico es

i 1 im * * * i i n
§rsk =§g (Ds5gkm+Dk5gsm_Dm5gSk)_¢ §gsk+gskg m¢ §gmn (11)

Enlavariedad de Weyl el tensor de Ricci y la curvatura escalar son [9]
Ry =Ry +F;—2Di$, -2, Dp* +2¢,6, -22,,6.4°
R=R" -6D,p* —6p.4°,
donde R l* YR " esel tensor de Ricci y la curvatura escalar calculados a partir de los simbolos

de Christoffel y no de la conexion.
Con estas herramientas matematicas estamos en condiciones de abordar la obtencion de

(12)
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las ecuaciones de la gravitacion aplicando el principio de minima accion a la densidad lagrangiana
de Weyl.

3.  Principio de minima accion en la teoria de Weyl
Lo que pretendemos es obtener las ecuaciones de la gravitacion a partir de la accion de
Weyl

I=[Jg(R*+2FF™)dc, (13)

para ello vamos a suponer una variacion arbitraria del tensor métrico, con la condicion de que
tanto la variacién como sus primeras derivadas se anulen en el limite de la integracion. Aplicare-
mos la variacion al primer sumando de la accion (13)

5(JgR?)=R?6\[g +2gRSR = —%\/ggikRzé'g * 12 [gRR, 5™ +2/gRg "SR,
para calcular el tltimo de los sumandos aplicamos la identidad de Palatini (9)
2\/§Rgik§Rik = (14)
- 2\/§R[Dk (™61 ,')-D, ("6 /)~ Dy (g™ )oT,/ +D,(g"")5r,,k’}

para dar una indicacion de como se realiza este calculo lo vamos a hacer con el primer sumando
de (14). Utilizamos la relacion (7)

2JeRD, (g"6T /) =2gR| D; (g"oT /) +4g,8" 5T,/ | (15)
el primer sumando de la anterior expresion lo simplificamos mediante el teorema integral de
Gauss

2\/§RDZ (gik5rill) = 2\/§DZ (Rgik5ri/l)_2\/§DZ (Rgik)5rill >
el primero de los sumandos desaparece cuando se hace la integracion de volumen y para simpli-
ficar el segundo sumando usamos (11)

2gRD; (20T /) =—Jeg" g"" DiR(D]5g,,+ D;5g 1~ D62,

ik N ool ik *
+2\gg" D R¢'5g, ~2eg "D R¢"Sg,,
donde hemos tenido en cuenta que la derivada covariante del tensor métrico es nula. Ahora de
nuevo se aplica el teorema de Gauss y se encuentra finalmente

2JgRD;(g"sT ') =\Jeg" " D] DRSg,,.

Para concluir con el primero de los sumandos de (14) analizamos el segundo sumando de (15)
8\gR#g"oT ' =4Jgg" ¢ "R, (D;5g,, + D/5g,,~Dy58, ) -
~8\gRp'¢'5g, +8gR¢'$"5g,,

y de nuevo al hacer la integracion por partes y usar el teorema de Gauss nos queda
Je(-4g" g9, D/ R—4g" ¢""RD]¢, )52,
por tanto el primer sumando de (14) queda
2/gRD; (gik5rizl) =
=Jz2(2"g""DD/R-4g""$'D]R-4g""RD]¢" )52,

El procedimiento es similar para los restantes tres sumandos de (14) y obtenemos para el
segundo sumando

http://vixra.org/abs/1405.0262 S
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_2\/§RD1 (gik5rik/) -
~2g"g"D;D/R+g""g"D;D;R~6g""¢'D; R+
=g| +16g" ¢, D;R+8¢"“RD;¢" ~4g""RD$"~ |5g .

~32¢%¢" +8g""Rg '

para el tercer sumando

2GR ST =R (2 RD 9 + 2656 D] R) 5.
donde hemos aplicado la relacién D, g’ k=pgik ¢, que se establece como definicion de un
espacio de Weyl. Para el cuarto sumando de (14) encontramos

: —4g""RD 9™ —4g ™ ¢"D R+2g*"RD ¢ +
ik / g 1 g 1 g 1
2\JgRD,;g" o1, =g i m ; P O km-
+2¢"9'D'R—-4g"" Rp,p' +16Rp" ¢

Reuniendo todos los resultados y considerando la variacidn respecto a las componentes
contravariantes del tensor métrico en vez de con respecto a las covariantes

2JgRg™6R,, =
e 2euDID R DIDR s 0D R A RO} - )
~64,D(R~6¢,D;R~2RD; ¢ ~2RD$,; +16Rp,$, ~4Rg 16,

donde hemos simetrizado la expresion entre paréntesis, ya que su parte antisimétrica se anula
cuando se multiplica por el tensor simétrico §g % .
Reagrupando términos encontramos

2RR ;) —%g,kRz ~2g.,D/D"R+2D;D/R+

5(\eR?) =g | +62,4'D; R+4g" RD;¢' ~66,D;R—69,D; R~ 5",
~2RD; ¢, —2RD;p; +16Rp, ¢, —4g  RP'$)

donde R (ik) Tepresenta la parte simétrica del tensor de Ricci.

Es necesario finalmente hacer la variacion de la parte electromagnética de la accion, obte-
niendo al igual que en Relatividad General, el tensor energia-momento del campo electromagné-
tico. Por tanto las ecuaciones de campo gravitatorio que se obtienen de la accion de Weyl (13)
es

RR(z‘/c) _%gikRz _gile*RJ +D7R,k + 3g1‘k¢lR,l +2gikRDl*¢l -

~3¢,R =34, R, ~RD;$, ~RD; ¢, +8Rp ¢, ~28 y RP'4; =~ 2T, .
anotemos también que DfR coincide con laderivadaparcial 0;R = R ; yaque R es un invariante.
Sien vez de usar la derivada covariante D, usamos la otraderivada D, se obtiene

1
RR(ik) 4 guR ? _4gikR¢l¢l +4RP, P +20R , +20, R, —

_4g1‘k¢1R,l -8uD, R -2g4RD, ¢l +D; R, +RD; ¢, +RDp; =—xT} .

(16)

3.  Ecuaciones de campo gravitatorio

Como ya habiamos anticipado las ecuaciones de campo gravitatorio (16) son ecuaciones
diferenciales de cuarto orden, donde se encuentran entremezclados los potenciales gravitatorio
y electromagnético. A causa de la simetria, (16) son diez ecuaciones diferenciales, las mismas
que en Relatividad General. A (16) hay que afnadirle las cuatro ecuaciones de campo electro-
magnético que resultan de la variacion de (13) respecto a una variacion arbitraria del potencial

6 http://vixra.org/abs/1405.0262
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electromagnético.
Si contraemos (16) encontramos

D,*(a—R—2R¢I)=O (17)
Ox;
donde hemos tenido en cuenta que la traza del tensor energia-momento electromagnético es
nulo. (17) corresponde a la ley de conservacion de la densidad de carga eléctrica en la teoria de
Weyl. (17) se obtiene igualmente de las ecuaciones de campo electromagnético variando el
potencial en (13).

Las ecuaciones de la gravitacion (16) para el caso en que no exista campo electromagné-
tico son

* * 1 * *
R (Rik —ZgikR )+Di D,R =0. (18)

donde hemos utilizado (17) D /* R*' = 0.De (12) encontramos que tanto el tensor de Ricci como
la curvatura escalar de (18) coinciden con el obtenido a partir de los simbolos de Christoffel
(R ;k y R"). Notemos que al no existir campo electromagnético D : =D,.

Lateoria de Weyl admite cambios de calibracion o gauge, o dicho de otra forma, el tensor
métrico se puede multiplicar por cualquier funcion escalar, de donde se obtiene un nuevo tensor
métrico que da lugar a las mismas ecuaciones de campo. Elegir una u otra calibracion no afecta
a las ecuaciones de campo, por lo que, al igual que en electromagnetismo, se puede elegir una
calibracion concreta que tenga como propiedad que simplifique los calculos. Una opcion es la
gauge natural definida por

R=—4A
donde A es la constante cosmoldgica, cuyo valor no puede ser determinado por las ecuaciones
de la gravedad y debe ser valorado por la experiencia. En contraste con la condicion gauge
Lorentz del electromagnetismo, solo existe una iinica solucion de las ecuaciones gravitatorias
que cumpla la condicion gauge natural. En efecto, sea g, y ¢, los potenciales que correspon-
den cuando se impone la gauge natural. Si ahora hacemos un cambio de calibracion, obtendre-
mos una nueva curvatura escalar

R'=172R=-A"74A

lo que significa que los nuevos potenciales surgidos al hacer el cambio de calibracion ya no
cumplen la gauge natural. Esto no ocurre en la gauge Lorentz del electromagnetismo, donde
existe una familia de soluciones que cumplen esa condicion; la diferencia observada es ocasiona-
da porque la gauge natural no es invariante frente a un cambio de calibracion, mientras que la
condicion gauge Lorentz es invariante frente a transformaciones de coordenadas.

Siempre es posible elegir la condicion gauge natural. En efecto, supongamos que resolve-
mos las ecuaciones de la gravedad y obtenemos un determinado valor de R. Siempre podemos
obtener unos nuevos potenciales al hacer un cambio de calibracion que venga definido por la

funcion
e[ E
—4A

en esta nueva calibracion la curvatura escalar cumplird la gauge natural

R'=17R=-4A.
Por ultimo sefialar que la condicion gauge natural simplifica considerablemente los calculos.
Si aplicamos la gauge natural a la ecuacion (15) encontramos

* 1 * * * 1 * ’
Rik_zgikR -Agy—2D,¢,-2D; ¢, +10¢, 6, —g,, 0,0 +4gisz¢l=—ZTik (19)

donde hemos utilizado las relaciones (12)y ' esuna nueva constante definidapor »'= y/R.
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Contrayendo (18) y teniendo en cuenta que 7' l.i =0
~4A=R=R"-12D,¢' —6¢,4’
que al compararla con la segunda ecuacion (12) queda
Dyg' =0 (20)
que no es mas que la condicion gauge Lorentz del electromagnetismo, que surge de las ecuaciones
de campo gravitatorio para el caso en que la curvatura escalar sea una constante; la relacion (20)

se puede obtener igualmente de (17). Reagrupando (20) las ecuaciones de la gravedad para el
caso de curvatura escalar constante resultan ser

* 1 * i ’
Ry _EgikR —Agk=—ZMik—ZTik 21
donde hemos definido
1 . . .
My 7(—2Dk¢l ~2D/¢, +104, 6, ~2, 4,9') 22)

que cabe entenderlo como el tensor energia-momento de la materia, que tiene su origen tanto en
el campo gravitatorio como en el electromagnético, aunque en ausencia de electromagnetismo
no existiria materia. (22) es distinta de la expresion que obtuvo Weyl, ya que en su célculo hizo
una simplificacion excesiva al tomar desde un principio la constancia de R, 1o que debe hacerse,
tal como hemos hecho nosotros, después de obtenidas las ecuaciones generales de la gravedad
y no antes. Notemos por tltimo que al contraer (21) se reencuentra la segunda igualdad de (12),
siempre y cuando se tome D ,* ¢/ =0.
Laecuacion (21) en ausencia de campo electromagnético se reduce a

Ri -5 guR ~Ag *=0 (23)

que coincide con la expresion de la Relatividad General en ausencia de fuentes y cuando se toma
en consideracion el término cosmologico.

4.  Soluciones estaticas con simetria esférica

Buscamos una solucion de (17) que tenga la propiedad de ser estatica 'y con simetria
esférica, que nos serd valida para comparar los resultados de la teoria de Weyl con los de la
Relatividad General.

Como hemos visto podemos elegir libremente la gauge natural que simplificara considera-
blemente la ecuacion (18). Notemos que el tensor métrico que obtengamos serd diferente si la
calibracion es otra diferente, no obstante los resultados que obtengamos con esa gauge seran los
mismos, en particular obtendremos la misma ecuacion geodésica, puesto que la conexidon no se
ve alterada por un cambio en la gauge.

Al aplicar la gauge natural a (18) obtenemos (23) que tiene la misma solucion que la
ecuacion equivalente en Relatividad General. El elemento de linea con simetria esférica tiene la
siguiente forma general en coordenadas esféricas

ds? = b(r)cza’t2 —a(r)dr2 —r?sin? 49d(p2 —r?do?,
y al aplicar (22) se obtiene
b:l:1+2G§Ml—£r2, 24)
a c” r 12
que volvemos a indicar tiene caracter general, aunque si elegimos otra calibracion obtendremos
otros valores de las componentes del tensor métrico, que no obstante, daran los mismos resul-
tados que (24).

(24) nos muestra que la teoria de Weyl en ausencia de campo electromagnético basada en
la densidad lagrangiana (13) tiene la misma solucidn estatica y con simetria esférica que la teoria
gravitatoria de la Relatividad General cuando se considera el término cosmoldgico. La teoria de
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Weyl, por tanto, da la misma explicacion que la Relatividad General a asuntos tales como la
precesion de perihelio de Mercurio, el encurvamiento de la luz que pasa por el borde del Sol o
el efecto Shapiro.

5.  Conclusiones

Hemos establecido las relaciones matematicas necesarias para calcular la variacion de a
accion de Weyl, utlizando tanto la identidad de Palatini como el teorema integral de Gauss.
Definimos la gauge natural y obtenemos las ecuaciones de la gravitacion en esa gauge en el caso
de ausencia de campo electromagnético. Finalmente encontramos la soucion estatico con sime-
tria esféria, que resulta ser la misma que la equivalente solucion para las ecuaciones de la
Relatividad General con presencia de término cosmologico.
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