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Sinopsis. La teoria de la gravedad derivada del tensor de Weyl admite una solucién estaticay con
simetria esférica que se diferencia de la correspondiente solucion de la Relatividad General, lo que
permite hallar divergencias entre ambas teorias. Analizamos la correccion a la precesion planetaria
de Einstein obteniendo la solucion exacta. Encontramos los valores de los parametros de la
solucion estatica con simetria simétrica que lo asociamos a la constante cosmologica.

Abstract. The theory of gravity as derived from the Weyl tensor admits a static, spherically
symmetric solution which differs from the corresponding solution of general relativity, which
allows us to find differences between the two theories. We analyze the correction to planetary
precession of Einstein obtaining the exact solution. We found the parameters of the static
spherically symmetric solution which we associate to the cosmological constant.

1.  Introduccion

En el afio 1918 Hermann Weyl disefi6 la primera teoria de campo unificado [1] [2], con la
que pretendia explicar tanto el campo gravitatorio como el electromagnético a partir de una base
geométrica. En esencia la teoria de Weyl supone una variedad espacio-temporal tetradimensional
de tensor métrico simétrico, sin torsion (es decir de conexion simétrica) y con un tensor de no-
metricidad no nulo dado por la expresion

Qikr = Drgik = _2g1k¢r
donde

dgp=¢.dx"
es una forma diferencial, que en el caso de ser una diferencial exacta reduce la variedad de Weyl
alade Riemann.

En la teoria de Weyl g, cumple el mismo doble papel que en la teoria general de la
relatividad, a saber, es el tensor que nos informa de las propiedades métricas de la variedad y
también son las componentes del potencial gravitatorio. El tetravector ¢, representa en la teoria
de Weyl las componentes del tetrapotencial electromagnético, o para ser mas precisos, ambos
tetravectores son proporcionales entre si.

Lavariedad de Weyl admite cambios en la calibracion. Es decir, se pueden obtener nue-
vas componentes del tensor métrico a partir de la relacion

gik =l//(xr)gik
donde i esuna funcién cualquiera de la posicion espacio-temporal. La teoria de Weyl exige
que las ecuaciones de campo sean invariantes no solo frente a transformaciones de coordenadas
genéricas, sino también ante cambios de calibracion. Consideremos dos calibraciones diferentes
vy v, quedan lugar a dos nuevos tensores métricos
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S =V&u  Lu=V'&u
entonces al pasar de la calibracion i ala ' el tensor métrico se transforma por

!

ik =£‘//g1k =£g'ik = 2g’1’k
4 4

y decimos que el tensor métrico es de peso 2 por ser €ste el exponente de la funcion A en la
ecuacion de transformacion. Facilmente se encuentra que el tensor métrico en forma contravariante
tiene de peso —2 y que el determinante del tensor métrico es de peso 8. De aqui se deduce que
el peso de la conexién es 0 e igual propiedad tienen el tensor de curvatura R’ kpq Y SU contrac-
cién el tensor de Ricci R (definidopor R, = R, ,); no obstante la curvatura escalar tiene de
peso —2, mientras que las coordenadas espacio-temporales no tienen peso, ya que son inde-
pendientes de la calibracion.

Las ecuaciones de campo se obtienen al aplicar el principio de Hamilton a la accion

I=[Jggd0

donde debemos cuidar que el integrando sea invariante tanto frente a cambios de coordenadas
como de calibracion, lo que nos aseguraré las correctas propiedades de invariancia de las
ecuaciones de campo.

Desde hace unos afios [3] se ha renovado el interés por las ecuaciones de la gravitacion
que se obtienen de densidades lagrangianas invariantes frente a calibracion, es decir que son
invariantes conformes. Una posibilidad que ha sido especialmente estudiada, son las ecuaciones
de campo derivadas de la densidad lagrangiana

V2 =g Cipp """ (M)

donde C', g s el tensor de Weyl que tiene como caracteristica ser un tensor de cuarto orden
con las mismas propiedades de simetria que el tensor de curvatura y ser invariante ante cambios
de calibracion; es definido en un espacio de Riemann (es decir que tomamos ¢, nula) por

1 1
Cijki = Riju +§(gikle -8R —g Ry +gleik)+g(gilgjk —gikgjl)R- 2

Una célculo directo combinando (4) y (5) nos lleva a

ikpg ik k10
\/gclkpqc pq_\/g(Rikqu pq_zRikR +§R s

no obstante, la variacion de la accion basada en la anterior expresion admite una nueva simplifi-
cacion, de tal forma que se reduce a
S [g CpgCP7d Q2 = 5[@(13[,(1%”‘ —%szdQ. 3)

Debemos observar que estas ecuaciones de la teoria de la gravitacion conforme son validas en
el espacio de Riemann y no en el de Weyl.

2. Solucion estatica con simetria esférica
De (3) se derivan las ecuaciones de campo gravitatorio de la teoria conforme [4]

-D,D"R,, —g.,D,D,R™ +D,D,R" +D,D,R" +

1

“)
+2R,, R} _EgikleR " _é(ZRRik _%gikRz ~2g, D, D"R+2D, DkRj =0,

si contraemos (4) se encuentra que

D,D,R™ =%DmD’”R,

entonces (4) también se puede poner como
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-D,D"R,, —%gikDmDmR +D,D,R"+D, D,R" +

5)
+2R, R —%gikRm,R’"l —%(21&1&[,{ —%g,k}e2 —2g,,D, D"R+2D, DkRj =0.

Como se demuestra en [5] la solucion estatica con simetria esférica en una teoria confor-
me puede ponerse, en una adecuada calibracion, bajo la forma

1

b(r)
la funcién b(r) esdada por
B(2-3p7)
r

ds*>=b(r)c’dt’ ———dr*>-r’sin’ 0dp* —r*do>,

b(r)=1- —3/3y+yr—kr2z1—£+7/r—kr2, (6)
r
donde «, B y ¥ son constantes positivas.

La solucion (6) debe reducirse a la métrica de Schwarchild, por tanto =2GM / ¢’
ademads cuando y = 0 entonces R =12k . EnRelatividad General cuando ocurre esta circuns-
tancia en el caso exterior, que es el que estamos considerando, debe ser R = 4A , por tanto
k = A/3 . Parala determinacion de la constante y usamos el andlisis dimensional, teniendo
presente que ¥sélo puede depender de las constantes G, ¢, de la masa del astro que crea el
campo My del término cosmoldgico A. De las diferentes soluciones que se encuentran la que
tiene mayor base fisicaes y =y, JA donde 7, esun factor numérico adimensional del orden

de la unidad. Entonces tendremos para la métrica estatica con simetria esférica

b(r)=1—2G2M+70 A2, )
cr 3

Manhnheim y Kazanas [5] han planteado que el término yr explicaria las curvasde la
rotacion anémala de las galaxias, siempre y cuando » ~10 2% ~!. Los mismos autores sefia-
lan que el anterior valor es del mismo orden que la inversa de la longitud de Hubble. No obstan-
te, por (7) y dando a la constante cosmoldgica el valor ~10 2, 2, encontramos el mismo
valor numérico que el exigido a y para explicar las curvas de rotacion galacticas, con el afladido
que con nuestra propuesta yes una verdadera constante independiente del tiempo.

3.  La constante cosmolégica en la solucion estatica con simetria esférica

La presencia de la constante cosmologica en la solucion estatica con simetria esférica
exige algiin comentario. La constante cosmoldgica esta asociada con la energia del vacio o
energia oscura por la relacion [6]

_Ac ?
e
que produce una presion negativa dada por
p v = _p vc 2 *

Podemos entender que esta energia oscura se encuentra esparcida por todo el Universo con una
misma densidad. La masa correspondiente a la energia oscura es fuente de campo gravitatorio,
aunque con una ley diferente de la que corresponde a la materia baridnica.

Partimos de la ecuacion de campo gravitatorio con término cosmologico de la Relatividad
General

1
le _Eg,kR-i-Ag,k =_ZT1k

si descomponemos el tensor métrico g, =7, +h, donde 7, es el tensor métrico de
Minkowski siendo /4, la perturbacion gravitatoria y eliminamos de la ecuacion de campo los
términos no lineales obtenemos las ecuaciones linealizadas de la gravitacion, las cuales pueden
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ser expresadas a partir de los campos gravitoeléctricos E y gravitomagnéticos B, en una forma
bastante similar a las ecuaciones de Maxwell [ 7]. La primera de estas ecuaciones es

VE =-472Gp+Ac’. ®)
Ahora supongamos un cuerpo de masa M que crea el campo estatico con simetria esférica, si
ademas suponemos por el principio cosmologico que M se encuentra en el «centro del Univer-
so» podemos aplicar el teorema de Gauss a la anterior ecuacion (en forma idéntica como se
hace en la teoria electromagnética) y obtenemos que el campo gravitoeléctrico producido por la
energia oscura es

1 g,/c’
E=—Ac’r= ZG#r
3 r
2 . ’ ’ .
donde £, /c” representa la masa asociada a la energia del vacio contenida en una esfera de

radio 7. Notemos que al campo gravitotorio s6lo contribuye la energia oscura que estd encerra-
daen el interior de la esfera de radio r. O sea, la energia oscura que ocupa el resto del Universo
no interviene. Nos encontramos, por tanto, en la misma situacion que se da en la teoria newtoniana
con lallamada paradoja de la fuerza [8]. Segun esta paradoja la fuerza que actia sobre cada
cuerpo en un Universo infinito queda indeterminada, ya que depende de como se haga el calcu-
lo.

El anterior razonamiento nos viene a confirmar que el tiltimo sumando de (7) es problema-
tico en tanto en cuanto no tiene en consideracion al conjunto del Universo, sino solamente la
porcidn de Universo encerrada en una esfera de radio » (distancia del planeta al astro respecto
al cual orbita).

El anterior razonamiento no lo podemos extender al tercer sumando de (7) puesto que su
existencia no modifica la ecuacion (8) y por consiguiente no es de aplicacion el teorema de
Gauss.

4.  Precesion del pericentro en gravedad conforme

Sultana, Kazanas y Levi Said [9] han aplicado (7) para obtener la correccion que hay que
hacer ala precesion del pericentro predicha por la teoria general de la Relatividad. Estos autores
han usado el métrodo dado por Weinberg [10] por lo que s6lo obtienen un valor aproximado,
valido hasta el primer orden de la excentricidad del planeta, aunque en su expresion final aparece
la excentricidad al cuadrado.

A continuacion haremos el calculo exacto de la precesion del pericentro que se desprende
de (7), para ello aplicaremos la teoria de las perturbaciones planetarias. Hay que advertir que las
perturbaciones que nos interesan son de tipo clasico, es decir las perturbaciones originadas en la
modificacion del potencial kepleriano que ahora queda de la forma

b(,,)=1+2_f=1+2¢20+2¢21+2¢22 = ¢=—%+17/002 Ar—De22) )
c c c c r 2

Sefialar que asociada a las anteriores perturbaciones clasicas existen otras de tipo relativistas
pero son sensiblemente mas débiles por lo que son despreciadas.
Las aceleraciones perturbatrices derivadas de (9) son

Wi=- 6 =-9(3r0e VA | == Tro VAT
r

W, =-V4¢, =—v(—%c2r2J :%czr.

Conocida las aceleraciones perturbatrices que actian sobre el planeta se calcula la variacion de
sus elementos orbitales (semieje mayor, excentricidad, inclinacion, longitud del nodo ascendente
y argumento de latitud del pericentro; g, e, i, Q' y @respectivamente) por las ecuaciones de
Gauss [11]
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ﬂ—;LW"cosu
dt  pa\1-e® a

_ 2
da__ 2 [eWrsin6’+—a(1 ¢ )W'}
dr pl-e? r

/ _ 2
de _Nl-e {W’sin@+W’(cosH+l—Lﬂ

dt  na e ae

dQ: ! LW"sinu

dt  npasiniyl—e’ a

[ _ 2
d_a): I-e W cosO+| 14— |W'sin® —c:osz'd—Q
dt nae a(l—e?) dt

w" W’ W' sonlas componentes normal, radial y tangencial de la aceleracion perturbativa,
@la anomalia verdadera, n el movimiento medioy u =0+ w .
Para la perturbaciéon W, tenemos

W= W1£=‘%70c2\/X; W =0, W'=0
r
y la variacion del argumento de latitud del pericentro queda

do Vl-e? 1vVl-e’
—| == W. cos@ =— c¢’\JA cosé, 1
( dt jl nae : 2 nae Yo (10)
como lo que nos interesa es la perturbacion secular y no la instantanea, promediamos (10) en un

periodo. Para los calculos siguientes usaremos las relaciones validas para orbitas keplerianas

a(1-e?) 2r  [GM
r:—; n=——mx= —3’
1+ecos@ T a

donde m sumasa, T el periodo orbital y M la masa del astro central respecto al cual orbita el
planeta. El célculo se facilita usando como variable la anomalia excéntrica y definida por

r=a(l-ecosy),
siendo validas las relaciones

cos;(—e; t:;(—esm;(; dtzl—ecos;(dz
l—-ecosy n n
donde la segunda expresion es la ecuacion de Kepler.
En (9) lo tinico que varia con el tiempo es cos @ siendo por tanto la tinica funcion que hay

que promediar

cost =

2z 2z
cos6 1 I cos Odt =lf cosy—e 1-ecosy dy=-e
Ty T¢{l-ecosy n
que al aplicarla a (10) da el &ngulo que gira el pericentro respecto al nodo ascendente cada
periodo

al-e’a’ )
Ay, =———y,c VA,
v oM
que es un resultado ligeramente diferente al obtenido por los autores citados, aunque para pe-

quefios valores de la excentricidad ambos resultados coinciden.

Aplicando las restantes ecuaciones de Gauss se encuentra sin dificultad que los demas
elementos orbitales quedan invariables.

Repitiendo el mismo procedimiento para la aceleracion perturbatriz W, se obtiene una
variacion del pericentro dada por [12]
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T l—-e?a’ Ac?

2
GM 3
reuniendo los resultados anteriores con la precesion de Einstein se encuentra

6xGM al-e’a’ 2\/— al—e?® a’ Ac?
> N Vo€ NA+
c’a(l-e’) GM GM 3

que es una solucion exacta vaida para cualquier orden de la excentricidad.

Ay

Ay =

5.  Conclusiones

Analizamos la solucion estatica con simetria esférica de la gravedad conforme y relaciona-
mos sus coeficientes con la constante cosmologica, encontrando que los valores numéricos son
los adecuados para poder explicar laanomala curva de rotacion de las galaxias.

Tratamos la teoria linealizada de la Relatividad General con término cosmoldgico y encon-
tramos una paradoja que hace problematico el término que contiene esta constante en la solu-
cién con simetria esféria.

Finalmente hallamos de forma rigurosa la precesion por periodo del pericentro de un
planeta tal como se deduce de la solucion estatica con simetria esférica de la gravedad confor-
me.
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