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In cele ce urmeaza stabilim o legdtura intre notiunea de simediana a unui triunghi si notiunea

de polara a unui punct in raport cu un cerc.

Demonstram, pentru inceput, doua proprietati ale simedianelor.

Lema 1. Daca in triunghiul ABC inscris intr-un cerc, tangentele la acest cerc in
punctele B si C se intersecteaza intr-un punct S, atunci AS este simediana in triunghiul ABC.

Demonstratie
Notam cu L intersectia dreptei AS cu BC (vezi fig. 1).
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Se observa ca mM@ABS = m(Bj + m(Aj
A N

MEACS = m(Cj - m(A)

Obtinem ca sin¢ZABS =sinC si sin¢ZACS =sinB
AriaAABS AB-SB-sinC_ BL

Avem, de asemenea, ca: — = —— =— (2)
AriaAACS AC-SC-sinB LC
Din teorema sinusurilor rezulta anC _AB (3)
sinB  AC
) . BL (AB)? . T
Relatiile (2) si (3) conduc la E= AC ceea ce arata ca AS este simedianad in

triunghiul ABC.
Observatii
1. Demonstratia se face in mod analog daca triunghiul ABC este obtuzunghic.



2. Daca triunghiul ABC este dreptunghic in A, tangentele in B si C sunt paralele, iar
simediana din A este chiar indltimea din A si, prin urmare, este si ea paralela cu
tangentele duse in B si C la cercul circumscris.

Definitia 1. Punctele A, B, C, D situate in aceastd ordine pe dreapta d formeaza o
diviziune armonica daca si numai daca

AB CB

AD CD

Lema 2. Dacd in triunghiul ABC AL este simediana interioard L{(BC) si AP este
simediand exterioara PeBC, atunci punctele P, B, L, C formeaza o diviziune armonica.

Demonstratie

Se stie ca simediana exterioara AP in triunghiul ABC este tangentd in A la cercul
circumscris (v. fig. 2), de asemenea, se arata usor ca:
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Fig. 2

Din (1) si (2) rezulta %=% ceea ce aratd cd punctele P, B, L, C formeaza o

diviziune armonica.
Definitia 2.

Daca P este un punct exterior cercului C Q, r: si B, C intersectiile cu cercul ale unei
. . PB B
secante duse prin P spunem despre punctul Qe(BC) cu proprietatea e % ca este
conjugatul armonic al lui P in raport cu cercul C @, r:.

Observatie
De asemenea, punctul P este conjugatul punctului Q in raport cu cercul (vezi fig. 3).



Fig. 3

Definitia 3. Multimea conjugatelor armonice ale unui punct in raport cu un cerc dat se
numeste polara punctului in raport cu cercul.

Teorema. Polara unui punct exterior unui cerc in raport cu cercul este coarda cercului
determinatd de punctele de tangenta cu cercul ale tangentelor duse din acel punct la cerc.

Demonstratie

Fie P un punct exterior cercului C @, I si M, N intersectiile dreptei PO cu cercul

(vezi fig. 4). Notam cu T si V punctele de tangenta cu cercul ale tangentelor duse din P si fie
Q intersectia dintre MN si TV.

Fig. 4

Evident triunghiul MTN este dreptunghic in T, TQ este inaltimea in acest triunghi
(deci simediand interioard, iar TP este simedianad exterioard, asa cd punctele P, M, Q, N
formeaza o diviziune armonica (Lema 2), deci Q este conjugatul armonic al lui P in raport cu
cercul dat si apartine polarei lui P in raport cu cercul.

Demonstram ca (TV) este polara 1ui P in raport cu cercul. Fie M’N’ intersectiile unei
secante oarecare dusa prin P cu cercul si X intersectia tangentelor duse in M’ si N’ la cerc.
Conform Lemei 1, dreapta XT este pentru triunghiul M'TN’, simediana interioara, de
asemenea, TP este pentru acelasi triunghi simediand exterioard. Dacd notam Q' intersectia
dintre XT si M'N’ rezultd c@ punctul Q' este conjugatul armonic al lui P 1n raport cu cercul si
prin urmare Q' apartine polarei lui P in raport cu cercul. Pentru triunghiul VM'N’, conform
Lemei 1, dreapta VX este simediand interioard si VP este pentru acelasi triunghi simediana
exterioard, va rezulta conform Lemei 2 ca dacd @' FVXM'N', punctul Q" este



conjugatul armonic al punctului P Tn raport cu cercul. Deoarece conjugatul armonic al unui
punct in raport cu cercul este un punct unic rezultd cd Q'=Q" asa ca punctele V, T, X sunt
coliniare s1 Q' apartine segmentului (TV).

Reciproc

Daca Q1e(TV) si PQ; intersecteaza cercul in My si Ny, trebuie sa demonstram ca
punctul Q; este conjugatul armonic al punctului P in raport cu cercul. Fie X; intersectia
tangentelor duse ih My si Ny la cerc, In triunghiul M;TN; dreapta X;T este simediani

interioard, iar dreapta TP este simediand exterioard, daca él }XleMlNl atunci P, My,
Qll, N, formeaza o diviziune armonica.

Analog, n triunghiul M;VN; dreapta VX; este simediana interioara si VP simediana
exterioard, notand él }VX 1AM;N; rezultd ci punctul Q; este conjugatul armonic al
punctului P in raport cu M; si N;. Prin urmare, obtinem Q'lz Ql Pe de alta parte, Xy, T, Q'l si
V, X1, Qy sunt coliniare, dar Q;=Q; rezulti X;, T, Q;, V coliniare, dar atunci Q;=Q si prin
urmare Q; este conjugatul lui P Tn raport cu cercul



