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Abstract. 1. Przypuszczalny dowód Fermata, twierdzenia zwanego Wielkim
Twierdzeniem Fermata. 2. Elementarny dowód WTF.

I. WST ¾EP

Diofantosa interesowa÷y rozwi ¾azania równań w Q. Obecnie równania diofantyczne
rozwi ¾azuje si ¾e w Z. Oto zadanie 8 z drugiej ksi ¾egi Arytmetyki Diofantosa:
�Dany kwadrat roz÷o·zýc na [sum¾e] dwa kwadraty.�

Rozwi ¾azanie ilustruje wzór �dla ka·zdego a; u 2 Z:
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W tym w÷ásnie miejscu, tj. na marginesie strony egzemplarza ksi ¾egi p.t. Arytmetyka
Diofantosa, ÷acínskiego przek÷adu Bacheta, edycji z roku 1670, którego w÷áscicielem by÷
Samuel de Fermat, jest odtworzony nast ¾epuj ¾acy dopisek Pierre de Fermata (1665):

Nie mo·zna roz÷o·zýc ani széscianu na [sum ¾e] dwa szésciany, ani bikwadratu na
[sum ¾e] dwa bikwadraty, i w ogóle ·zadnej pot ¾egi wi ¾ekszej ni·z druga na [sum ¾e] dwie
pot ¾egi z takim samym wyk÷adnikiem. Odkry÷em naprawd ¾e zadziwiaj ¾acy dowód tego
[faktu]. Margines jest na to za ma÷y. [1] Zapewne st ¾ad wzi ¾e÷o si ¾e inne t÷umaczenie
drugiego zdania Fermata: �Odkry÷em prawdziwie cudowny dowód tego faktu, jednak·ze
margines ten jest zbyt w ¾aski, by go zmiéscíc.� Ten niezwyk÷y komentarz starszego
Fermata jest w zwi ¾azku z równaniem Pitagorasa i wskazuje na istnienie dowodu jako
faktu (demonstratio sane mirabilis) na tréśc tego·z dopisku-twierdzenia. [3]

Nietrudno zauwa·zýc, i·z (1) wynika z równania Diofantosa �dla ka·zdego u, � 2 N1:
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(2) daje wszystkie trójki pitagorejskie
�
u2 � �2; 2u�; u2 + �2

�
= (x; y; z) w Z,

a ẃsród nich, je·zeli liczby u; � s ¾a wzgl ¾ednie pierwsze i liczba u � � jest dodatnia i
nieparzysta �wszystkie w÷ásciwe (pierwotne) rozwi ¾azania równania Pitagorasa w N1.
Twierdzenie 1. Dla ka·zdej w÷ásciwej trójki pitagorejskiej (x; y; z) istniej ¾a dok÷adnie

dwie wzgl ¾ednie pierwsze liczby naturalne u > � takie, ·ze liczba u�� jest nieparzysta.
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II. WIELKIE TWIERDZENIE FERMATA

Twierdzenie 2. Dla n;X; Y; Z 2 N3:Xn+Y n = Zn nie ma rozwi ¾azań w÷ásciwych.

Dowód. Niech istniej ¾a n;X; Y; Z 2 N3: Xn + Y n = Zn ma rozwi ¾azania w÷ásciwe.
Wtedy X + Y > Z i X2 + Y 2 > Z2 i ... i Xn�1 + Y n�1 > Zn�1, gdy·z w

przeciwnym razie Xn + Y n < Zn.
Z powy·zszego wynika, ·ze liczby X;Z�Y b ¾ed ¾a dodatnie i nieparzyste, liczba Z�X

b ¾edzie dodatnia, a liczba X + Y � Z b ¾edzie dodatnia i parzysta.

Fermat zapewne przyj ¾a÷, ·ze (u� �)2 + 2� (u� �) = X, przy (u� �)2 = Z � Y :

X+Z�X�(u� �)2 = Y ^X2+
h
X +

�
Z �X � (u� �)2

�i2
�(Z �X +X)

2
> 0 ^

X2 � 2 (u� �)2X � 2 (Z �X) (u� �)2 + (u� �)4 > 0 ^
p
� = 2 (u� �)

p
2 (Z �X) = 4� (u� �) ^ 2�2 = Z �X:

W konsekwencji Fermat uzyska÷dwie fa÷szywe sprzecznósci:

X < X1 = (u� �)2 � 2� (u� �) _ (u� �)2 + 2� (u� �) = X2 < X: [2]

Ka·zda liczba parzysta nieb ¾ed ¾aca pot ¾eg ¾a dwójki ma nieparzysty dzielnik pierwszy,
przeto wystarczy udowodníc WTF dla n = 4 i dla n b ¾ed ¾acych liczbami pierwszymi
wi ¾ekszymi od dwóch [4] � zbiór tych liczb oznaczmy przez P.
A. Dowód dla n = 4. Na mocy (2) i Tw. 1 istniej ¾a dok÷adnie dwie wzgl ¾ednie

pierwsze liczby naturalne U > V takie, ·ze U � V 2 f3; 5; 7; :::g:�
U2 � V 2 = X2 ^ 2UV = Y 2 ^ U2 + V 2 = Z2 ^ U2 = X2 + V 2 ^

2U2 = X2 + Z2 ^ �X = X � V ^ Z = X + V
�
) (Z = X _ Z = 3X) ;

co stoi w sprzecznósci przy NWD (X;Z) = 1. z
B. Dowód dla n 2 P �wnioski ogólne.
Z powy·zszego wynika, ·ze dla liczby dodatniej �:

2� = X � (Z � Y ) = Y � (Z �X) ^ Z � Y + 2� = X ^ Z �X + 2� = Y ^
(Z � Y + 2�)n = (Z � Y + Y )n � Y n ^ (Z �X + 2�)

n
= (Z �X +X)

n �Xn ^
[X + Y + (�Y )]n + Y n = [X + Y + (�2�)]n = Zn:

W konsekwencji otrzymujemy koniunkcj ¾e trzech równań:

(Z � Y )n�2 � + (n� 1) (Z � Y )n�3 �2 + :::+ 2n�2�n�1 + 2n�1�n

n (Z � Y ) =

=
Y

2

�
(Z � Y )n�2 + n� 1

2
(Z � Y )n�3 Y + :::+ Y n�2

�
^

(Z �X)n�2 2� + n� 1
2

(Z �X)n�3 (2�)2 + :::+ (2�)n�1 + (2�)
n

n (Z �X) =

= X

�
(Z �X)n�2 + n� 1

2
(Z �X)n�3X + :::+Xn�2

�
^

(X + Y )
n�2

(�Y ) + n� 1
2

(X + Y )
n�3

(�Y )2 + :::+ (�Y )n�1 =

= (X + Y )
n�2

(�2�)+ n� 1
2

(X + Y )
n�3

(�2�)2+ :::+(�2�)n�1+ (�2�)n

n (X + Y )
: [2]



CUDOWNY DOWÓD 3

Zatem liczby �; Y=2 musz ¾a býc nieparzyste, liczba pierwsza n j � oraz

[(n j X;Z � Y _ n j Y; Z �X _ n j X + Y; Z) ^

Z � Y;Z �X;X + Y j (2�)n ^ n j XY Z ^ � = nmch] :

B.1. Dowód dla liczb nieparzystych X;Y; Z � X. Istniej ¾a m; c 2 f3; 5; 7; :::g i
istnieje h 2 f1; 3; 5; :::g:�

n - mch ^
��
nn�1cn + 2nmch = X ^ n j X ^ hn + 2nmch = Y ^

2nmn = X + Y = nn�1cn + hn + 4nmch ^ nn�1cn + Y = Z
�
_�

cn + 2nmch = X ^ n j Y ^ nn�1hn + 2nmch = Y ^
2nmn = X + Y = cn + nn�1hn + 4nmch ^ cn + Y = Z

�
_

(cn + 2nmch = X ^ n j X + Y; Z ^ hn + 2nmch = Y ^
2nnn�1mn = X + Y = cn + hn + 4nmch ^ cn + Y = Z

��	
)��

2nmn � hn = nn�1cn + 4nmch ^ n j 2m� h ^ n2 j 2nmn � hn
�
_�

2nmn � cn = nn�1hn + 4nmch ^ n j 2m� c ^ n2 j 2nmn � cn
�
_�

2nnn�1mn = cn + hn + 4nmch ^ n j c+ h ^ n2 j cn + hn
��
)

mch

n
=2 f3; 5; 7; :::g : z

B.2. Dowód dla liczb parzystych Y; Z �X. Istniej ¾a m; c 2 f3; 5; 7; :::g i istnieje
h 2 f1; 3; 5; :::g:�

n - mch ^
��
nn�1cn + 2nmch = X ^ n j X ^ 2nhn + 2nmch = Y ^

mn = X + Y = nn�1cn + 2nhn + 4nmch ^ nn�1cn + Y = Z
�
_�

cn + 2nmch = X ^ n j Y ^ 2nnn�1hn + 2nmch = Y ^
mn = X + Y = cn + 2nnn�1hn + 4nmch ^ cn + Y = Z

�
_

(cn + 2nmch = X ^ n j X + Y; Z ^ 2nhn + 2nmch = Y ^
nn�1mn = X + Y = cn + 2nhn + 4nmch ^ cn + Y = Z

��	
)��

mn � 2nhn = nn�1cn + 4nmch ^ n j m� 2h ^ n2 j mn � 2nhn
�
_�

mn � cn = 2nnn�1hn + 4nmch ^ n j m� c ^ n2 j mn � cn
�
_�

nn�1mn = cn + 2nhn + 4nmch ^ n j c+ 2h ^ n2 j cn + 2nhn
��
)

mch

n
=2 f3; 5; 7; :::g :

To jest dowód. Ten dowód jest równowa·zny dowodowi WTF w Z. �
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[4] Narkiewicz, W. : WIADOMOŚCI MATEMATYCZNE XXX.1, Annuals PTM, Series
II, Warszawa 1993.

Lublin-POLAND
E-mail address : lwgula@wp.pl


