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Аннотация 
Формулируется и доказывается вариационный принцип 

экстремума для вязкой несжимаемой и сжимаемой жидкости, из 
которого следует, что уравнения Навье-Стокса являются условиями 
экстремума некоторого функционала. Описывается метод поиска 
решения этих уравнений, который состоит в движении по градиенту 
к экстремуму этого функционала. Формулируются условия 
достижения этого экстремума, которые являются одновременно 
необходимыми и достаточными условиями существования 
глобального экстремума этого функционала. 

Затем выделяются т.н. замкнутые системы. Для них доказывается, 
что необходимые и достаточные условия существования 
глобального экстремума указанного функционала имеются всегда. 
Соответственно, метод поиска глобального экстремума всегда 
заканчивается успешно и тем самым определяется единственное 
решение уравнений Навье-Стокса. 

Утверждается, что системы, описываемые уравнениями Навье-
Стокса и имеющие определенные граничные условия (давления или 
скорости) на всех границах, являются замкнутыми. Показывается, 
что к таким системам относятся системы, ограниченные 
непроницаемыми стенками, свободными поверхностями, 
находящимися под известным давлением, подвижными стенками, 
находящимися под известным давлением, т.н. генерирующими 
поверхностями, через которые поток жидкости проходит с 
известной скоростью. 

Книга дополняется открытыми кодами программам в системе 
MATLAB – функциями, реализующими расчетный метод, и 
тестовыми программами. Ссылки на тестовые программы даются в 
тексте книги при описании примеров. Программы передаются 
автором по запросу на solik@netvision.net.il 
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Введение 

 
 
В предыдущих работах [6-25, 37, 38] автор предложил принцип 

экстремума полного действия, позволяющий конструировать 
функционал для различных физических систем и, что самое 
важное, для диссипативных систем. В [31, 34, 35, 36, 39] этот 
принцип описывается в применении к гидродинамике вязкой 
жидкости. В данной книге (в отличие от первой редакции [34, 35]) 
используется более строгое расширение указанного принципа на 
мощности и рассматривается также гидродинамику сжимаемой 
жидкости. 

Указанный функционал имеет глобальную седловую точку и 
поэтому для расчета физических систем с таким функционалом 
можно применить метод градиентного спуска к седловой точке. 
Поскольку глобальный экстремум существует, то и решение 
существует всегда.  

Первоначальный шаг в построении такого функционала состоит 
в том, что для некоторой физической системы записывается 
уравнение сохранения энергии или уравнение баланса мощностей. 
При этом учитываются и потери энергии (например, на трение или 
нагрев), и поток энергии в систему и из нее.  

Этот принцип автор применил в электротехнике, 
электродинамике, механике. В этой книжке предпринимается 
попытка распространить данный принцип на гидродинамику.  

 
В главе 1 излагается принцип экстремума полного действия и 

показывается его применимость в электротехнике, электродинамике, 
механике. 

В главе 2 принцип экстремума полного действия применяется к 
гидродинамике вязкой несжимаемой жидкости. Показывается, что 
уравнения Навье-Стокса являются условиями экстремума некоторого 
функционала. Описывается метод поиска решения этих уравнений, 
который состоит в движении по градиенту к экстремуму этого 
функционала. Формулируются условия достижения этого 
экстремума, которые являются одновременно необходимыми и 
достаточными условиями существования глобального экстремума 
этого функционала. 
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Затем выделяются т.н. замкнутые системы. Для них доказывается, 
что необходимые и достаточные условия существования 
глобального экстремума указанного функционала имеются всегда. 
Соответственно, метод поиска глобального экстремума всегда 
заканчивается успешно и тем самым определяется единственное 
решение уравнений Навье-Стокса. 

Утверждается, что системы, описываемые уравнениями Навье-
Стокса и имеющие определенные граничные условия (давления или 
скорости) на всех границах, являются замкнутыми. Показывается, 
что к таким системам относятся системы, ограниченные 

o непроницаемыми стенками, 
o свободными поверхностями, находящимися под 

известным давлением, 
o подвижными стенками, находящимися под известным 

давлением, 
o т.н. генерирующими поверхностями, через которые 

поток проходит с известной скоростью. 
Таким образом, для замкнутых систем показано, что всегда 

существует единственное решение уравнений Навье-Стокса. 
 
В главе 3 кратко характеризуется вычислительный алгоритм. 
В главе 5 подробно описывается вычислительный алгоритм для 

стационарных задач. 
В главе 6 предлагается алгоритм решения динамических задач 

путем последовательного решения стационарных задач, в т.ч., задач 
со скачкообразными и импульсными изменениями внешних 
воздействий. 

В главе 7 рассматриваются разнообразные примеры решения 
задач по расчету миксера предлагаемым методом. 

В главе 8 рассматривается течение жидкости в трубе 
произвольного профиля.  Показывается, что вне зависимости от 
формы сечения трубы скорость в отрезке трубы постоянна вдоль 
трубы и изменяется параболически по сечению трубы, если на 
торцах отрезка существует постоянная разность давлений. Таким 
образом, вывод, полученный предлагаемым методом для 
произвольной формы сечения трубы, аналогичен решению 
известной задачи Пуазейля для круглой трубы. 

В главе 9 показывается, что предложенный подход может быть 
распространен на вязкие сжимаемые жидкости. 

В приложение 1 вынесены (с тем, чтобы не загромождать 
основной текст) преобразования некоторых формул 
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Для анализа энергетических процессов в жидкости автор 
использовал книгу Николая Умова, некоторые фрагменты которой 
для удобства читателя приведены в приложении 2.  

В приложении 3 дан вывод некоторой формулы, применяемой 
для доказательства необходимого и достаточного условия 
существования глобального экстремума основного функционала. 

В приложении 4 описан метод решения некоторой 
вариационной задачи методом спуска по градиенту. 

В приложении 5 приведен вывод некоторых формул для 
поверхностей, у которых лагранжиан имеет постоянное значение и 
не зависит от координат. 

В приложении 6 рассматривается дискретный вариант 
модифицированных уравнений Навье-Стокса и соответствующий 
функционал. 

В приложении 7 рассматривается электрическая модель для 
решения модифицированных уравнений Навье-Стокса и 
следующий из нее метод решения этих уравнений 
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Глава 1. Принцип экстремума 

полного действия 
 

 
1.1. Формулировка принципа 
Широко известен лагранжев формализм – универсальный 

метод вывода физических уравнений из принципа наименьшего 
действия. При этом действие определяется как определенный 
интеграл - функционал  

( )∫ −= 2
1

)()()( t
t dtqPqKqS     (1) 

от разности кинетической )(qK  и потенциальной )(qP  энергий, 
называемой лагранжианом 

)()()( qPqKq −=Λ .     (2) 
Здесь интеграл берется на определенном интервале времени 

21 ttt ≤≤ , а q  - вектор обобщенных координат, динамических 
переменных, которые, в свою очередь, зависят от времени. 
Принцип наименьшего действия утверждает, что экстремали этого 
функционала (т.е. уравнения, при которых он принимает 
минимальное значение) являются уравнениями реальных 
динамических переменных (т.е. реализуемых в действительности).  

Например, если энергия системы зависит только от функций 
q  и их производных от времени q′ , то экстремаль определяется по 
формуле Эйлера [4] 

( ) ( ) 0=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
′∂
−∂

−
∂
−∂

q
PK

dt
d

q
PK

.    (3) 

В результате получаются уравнения Лагранжа. 
Лагранжев формализм применим к тем системам, в которых 

сохраняется постоянной полная энергия (сумма кинетической и 
потенциальной энергий). Он не отражает тот факт, что в реальных 
системах полная энергия (сумма кинетической и потенциальной 
энергий) при движении убывает, переходя в другие виды энергии, 
например, в тепловую энергию Q , т. е. происходит диссипация 
энергии. Отсутствие для диссипативных систем (т.е. систем с 
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рассеиванием энергии) формализма, аналогичного лагранжеву 
формализму, кажется странным: при этом физический мир 
оказывается разделенным на гармоничную (с принципом 
наименьшего действия) часть и на хаотичную ("беспринципную") 
часть. 

Автор предлагает принцип экстремума полного действия, 
применимого к диссипативным системам. Полным действием 
предлагается называть определенный интеграл - функционал  

∫ ℜ=Φ 2
1

)()( t
t dtqq      (4) 

от величины 
( ))()()()( qQqPqKq −−=ℜ ,    (5) 

которую будем называть энержианом (по аналогии с лагранжианом). 
В нем )(qQ  - тепловая энергия.  Далее рассматривается 
квазиэкстремаль полного действия, имеющая вид 

( ) ( ) 0=
∂
∂

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
′∂
−∂

−
∂
−∂

q
Q

q
PK

dt
d

q
PK

.   (6) 

Функционал (4) принимает (определенное далее) экстремальное 
значение на квазиэкстремалях. Принцип экстремального полного 
действия утверждает, что квазиэкстремали этого функционала 
являются уравнениями реальных динамических процессов.  

Сразу же надо отметить, что экстремали функционала (4) 
совпадают с экстремалями функционала (1) - член, 
соответствующий )(qQ , исчезает. 

Определим экстремальное значение функционала (4, 5). Для 
этого "расщепим" (т.е. заменим) функцию )(tq  на две независимые 
функции )(tx  и )(ty , а функционалу (4) поставим в соответствие 
функционал 

∫ ℜ=Φ 2
1

),(),( 22
t
t dtyxyx ,    (7) 

который будем называть "расщепленным" полным действием. 
Функцию ),(2 yxℜ  будем называть "расщепленным" энержианом. 
Этот функционал минимизируется по функции )(tx  при 
фиксированной функции )(ty  и максимизируется по функции 

)(ty  при фиксированной функции )(tx . Минимум и максимум 
являются единственными. Таким образом, экстремум функционала 
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(7) является седловой линией, где одна группа функций ox  

минимизирует функционал, а другая oy  - максимизирует его. 
Сумма пары оптимальных значений расщепленных функций дает 
искомую функцию oo yxq += , удовлетворяющую уравнению 
квазиэкстремали (6). Другими словами, квазиэкстремаль 
функционала (4) является суммой экстремалей oo yx ,  
функционала (7), определяющих седловую точку этого 
функционала. Важно отметить, что эта точка является единственной 
экстремальной точкой – нет других седловых точек и нет других 
точек минимума или максимума. В этом заключается смысл 
выражения "экстремальное значение на квазиэкстремалях". Наше 
утверждение 1 заключается в том, что  

в каждой области физики можно найти соответствие между 
полным действием и расщепленным полным действием, а тем 
самым доказать, что полное действие принимает глобальное 
экстремальное значение на квазиэкстремалях. 

Рассмотрим правомерность этого утверждения 1 для некоторых 
областей физики.  

 
1.2. Энержиан в электротехнике 
Полное действие в электротехнике имеет вид (1.4, 1.5), где 

.)(,
2

)(,
2

)(
22

qqRqQEqSqqPqLqK ′=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

′
=   (1) 

Здесь штрих обозначает производную, q  - вектор функций-зарядов 
от времени, E  - вектор функций-напряжений от времени, L  - 
матрица индуктивностей и взаимоиндуктивностей, R  - матрица 
сопротивлений, S  - матрица обратных емкостей, а функции 

)(),(),( qQqPqK  представляют магнитную, электрическую и 
тепловую энергии соответственно. Здесь и далее векторы и матрицы 
рассматриваются в смысле векторной алгебры, при этом операции с 
ними записываются в сокращенном виде. Так, произведение 
векторов представляет собой произведение вектора-столбца на 
вектор-строку, а квадратичная форма вида, например, qqR ′  
представляет собой произведение вектора-строки q′  на квадратную 
матрицу R  и на вектор-столбец q . 
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В [22, 23] автором показано, что такое представление 
справедливо для любой электрической цепи.  

Уравнение квазиэкстремали (1.6) в этом случае принимает вид 
0=−′+′′+ EqRqLSq .     (2) 

Подставляя (1) в (1.5), запишем энержиан (1.5) в развернутом виде: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′−+−

′
=ℜ qqREqSqqLq

22
)(

22
.   (3) 

Представим расщепленный энержиан в виде 

( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

′−+−′

−′−+−′
=ℜ

yRxExSxxL

yxREySyyL
yx

22

22

2 ),( .  (4) 

При этом экстремали интеграла (1.7) по функциям )(tx  и )(ty , 
найденные по уравнению Эйлера,  примут соответственно вид: 
 0222 =−′+′′+ EyRxLSx ,     (5) 
 0222 =−′+′′+ ExRyLSy .     (6) 
Из симметрии уравнений (5, 6) следует, что оптимальные функции 

0x  и 0y , удовлетворяющие этим уравнениям, удовлетворяют также 
условию 
 00 yx = .       (7) 
Складывая уравнения (5) и (6), получаем уравнение (2), где 
 oo yxq += .      (8) 
В [22, 23]  показано, что условия (5, 6) являются необходимыми для 
существования единственной седловой линии. В [22, 23]  показано 
также, что достаточным условием для этого является 
знакоопределенность матрицы L , что выполняется в любой 
электрической цепи. 

Таким образом, утверждение 1 для электротехники доказано. 
Из этого следует также, утверждение 2: 

любой физический процесс, описываемый уравнением вида 
(2), удовлетворяет принципу экстремума общего действия. 
Заметим, что уравнение (2) является уравнением электрической 

цепи без узлов. Однако в [2, 3] показано, что к подобному виду 
можно привести уравнение любой электрической цепи (с любой 
степенью точности). 
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1.3. Энержиан в механике 
Здесь рассмотрим только один пример - прямолинейное 

движение тела массой m  под действием движущей силы f  и силы 

торможения qk ′ , где k  - известный коэффициент, q  - координата 
тела. Известно, что 

qkqmf ′+′′= .     (1) 
В этом случае кинетическая, потенциальная и тепловая энергии 
имеют соответственно вид: 

qkqqQfqqPqmqK ′=−=′= )(,)(,2)( 2 .  (2) 
Запишем энержиан (1.5) для этого случая: 

qkqfqqmq ′−+′=ℜ 2)( 2 .    (3) 
Уравнение квазиэкстремали в этом случае принимает вид (1). 
Представим расщепленный энержиан в виде 

( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

′−+′

−′−+′
=ℜ

ykxfxxm

yxkfyym
yx

2

2

2 ),( .   (4) 

Можно заметить аналогию между энержианами для электротехники 
и для этого примера, откуда следует, что утверждение 1 для этого 
примера доказано. Впрочем, это же непосредственно следует из 
утверждения 2. 

 
1.4. Математическое отступление 
Введем следующие обозначения: 

.ˆ, 0∫==′ t ydtydt
dyy      (1) 

Известна формула Эйлера-Пуассона для вариации функционала от 
функции ,...),,( yyyf ′′′  [1]. По аналогии запишем такую же 
формулу для функции  

,...),,,ˆ(..., yyyyf ′′′ :      (2) 

......var '
2

2
''

0
'
ˆ −+−+−= ′′′∫ yyy

t
y f

dt

d
f

dt
dfdtf   (3) 

В частности, если yxf ′=() , то x′−=var ; если yxf ˆ() = , то 
x̂var −= . Равенство нулю вариации (1) является необходимым 

условием экстремума функционала от функции (2). 
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1.5. Действие для мощностей 
В дальнейшем будем говорить о мощности энергии 

(кинетической, потенциальной, тепловой) как об изменении этой 
энергии в единицу времени. Будем рассматривать эти мощности, как 
функции интегральных обобщенных координат qi =ˆ  - интегралов 
i  от обобщенных координат q . Будем обозначать эти мощности 

как )(ˆ),(ˆ),(ˆ iQiPiK . Важно отметить следующее. Функции 
энергии в качестве аргументов содержат обобщенные координаты 
q  и их производные qq ′′′, . Функции мощности в качестве 

аргументов содержат интегральные обобщенные координаты i , их 
производные i′  и их интегралы î .  

Рассмотрим действие-2 для мощностей и определим его как 
определенный интеграл - функционал  

( )∫ += 2
1

)(ˆ)(ˆ)(ˆ t
t dtiPiKiS     (1) 

от суммы кинетической  и потенциальной  мощностей 
)(ˆ)(ˆ)(ˆ iPiKi +=Λ .     (2) 

и назовем эту сумму лагранжианом-2. 
Принцип наименьшего действия можно распространить и на 

действие-2, т.е. утверждать, что экстремали функционала (1) 
являются уравнениями реальных динамических процессов 
относительно интегральных обобщенных координат. Однако 
экстремали при этом должны вычисляться по формуле (4.3). 

Пример 1. Рассмотрим пример из раздела 3, для которого 
применимо уравнение (3.1) или, при отсутствии тепловых потерь, 

imf ′⋅= .      (3) 
В этом случае кинетическая и потенциальная мощности имеют 
соответственно вид: 

ifiPiimiK ⋅−=′⋅⋅= )(ˆ,)(ˆ .    (4) 
Запишем лагранжиан-2 (2) для этого случая: 

ifiimi ⋅−′⋅⋅=ℜ )(ˆ .     (5) 
Уравнение экстремали для функционала (1) в этом случае совпадает 
с уравнением (3). 

Пример 2. Рассмотрим еще пример из раздела 2, для которого 
применимо уравнение (2.2) или, при отсутствии тепловых потерь, 

0ˆ =−′+ EiLiS .      (6) 
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В этом случае кинетическая и потенциальная мощности имеют 
соответственно вид: 

iEiiSiPiiLiK ⋅−⋅⋅=′⋅⋅= ˆ)(ˆ,)(ˆ .   (7) 
Запишем лагранжиан-2 (2) для этого случая: 

iEiiSiiLi ⋅−⋅⋅+′⋅⋅=ℜ ˆ)(ˆ .    (8) 
Уравнение экстремали для функционала (1) в этом случае может 
быть получено по формуле (4.3) и совпадает с уравнением (6). 

 
1.6. Полное действие для мощностей 
В данном случае полное действие-2 является определенным 

интегралом - функционалом  

∫ ℜ=Φ 2
1

)(ˆ)(ˆ t
t dtii       (1) 

от величины 
( ))(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ iQiPiKi ++=ℜ ,    (2) 

которую будем называть энержианом-2. В этом случае 
квазиэкстремаль полного действия-2  определим как 

0
ˆˆ

2
ˆ

=
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++∂

i

KPQ

.     (3) 

Функционал (1) принимает экстремальное значение на этих 
квазиэкстремалях. Принцип экстремального полного действия-2 
утверждает, что квазиэкстремали этого функционала являются 
уравнениями реальных динамических процессов относительно 
интегральных обобщенных координат i .  

Определим экстремальное значение функционала (1, 2). Для 
этого, как и ранее, "расщепим" функцию )(ti  на две независимые 
функции )(tx  и )(ty , а функционалу (1) поставим в соответствие 
функционал 

∫ ℜ=Φ 2
1

),(ˆ),(ˆ 22
t
t dtyxyx ,    (4) 

который будем называть "расщепленным" полным действием-2. 
Функцию ),(ˆ 2 yxℜ  будем называть "расщепленным" энержианом-
2. Этот функционал минимизируется по функции )(tx  при 
фиксированной функции )(ty  и максимизируется по функции 
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)(ty  при фиксированной функции )(tx . Как и ранее, 
квазиэкстремаль (3) функционала (1) является суммой 

oo yxi +=  экстремалей oo yx ,  функционала (4), 
определяющих седловую точку этого функционала.  
 

1.7. Энержиан-2 в механике 
Как и в разделе 3 рассмотрим пример, для которого 

применимо уравнение (3.1) или 
ikimf ⋅+′⋅= .     (1) 

В этом случае кинетическая, потенциальная и тепловая мощности 
имеют соответственно вид: 

2)(ˆ,)(ˆ,)(ˆ ikqQifiPiimiK ⋅=⋅−=′⋅⋅= .  (2) 
Запишем энержиан-2 (6.2) для этого случая: 

2
2
1)(ˆ ikifiimi ⋅+⋅−′⋅⋅=ℜ .    (3) 

Уравнение квазиэкстремали в этом случае принимает вид (1). 
 
1.8. Энержиан-2 в электротехнике 
Рассмотрим электрическую цепь, уравнение которой имеет 

вид (2.2) или 
0ˆ =−⋅+′⋅+⋅ EiRiLiS .     (1) 

В такой цепи кинетическая, потенциальная и тепловая 
мощности имеют соответственно вид: 

.)(ˆ,ˆ)(ˆ,)(ˆ 2iRiQiEiiSiPiiLiK ⋅=⋅−⋅⋅=′⋅⋅=  (2) 
Запишем энержиан-2 (6.2) для этого случая: 

.
2
1ˆ)(ˆ 2iRiEiiSiiLi ⋅+⋅−⋅⋅+′⋅⋅=ℜ    (3) 

Уравнение квазиэкстремали в этом случае принимает вид (1). 
 
Представим теперь расщепленный энержиан-2 в виде 

( ) ( )
( ) ( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−+

+′−′+−
=ℜ

yxEyxR

yxyxLyxyxS
yx 222

ˆˆ
),(ˆ .  (4) 

При этом экстремали интеграла (6.4) по функциям )(tx  и )(ty , 
найденные по уравнению (4.3),  примут соответственно вид: 
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 022ˆ2 =−+′+ ERxyLyS ,     (5) 
 022ˆ2 =−+′+ ERyxLxS .     (6) 
Из симметрии уравнений (5, 6) следует, что оптимальные функции 

0x  и 0y , удовлетворяющие этим уравнениям, удовлетворяют также 
условию  
 00 yx = .       (7) 
Складывая уравнения (5) и (6), получаем уравнение (1), где 
 oo yxq += .      (8) 
Следовательно, уравнение (1) является необходимым условием 
существования седловой линии. В [22, 23]  показано, что 
достаточным условием для существования единственной седловой 
линии является знакоопределенность матрицы L , что выполняется 
в любой электрической цепи. 

 
1.9. Энержиан-2 в электродинамике 
Предложенный метод автор применил также к 

электродинамике [22, 23, 38]. 
 

1.10. Заключение 
Функционалы (1.7) и (6.4) имеет глобальную седловую линию 

и поэтому для расчета физических систем с таким функционалом 
можно применить метод градиентного спуска к седловой точке. 
Поскольку глобальный экстремум существует, то и решение 
существует всегда. Далее предложенный метод применяется к 
гидродинамике. 
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Глава 2. Принцип экстремума 

полного действия для 
гидродинамики 

 
 

2.1. Уравнения гидродинамики для вязкой несжимаемой 
жидкости 
Уравнения гидродинамики для вязкой несжимаемой жидкости 

имеют следующий вид [2]: 
0)(div =v ,       (1) 

( ) 0=−∇⋅+∆−∇+
∂
∂ Fvvvp

t
v ρρµρ ,  (2) 

где 
const=ρ  - постоянная плотность, 

µ  - коэффициент внутреннего трения, 
p  - неизвестное давление, 

[ ]zyx vvvv ,,=  - неизвестная скорость, вектор, 

[ ]zyx FFFF ,,=  - известная массовая сила, вектор, 

tzyx ,,,  - пространственные координаты и время. 

Напоминание обозначений ( )vvvp ∇⋅∆∇ ,,  приведено ниже в 
приложении 1. Далее буквой "р" будут обозначаться формулы, 
приведенные в этом приложении. 

 
2.2. Баланс мощности 
Умов [1] рассмотрел для жидкости условие баланса удельных 

(по объему) мощностей в потоке жидкости. Для невязкой и 
несжимаемой жидкости это условие имеет вид (см. (56) в [1] и 
приложении 2) 

0),()()( 451 =++ vpPvPvP ,    (3) 
а для вязкой и несжимаемой жидкости  - вид (см. (80) в [1] и 
приложение 2) 
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0),()()( 251 =++ vpPvPvP ,    (4) 
где  

t
WP
∂

∂
=

2
1 2

ρ ,       (5) 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=

dz
dp

dy
dp

dx
dpv

dz
dp

dy
dp

dx
dp

v

dz
dp

dy
dp

dx
dpv

P

zzyzxz
z

yzyyxy
y

xzxyxx
x

2    (6) 

pvP ∇⋅=4 ,      (7) 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

dz
dWv

dy
dWv

dx
dWvP zyx

222
5 2

1 ρ ,   (8) 

где 

( )2222
zyx vvvW ++=      (9) 

xyp  и т.п. – напряжения (см. (р24) в приложении 1). 

Здесь 1P  - мощность изменения кинетической энергии, 4P  - 
мощность изменения работы давлений, 5P  - мощность изменения 
энергии при изменении направления потока, а величина 

),()(),( 457 vpPvPvpP +=             (10) 
является, как показано Умовым, мощностью изменения потока 
энергии через заданный объем жидкости – ср. (56) и (58) в [1] и 
приложении 2. В [2] показано, что для несжимаемой жидкости 
выполняется равенство  
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vp

dz
dp

dy
dp

dx
dp

dz
dp

dy
dp

dx
dp

dz
dp

dy
dp

dx
dp

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

∆⋅−∇=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

µ .           (11) 

Это следует из (р24). Отсюда следует, что 
( )vpvP ∆⋅−∇= µ2              (12) 

или, с учетом (6), 

342 PPP −=               (13) 
где 

vvP ∆⋅⋅= µ3               (14) 
- мощность изменения потерь энергии на внутреннее трение при 
движении. Поэтому  перепишем (4) в виде 

0)(),()()( 3451 =−++ vPvpPvPvP ,           (15) 
Дополним еще условие (15) мощностью массовых сил  

FvP ρ=6 .                (16) 
Тогда для вязкой несжимаемой жидкости окончательно получим 
условие баланса мощностей в виде 

0)()(),()()( 63451 =−−++ vPvPvpPvPvP .          (17) 
Учитывая условие (1) и формулу (р1а) перепишем (7) в виде 

( )pvP ⋅= div4 ,              (18) 
Учитывая (р9а), условие (1) и формулу (р1а) перепишем (8) в виде 

( )2
5 div WvP ⋅= .              (19) 

Из (18, 19) и формулы Остроградского (р28) находим: 
( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅⋅=⋅=

S
nS

VV

dSvpdVpvdVP div4 ,         (20) 

( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅⋅=⋅=
S

n
VV

dSvWdVWvdVP 22
5 div         (20а) 

или, с учетом (р15), 
( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ ⋅⋅=⋅=

S
n

VV

dSvWdVvGvdVP 2
5 )( .         (21) 
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Возвращаясь снова к определениям мощностей (7, 8), отсюда 
получаем: 

( ) ∫∫∫∫∫ ⋅⋅=∇⋅
S

nS
V

dSvpdVpv ,          (21а) 

( )( ) ∫∫∫∫∫ ⋅⋅=∇⋅
S

n
V

dSvWdVWv 22          (21в) 

или 

( ) ∫∫∫∫∫ ⋅⋅=⋅
S

n
V

dSvWdVvGv 2)( .         (21с) 

 
2.3. Энержиан и квазиэкстремаль 
Для дальнейшего объединим неизвестные функции в вектор 

вида 
[ ] [ ]zyx vvvpvpq ,,,, ==  .            (22) 

Этот вектор и все его компоненты являются функциями от 
),,,( tzyx . Рассматривается поток жидкости в объеме V . Полное 

действие-2 в гидродинамике представим в виде 

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
ℜ=Φ

T

V
dtdVtzyxq

0
),,,(( ,           (23) 

Имея в виду (17) и определение энержиана-2, запишем энержиан-2 в 
следующем виде: 

)()()()(
2
1)()( 65431 vPvPqPvPvPq −++−=ℜ .         (24) 

Ниже в приложении 1 показано – см. (р8, р15, р18): 

dt
dvvP ⋅= ρ1 ,             (25) 

),(5 vGvP ⋅⋅= ρ              (26) 
где 

( )vvvG ∇⋅=)( .             (27) 
С учетом этого перепишем энержиан (24) в развернутом виде: 

( ) FvvGvpvvv
dt
dvvq ρρµρ −⋅⋅+⋅+∆⋅⋅−⋅=ℜ )(div

2
1)( . (28) 
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Далее будем обозначать производную, вычисляемую по 

формуле Остроградского (р23), символом 
v
o
∂
∂

, в отличие от 

обычной частной производной 
v∂
∂

.  Учитывая (р19),  получаем 

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
∂
∂

∇⋅=
∂
∂

∇
=

∂
∂

∆⋅=
∂
∂

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

.

;)(,;
)(
)(div

;;,

6

54

31

FvP
v

vvvGvP
vp

v
qP

q

vvP
vdt

dv
dt
dvvP

v

o

o

ρ

ρ

µρ

          (29) 

В соответствии с главой 1 запишем квазиэкстремаль в следующем 
виде: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
.0

)(,

2
1,

65

431
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

−
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

vP
v

vGvP
v

qP
q

vP
vdt

dvvP
v

o

o
           (30) 

Из (29) следует, что квазиэкстремаль (30) после 
дифференцирования совпадает с уравнениями (1, 2). 

 
2.4. Расщепленный энержиан-2 
Рассмотрим расщепленные функции (22) в виде 

[ ] [ ]zyx vvvpvpq ′′′′=′′=′ ,,,, ,           (31) 

[ ] [ ]zyx vvvpvpq ′′′′′′′′=′′′′=′′ ,,,, .           (32) 
Представим расщепленный энержиан с учетом формулы (р18) в 
виде 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

′′−′⋅−′′′−′′′⋅
+′⋅′′−′′⋅′+

′′∆′′−′∆′⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′′−
′′

′⋅

=′′′ℜ
vvFvGvvGv

pvpv

vvvv
dt
vdv

dt
vdv

qq
ρρ

µρ

)()(
divdiv2),(2 . (33) 
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Функционалу (23) поставим в соответствие функционал 
расщепленного полного действия 

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′ℜ=Φ
T

V
dtdVqq

0
22 ),( ,           (34) 

По формуле Остроградского (р23) найдем вариации функционала 
(34) от функций q′ . При этом учтем полученные в приложении 1 
формулы (р22). Тогда имеем: 

p
o b
p ′=
′∂
ℜ∂ 2 ,              (35) 

v
o b
v ′=
′∂
ℜ∂ 2 ,              (36) 

)(div2 vbp ′′=′ ,             (37) 

( )

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′′∂′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′′∂′′⋅+

′′∇+′∆⋅−
′′

⋅
=′

F
X
vvG

X
vvG

pv
dt
vd

bv
ρρ

µρ

,,2

222
.         (38) 

Итак, вектор  
[ ]vp bbb ′′=′ ,              (39) 

является вариацией функционала (34), а условие 
[ ] 0, ==′ ′′ vp bbb              (40) 

является необходимым для существования экстремальной линии. 
Аналогично, 

[ ] 0, ==′′ ′′′′ vp bbb              (41) 
Уравнения (40, 41) являются необходимыми условиями для 
существования седловой линии. Из симметрии этих уравнений 
следует, что оптимальные функции 0q′  и 0q ′′ , удовлетворяющие 
этим уравнениям, удовлетворяют также условию 

00 qq ′′=′ .               (42) 
Вычитая попарно уравнения (40, 41) с учетом (37, 38), получаем 

0)(2div =′′+′ vv ,               (43) 
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( )
0

,,,,2

22)(2)(2
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′∂′′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′∂′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′′∂′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′′∂′′⋅+

⋅−′′+′∇+′′+′∆⋅−
′′+′

⋅

X
vvG

X
vvG

X
vvG

X
vvG

Fppvv
dt

vvd

ρ

ρµρ
.   (44) 

При vv ′′=′  в соответствии с (р14а) имеем: 

( ) ( ) ( )vvG
X
vvGvG

X
vvGvG ′′+′=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′∂′′+′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
′′∂′+′′ ,,      (45) 

Учитывая (45, 27) и сокращая (43, 44) на 2, получаем уравнения (1, 2), 
где 

oo qqq ′′+′=               (46) 
- см. (22, 31, 32), т.е. уравнения экстремальной линии являются 
уравнениями Навье-Стокса. 

 
2.5. О достаточных условиях экстремума 
Перепишем функционал (34) в виде 

∫ ∫ ∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′ℜ=Φ
T

z y x
dtdzdydxqq

0
22 ),( ,         (47) 

где векторы qq ′′′, определенны по (31, 32), ( )tzyxX ,,,=  – вектор 
независимых переменных. Далее будем варьировать только 
функции ( ) [ ])(),( XvXpXq ′′=′ .  

Вектор b , определенный по (39), является вариацией 
функционала 2Φ  по функции q′  и зависит от функции q′ , т.е. 

( )qbb ′= . Здесь функция q ′′  фиксирована.  
Пусть S  – экстремаль и, следовательно, в ней градиент 0=sb . 

Для выяснения характера этого экстремума исследуем знак 
приращения функционала 

( ) ( )CS 222 Φ−Φ=Φδ ,             (48) 
где С – линия сравнения, в которой 0≠= сbb . Пусть значения 
вектора q′  на линиях S  и С отличаются на  

baqqqqq SSC ⋅=′=′−′=′−′ δ ,            (49) 
где b  - вариация на линии С, а – известное число. Итак, 
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.
v

p

S

S
S b

b
a

v
p

baqq +
′
′

=⋅+′=′             (50) 

где vp bb ,  определяются по (35, 36) соответственно и не зависят 

от q′ .  Если  
Aa ⋅=Φ2δ ,               (51) 

где A  - знакопостоянная величина в окрестности экстремали 
0=sb , то эта экстремаль является достаточным условием 

экстремума. Если, кроме того, A  - знакопостоянная величина во 
всей области определения функции q′ , то эта экстремаль 
определяет глобальный экстремум.  

Из (48) находим 
( ) ( ) ( ) ( )qqCS S ′ℜ−′ℜ=ℜ−ℜ=ℜ 22222δ ,         (52) 

или, с учетом (33, 50), 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

′′−+′⋅−
+′′′−′′+′⋅+

+′∇⋅′′−′′∇⋅+′+

′′∆′′−+′∆+′⋅−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′′−

′′
+′⋅−

=ℜ

vabvF
abvGvvGabv

abpvpabv
vvabvabv

dt
abvdv

dt
vdabv

vs

vsvs

psvs

vsvs

vs
vs

ρ
ρ

µ

ρ

δ

)(2

22                (53) 

Учитывая (р21), получаем: 
( ) ( )[ ] )(,,)()( 2

21 vvsvssvs bGabvGbvGavGabvG +′+′+′=+′ .    (54) 
При этом (53) преобразуется к виду 

2
2221202 aa ℜ+ℜ+ℜ=ℜδ ,          (55) 

где 222120 ,, ℜℜℜ  – не зависящие от а функции вида 
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( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

′′−′⋅−′′′−′′′⋅+

′∇⋅′′−′′∇′+′′∆′′−′∆′⋅−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′′−
′′

′⋅

=ℜ
vvFvGvvGv

pvpvvvvv
dt
vdv
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vdv

sss

ssss

s
s

ρρ
µ

ρ

)(2
220 ,     (56) 

( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⋅⋅−′+′′′−′′

+∇⋅′′−′′∇⋅+

∆′+′∆⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−

′′
⋅

=ℜ

vvsvsv

pv

vssv
v

v

bFbvGbvGvvGb

bvpb

bvvb
dt

dbv
dt
vdb

ρρ

µρ

,,)(2

2

21

21 ,   (57) 

)(2)(22 vvv bGvbb ′′−∆−=ℜ ρµ .           (58) 
Найдем теперь 

( )
222

2
2

ℜ=
∂

ℜ∂

a
δ

              (59) 

Эта функция зависит от q′ . Для доказательства того, что 
необходимое условие (40) является также и достаточным условием 
глобального экстремума функционала (47) по функции q′ , 
необходимо доказать, что величина интеграла 

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′∂ℜ=
∂

Φ∂ T

V
dtdVqq

a 0
22

2
2

),(            (60) 

или, что одно и то же,  интеграла 

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
ℜ=

∂

Φ∂ T

V
dtdV

a 0
222

2
2

            (61) 

знакопостоянна. Аналогично, для доказательства того, что 
необходимое условие (41) является также и достаточным условием 
глобального экстремума функционала (47) по функции q ′′ , 
необходимо доказать, что величина интеграла, аналогичного (60), 
знакопостоянна. 

Уточним понятия и будем говорить, что уравнения Навье-
Стокса имеют глобальное решение, если для них существует 
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единственное ненулевое решение в данной области существования 
жидкости.  

В вышеприведенных интегралах не рассматривался поток 
энергии через границы области. Поэтому вышеизложенное можно 
сформулировать в виде следующей леммы. 

Лемма 1. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 
имеют глобальное решение в неограниченной области, если 
величина интеграла (61, 58)  знакопостоянна при любой скорости 
течения. 

 
2.6. Краевые условия 
Краевые условия определяют поток энергии через границы и, 

вообще говоря, могут изменить уравнение баланса мощности. 
Рассмотрим частные случаи границ. 

 
2.6.1. Абсолютно твердые и непроницаемые стенки 
Если скорость имеет нормальную к стенке составляющую, то 

стенка получает от жидкости энергию и полностью возвращает ее в 
жидкость (изменяя направление скорости). Тангенциальная 
составляющая скорости равна нулю (эффект прилипания). 
Следовательно, такие стенки не изменяют энергию системы. 
Однако отраженная от стенок энергия создает внутренний поток 
энергии, циркулирующий между стенками. Таким образом, в этом 
случае все вышеприведенные формулы остаются без изменения, но 
условия на стенках (непроницаемость, прилипание) не должны 
формулироваться явно – они появляются в результате решения 
задачи при интегрировании в ограниченной стенками области. Тут 
справедлива 

Лемма 2. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 
имеют глобальное решение в области, ограниченной абсолютно 
твердыми и непроницаемые стенками, если величина интеграла (61, 
58)  знакопостоянна при любой скорости течения. 

 
2.6.2. Системы с определенным внешним давлением 
При наличии внешнего давления условие баланса мощностей 

(17) дополняется еще одним слагаемым – мощностью работы сил 
давления 

ns vpP ⋅=8 ,              (62) 
где 

sp  - внешнее давление, 
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S  - поверхность, где определено давление, 

nv  - нормальная составляющая скорости потока, входящего в 

поверхность S . 
В этом случае полное действие представляется в виде 

∫ ∫∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ℜ=Φ
T

SV
dtdVtzyxqPdVtzyxq

0
8 ),,,((),,,(( .     (63) 

Для удобства изложения рассмотрим функцию Q , 
определенную на области существования течения и принимающую 
нулевое значение на всех точках этой области, кроме точек, 
принадлежащих поверхности S . Тогда (63) можно переписать в 
виде 

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ℜ=Φ
T

V
dtdVtzyxq

0
),,,((ˆ ,           (64) 

где энержиан 
)()()(ˆ 8 nvPQqq ⋅+ℜ=ℜ .            (65) 

Можно заметить, что здесь последнее слагаемое идентично 
мощности массовых сил в том смысле, что и то, и другое зависит 
только от скорости. Поэтому все предыдущие формулы можно 
распространить и на этот случай, выполнив в них замену 

ρspQFF ⋅+⇒ .            (66) 
Следовательно, тут справедлива 

Лемма 3. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 
имеют глобальное решение в области, ограниченной 
поверхностями с определенным давлением, если величина 
интеграла (61, 58)  знакопостоянна при любой скорости течения. 

Такой поверхностью может быть свободная поверхность или 
поверхность, где давление определено условиями задачи (например, 
заданным давлением в сечении трубы). 

Заметим еще, что давление sp  может быть включено в 
функционал полного действия формально, без привлечения 
физических обоснований. Действительно, при наличии внешнего 
давления появляется дополнительное ограничение (21а). В [4] 
показано, что такая задача поиска экстремума некоторого 
функционала при интегральных ограничениях (определенных 
интегралах фиксированной величины) эквивалентна поиску 
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экстремума суммы данного функционала и интегрального 
ограничения. Точнее, в нашем случае надо искать экстремум 
функционала  

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
ℜ=Φ

T

V
dtdVtzyxq

0
)),,,((ˆ ,           (67) 

( )⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+∇⋅⋅
+ℜ

=ℜ
ns vpQpv

tzyxq
tzyxq

-
)),,,((

),,,((ˆ
λ

,         (68) 

где λ  – неизвестный скалярный множитель. Он определяется при 
известных начальных условиях [4]. При 1=λ  после приведения 
подобных энержиан (68) снова принимает вид (65), что и 
требовалось показать. 
 

2.6.3. Системы с генерирующими поверхностями 
В гидродинамике часто используется представление о 

некоторой поверхности, через которую в данный объем жидкости 
поступает поток с неизменной скоростью, т.е. скоростью, которая 
НЕ зависит от процессов, протекающих в данном объеме. Энергия, 
поступающая в данный объем с этим потоком, очевидно, 
пропорциональна квадрату модуля скорости и постоянна. Будем 
называть такую поверхность генерирующей поверхностью. 
(Заметим, что это к какой-то мере аналогично источнику 
стабилизированного постоянного тока, величина которого не 
зависит от сопротивления электрической цепи.)  

При наличии генерирующей поверхности условие баланса 
мощностей (17) дополняется еще одним слагаемым – мощностью 
потока с постоянным квадратом модуля скорости 

ns vWP ⋅= 2
9 ,             (69) 

где 

sW  - квадрат модуля скорости входного потока, 
S  - поверхность, где определено давление, 

nv  - нормальная составляющая скорости потока, входящего в 

поверхность S . 
Можно заметить формальную аналогию между sW  и sp . 

Поэтому и здесь можно рассматривать функционал (64), где 
энержиан 
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)()()(ˆ 9 nvPQqq ⋅+ℜ=ℜ ,             (70) 
а затем выполнить замену 

ρ2
sWQFF ⋅+⇒ .              (71) 

Следовательно, и тут справедлива 
Лемма 4. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 

имеют глобальное решение в области, ограниченной 
генерирующей поверхностью с определенным давлением, если 
величина интеграла (61, 58) знакопостоянна при любой скорости 
течения. 

Заметим еще, что sW  давление sp  может быть включено в 
функционал полного действия формально, без привлечения 
физических обоснований (аналогично давлению sp ). 
Действительно, при наличии внешнего давления появляется 
дополнительное ограничение (21с). Включая это интегральное 
ограничение в задачу поиска экстремума функционала  (23), вновь 
получаем энержиан (70). 

 
2.6.4. Замкнутые системы 
Назовем систему замкнутой, если она ограничена 

o абсолютно твердые и непроницаемые стенки, 
o поверхностями с определенным внешним давлением, 
o генерирующими поверхностями или 
o ничем не ограничена. 

В последнем случае систему будем называть абсолютно 
замкнутой. Такой случай возможен. Например, локальные массовые 
силы в безбрежном океане создают такую систему и ниже будет 
рассмотрен соответствующий пример. Возможен также случай, 
когда система ограничена стенками, с которыми жидкость не 
обменивается энергией. Например, поток в бесконечной трубе под 
действием осевых массовых сил. Ниже также будет рассмотрен 
соответствующий пример. 

Как следствие лемм 1-4 справедлива  
Теорема 1. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой 

жидкости имеют глобальное решение в данной области, если 
o область существования жидкости является замкнутой, 
o величина интеграла (61, 58) знакопостоянна при любой 

скорости течения. 
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Свободная поверхность, находящаяся под определенным 
давлением, также может быть границей замкнутой системы. Однако 
границы этой поверхности изменчивы, а интегрировать необходимо 
в пределах объема жидкости. Известно, что поток вещества через 
некоторую поверхность S  определяется как 

Θ⋅⋅= ∫∫ dvw
S

S )(divρ .            (72) 

Таким образом, краевые условия в виде свободной поверхности 
учитываются тем, что при решении задачи область интегрирования 
берется в изменяющихся границах свободной поверхности. 

 
Выше было указано, что мощность изменения потока энергии 

определяется по (10). В абсолютно замкнутой системе эта мощность 
равна нулю. Следовательно, для такой системы энержиан (24) или 
(28) превращается соответственно в энержиан 

)()()()( 631 vPvPvPq −+=ℜ ,             (73) 

Fvvv
dt
dvvq ρµρ −∆⋅⋅+⋅=ℜ )( .            (74) 

Для таких систем уравнения Навье-Стокса принимают вид (1) и  

0=−∆−
∂
∂ Fv

t
v ρµρ ,            (75) 

Ниже будут приведены примеры таких систем. 
 

2.7. Модифицированные уравнения Навье-Стокса 
Из (р19а) находим, что 

( ) ( ) 22Wvv ∆=⋅∇⋅ .            (76) 
Подставляя (76) в (2), получаем 

( ) 0
2

2 =−∇+∆−∇+
∂
∂ FWvp

t
v ρρµρ .         (77) 

Рассмотрим величину 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2
WpD ρ

,            (78) 

которую будем называть квазидавлением. Тогда (77) примет вид 

0=⋅−∇+∆⋅−
∂
∂ FDv

t
v ρµρ .          (79) 
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Систему уравнений (1, 79) будем называть модифицированными 
уравнениями Навье-Стокса. Решением этой системы являются 
функции Dv, , а давление может быть определено по (9, 78). 
Можно заметить, что уравнение (79) намного проще уравнения (2). 

Сказанное можно сформулировать в виде следующей леммы. 
Лемма 5. Если данная область несжимаемой жидкости 

описывается уравнениями Навье-Стокса, то она описывается и 
модифицированными уравнениями Навье-Стокса, причем решения 
этих уравнений совпадают. 

 
Отвлекаясь от физики, замечаем, что с математической точки 

зрения уравнение (79) является частным случаем уравнения (2), и 
поэтому все предыдущие рассуждения можно повторить для 
модифицированных уравнений Навье-Стокса. Проделаем это. 

Функционал расщепленного полного действия (34) содержит 
модифицированный расщепленный энержиан 

( )

( ) ( )( ) ( )⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

′′−′⋅−′⋅′′−′′⋅′+

′′∆′′−′∆′⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′′−
′′

′⋅−
=′′′ℜ

vvFDvDv

vvvv
dt
vdv

dt
vdv

qq
ρ

µρ

divdiv
),(2 .      (80) 

- см. (33). Градиент этого функционала по функции q′  имеет вид 
(37) и  

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅−′′∇+′∆⋅−

′′
⋅=′ FDv

dt
vdbv ρµρ 222 .          (81) 

- см. (38). Слагаемые, входящие в уравнение (55), принимают вид 

( )( )

( ) ( )( ) ⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅⋅−∇⋅′′−′′∇⋅+

∆′+′∆⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−

′′
⋅−

=ℜ

vpv

vssv
v

v

bFbvDb

bvvb
dt
dbv

dt
vdb

ρ

µρ

2
21 ,         (82) 

)(22 vv bb ∆−=ℜ µ .             (83) 
Таким образом, для модифицированных уравнений Навье-

Стокса можно по аналогии с теоремой 1 сформулировать 
следующую теорему. 

Теорема 2. Модифицированные уравнения Навье-Стокса для 
несжимаемой жидкости имеют глобальное решение в данной 
области, если 

o область существования жидкости является замкнутой, 
o величина интеграла (61, 83) знакопостоянна при любой 

скорости течения. 



 34 

Лемма 6. Интеграл (61, 83) всегда имеет положительное 
значение. 

Доказательство. Рассмотрим интеграл  

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∆⋅=
T

V
dtdVvvJ

0
)(µ              (84) 

Он выражает тепловую энергию, выделяемую жидкостью в 
результате внутреннего трения. Эта энергия положительна вне 
зависимости от того, какова функция вектора скорости от 
координат. Более строгое доказательство этого утверждения дано в 
приложении 3. Следовательно, интеграл (84) имеет положительное 
значение при любой скорости. Подставляя в (84) vbv = , получаем 
интеграл  (61, 83), который всегда имеет положительное значение, 
что требовалось показать. 

Следствием лемм 5, 6 и теоремы 2 является следующая теорема. 
Теорема 3. Уравнения Навье-Стокса для несжимаемой 

жидкости имеют глобальное решение в замкнутой области. 
Решение уравнений (1, 79) позволяет найти скорости. 

Вычисление давлений внутри замкнутой области при известных 
скоростях выполняется по уравнению (78) или 

( ) 0=∇⋅+∇ vvp ρ .              (85) 
2.8. Выводы 
1. Среди рассчитываемых объемов потока жидкости можно 

выделить замкнутые объемы потока жидкости, которые не 
обмениваются потоком с соседними объемами – т.н. замкнутые 
системы. 

2. Замкнутые системы ограниченны 
o непроницаемыми стенками, 
o поверхностями, находящимися под известным 

давлением и, в т.ч., свободными поверхностями, 
o т.н. генерирующими поверхностями, через которые 

поток проходит с известной скоростью. 
3. Можно утверждать, что системы, описываемые уравнениями 

Навье-Стокса и имеющие определенные граничные условия 
(давления или скорости) на всех границах, являются замкнутыми. 

4. Для замкнутых систем глобальное решение 
модифицированных уравнений Навье-Стокса всегда существует. 

5. Решение уравнений Навье-Стокса всегда может быть найдено 
из решения модифицированных уравнений Навье-Стокса. 
Следовательно, для замкнутых систем глобальное решение 
уравнений Навье-Стокса всегда существует. 
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Глава 3. Вычислительный 

алгоритм 
 

 
Метод решения уравнений гидродинамики при известном 

функционале, имеющем глобальную седловую линию, основан на 
следующем [22, 23]. Для данного функционала от двух функций 

21, qq  формируются еще два вторичных функционала от этих же 

функций 21, qq . Каждый из вторичных функционалов имеет 
глобальную седловую линию. Поиск экстремума основного 
функционала заменяется на поиск экстремума двух вторичных 
функционалов, причем движение по градиентам этих 
функционалов выполняется одновременно. Для реализации этого 
метода в общем случае требуется использовать операционное 
исчисление [22, 23]. Однако в частных случаях алгоритм 
существенно упрощается.  

Другая сложность вызвана тем, что в процессе вычислений 
необходимо интегрировать по всей области течения. Однако иногда 
эта область бесконечна и полное интегрирование невозможно. Тем 
не менее, и для бесконечной области решение возможно, если 
скорость потока затухает. 

Далее мы рассмотрим только некоторые частные случаи. 
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Глава 5. Стационарные задачи 
 

 
Отметим, что в стационарном режиме уравнения (2.1, 2.2) 

принимают вид 

( ) .
0

,0)(div

⎩
⎨
⎧

=−∇⋅+∆−∇
=

Fvvvp
v

ρρµ
.   (1) 

Модифицированные уравнения (1, 79) в стационарном режиме 
принимают вид 

⎩
⎨
⎧

=⋅−∇+∆⋅−
=

.0
,0)(div

FDv
v

ρµ
.              (2) 

В приложении 6 рассмотрен дискретный вариант 
модифицированных уравнений Навье-Стокса для стационарных 
систем (2). Там показано, что для стационарных замкнутых систем 
решение модифицированных уравнений Навье-Стокса сводится к 
поиску минимума квадратичного функционала (а не седловой 
точки, как в общем случае). После решения этих уравнений 
давление вычисляется по уравнению (2.78), т.е. 

2
2

WDp ρ
−= .              (3) 

или 
( ) 0=∇⋅−∇=∇ vvDp ρ             (4) 

Уравнение (75) для абсолютно замкнутых систем в 
стационарном режиме принимает вид  

0=−∆− Fv ρµ .              (5) 
Решение этого уравнения подробно рассмотрено в приложении 4. 
После его решения давления вычисляются по уравнению (4) 
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Глава 6. Динамические задачи 
 
 
6.1. Абсолютно замкнутые системы 
Рассмотрим уравнение (2.75) для абсолютно замкнутых систем  

и перепишем его в виде 

0=−∆−
∂
∂ Fv

t
v η       (1) 

где 

ρ
µη = .       (2) 

Полагая, что время имеет дискретность dt , перепишем (1) в 
виде 

01 =−∆−
− −

nn
nn Fv

dt
vv η ,    (3) 

где ,...3,2,1=n  – номер момента времени. Запишем (3) в виде 

01 =−∆⋅− nn
n Fv

dt
v η .     (4) 

где 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += −

dt
vFF n

nn
1

1 .     (5) 

При известной скорости 1−nv  скорость nv  определяется по (4). 
Решение этого уравнения аналогично решению стационарной 
задачи – см. приложение 4. В целом алгоритм решения 
динамической задачи для замкнутой системы принимает следующий 
вид 
 

Алгоритм 1 
1. Известно 1−nv  и nF . 
2. Вычисляется nv  по (4, 5). 
3. Проверяется норма отклонения 
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t
v

t
v nn

∂
∂

−
∂
∂

= −1 ε       (6) 

и, если она не превышает заданной величины, расчет 
заканчивается. В противном случае выполняется присвоение  

nn vv ⇐−1       (7) 
и выполняется переход к п. 1. 

 
Пример 1. Пусть массовые силы в некоторый момент 

мгновенно принимают определенное значение – происходит скачок 
массовых сил. Тогда в начальный момент скорость 0=ov  и в 

первой итерации принимаем 01 =−nv . Далее вычисляем в 
соответствии с приведенным выше алгоритмом 1. 

 
6.2. Замкнутые системы с переменными массовыми 
силами и внешними давлениями 
Рассмотрим модифицированные уравнения (1, 79) в том случае, 

когда массовые силы являются синусоидальными функциями 
времени с круговой частотой ω . В этом случае уравнения (1, 79) 
принимают вид уравнений с комплексными переменными: 

⎩
⎨
⎧

=⋅−∇+∆⋅−⋅⋅⋅
=

,0
,0)(div

FDvvj
v

ρµρω
.            (8) 

где j  - мнимая единица. 
В приложении 6 рассмотрен дискретный вариант таких 

уравнений. Там показано, что их решение сводится к поиску 
седловой точки некоторой функции комплексных переменных. 
После решения этих уравнений давление вычисляется по 
уравнению (4). 



 39 

Глава 7. Пример: расчет 
миксера 

 
 
7.1. Постановка задачи 
Рассмотрим миксер, у которого лопатки выполнены в виде 

мелкоячеистой сетки и расположены достаточно часто. Тогда силы 
давления лопаток на жидкость можно отождествить с массовыми 
силами.  

Массовые силы могут иметь ограниченную область действия 
Θ  (меньшую объема жидкости). Это означает только, что вне этой 
области массовые силы равны нулю. Кроме того, эти силы могут 
быть функцией скорости, координат и времени. Рассмотрим 
некоторые случаи. Например, лопатки миксера действуют на 
некоторый объем жидкости Θ  и сила mF , приложенная к 
лопаткам, передается элементам жидкости.  Массовая сила F  может 
быть определена по 

( ) Θ+∆⋅= ∫∫
Θ

dFvFm ρµ . 

Предположим еще, что миксер достаточно длинный и поэтому 
в середине миксера задачу расчета поля скоростей можно 
рассматривать, как двумерную задачу. Рассмотрим сначала 
конструкцию без стенок. В такой задаче отсутствуют ограничения и 
поэтому система является замкнутой (в определенном выше смысле). 
Применим для ее расчета метод, описанный в главе 5 

Пусть массовые силы, создаваемые лопатками миксера и 
действующие по окружности с центром в начале координат, имеют 
вид 

( ) ( )2aReRF −−= σ ,     (1) 
где 

R  - расстояние от текущей точки до оси вращения, 

a,σ  - некоторые константы. 
Функция (1) представлена на фиг. 1, а на фиг. 2 показан градиент 
сил (1). 
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7.2. Полярные координаты 
Если массовые силы являются плоскими и не зависят от угла, то 

уравнения Навье-Стокса приобретают вид [2]: 

012
=

∂
∂

+
r
p

r
v

ρ
,      (2) 

01
22

2
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

+
∂

∂
+

r
v

r
v

rr
vF µρ .   (3) 

Интересно отметить, что в этой системе уравнение для расчета 
давления через скорость выделено из основного уравнения. 
Физически это объясняется тем, что данная система является 
абсолютно замкнутой (в определенном выше смысле). Это 
подтверждает наше утверждение о том, что расчет скоростей и 
расчет давлений в абсолютно замкнутой системе могут быть 
разделены. Условие непрерывности в этой системе также 
отсутствует, что также соответствует нашему утверждению для 
абсолютно замкнутой системы. 

Итак, поскольку давление в этом случае не входит в уравнение 
(3), оно может решаться независимо, а давление может быть 
найдено потом непосредственным интегрированием уравнения (2). 
Однако уравнение (3) не может быть решено непосредственным 
интегрированием. Действительно, в зависимости от направления 
интегрирования (от бесконечности к нулю или наоборот) 
результаты получаются разными. При интегрировании "от нуля" 
результат зависит от начальных значений скорости и ее 
производной, которые не определены условиями задачи. 

Тем не менее, должно существовать единственное решение и 
оно может быть получено предлагаемым методом. Для этого 
целесообразно перейти к декартовым координатам. 
 

7.3. Декартовы координаты 
Проекции сил (1) на оси координат имеют вид 

( ) ( )2, aR
x e

R
yyxF −−= σ

,            (4а) 

( ) ( )2, aR
y e

R
xyxF −−−= σ

.            (4в) 
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Уравнение для данной абсолютно замкнутой стационарной системы 
имеет вид 

0=+∆⋅ Fv ρµ ,      (5) 
Для решения уравнения (5) воспользуемся методом, описанным в 
главе 5. Этот метод реализован в программе testPostokPuas22 
(mode=1), которая строит следующие графики: 

1. функцию логарифма относительной ошибки 

 ( ) ( ) dxdyFdxdyFv
yxyx
∫∫∫∫ +∆⋅=
,

2

,

2
1 ρρµε   (7) 

 – невязки уравнения (5) в зависимости от номера итерации – 
см. первое окно на фиг. 3; 

2. функцию логарифма относительной ошибки 

( ) dxdy
dy

dv
dx
dvdxdyv

yx

yx

yx
∫∫∫∫ ⋅⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

,

222

,
2 )(divε (8) 

- невязки в условии непрерывности в зависимости от номера 
итерации – см. второе окно на фиг. 3; заметим, что эта 
ошибка является методической – вызвана ограниченностью 
поверхности плоскости интегрирования и уменьшается с 
увеличением поверхности; 

3. функцию скорости Rv  (на последней итерации) в 
зависимости от радиуса – см. третье окно на фиг. 3; таким 
образом, на этом рисунке показано решение задачи; 

4. функцию силы Fρ  и функцию лагранжиана v∆⋅µ  в 
зависимости от радиуса – см. четвертое окно на фиг. 3, где 
эти функции обозначены точечной и сплошной линиями 
соответственно. 

Расчет выполнялся при 35,1,1,5,1.0 ===== na ρµσ , где 
nn×  - размер области интегрирования. Размер области выбран 

достаточно большим, чтобы скорость в отдалении от центра была 
близка к нулю и, таким образом, систему можно было считать 
абсолютно замкнутой. При этом 

286,007.0,01.0 21 === kεε , 

где k  – количество итераций.  
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7.4. Миксер со стенками. 
В отличие от предыдущего случая (в декартовых координатах) 

рассмотрим теперь миксер с цилиндрическими стенками, 
расположенными на окружности радиуса sR . Выше было показано, 
что стенки создают закрытую систему и не изменяют баланс 
мощности в системе. В сущности, расчет выполняется по (5.2), по 
программе testMixerModif, mode=2). Область интегрирования 
ограничивается кругом с радиусом sR . Результаты расчета 
показаны на фиг. 4. При этом 

20,7000,0026.0,105 2
11

1 ===⋅= −
sRkεε .  

Важно отметить, что на окружности с радиусом sR  скорость 
0=v .  Это отвечает известному факту: в силу вязкого трения 

скорость жидкости на поверхности омываемого ею тела всегда 
равна нулю. Важно еще отметить, что для получения этого 
результата не потребовалось дополнять основные уравнения 
дополнительными условиями – достаточно было ограничить 
область интегрирования. 
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7.5. Кольцевой миксер 
Рассмотрим теперь миксер с внутренними и внешними 

цилиндрическими стенками, расположенными соответственно на 
окружностях радиуса 1R  и 2R . На фиг 4а показан результат расчета 
по (5.2), по программе testKolzoModif, variant=2, которая 
построила следующие графики: 

1. функцию (2.7) – см. первое окно; 
2. функцию (2.8) – см. второе окно;  
3. функцию скорости Rv  в зависимости от радиуса – см. 

третье окно; 
4. функцию модуля скорости v  в зависимости от декартовых 

координат - см. четвертое окно; 
Расчет выполнялся при 33,1,1,25,1.0 ===== ra ρµσ  и 

70,25 21 == RR . При этом получилось 

500,0028.0,104 2
4

1 ==⋅= − kεε . 
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Фиг. 4с. 

 
Фиг. 4д. 
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Аналогично этому рассмотрим миксер, у которого  внутренняя 
полость имеет вид квадрата с полустороной 1R . На фиг 4в показан 
результат расчета по (5.2), по программе testKolzoModif, 
variant=1. При этом получилось 

500,0432.0,0045.0 21 === kεε . 
На фиг. 4с и 4д показано распределение градиента скорости 

при круглой и квадратной полости соответственно. 
 
7.6. Миксер с дном и крышкой 
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Рассмотрим теперь миксер с дном и крышкой – см. фиг. 5, где 

(9,10,11,12) – неограниченная область интегрирования, 
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(2,3,6,7) –область лопаток миксера, 
(1,8) – дно миксера, 
(4,5) – крышка миксера, 
(1,4; 5,8) – цилиндрическая стенка миксера, 
ox  - ось, проходящая по диаметру через центр миксера, 
oz  - ось, проходящая по оси вращения лопаток миксера, 

sR  - радиус стакана миксера, 

iR  - радиус первоначальной области интегрирования, 

sH  - полувысота стакана миксера, ограниченная дном и крышкой, 

mH  - полувысота лопаток миксера,  

iH  - полувысота первоначальной области интегрирования.  
Дно, крышка и стенки стакана создают закрытую систему и не 

изменяют баланс мощности в системе. Расчет выполняется точно 
так же, как и в предыдущем случае. Результаты расчета показаны на 
фиг. 4. Важно отметить, что на окружности с радиусом sR , вдоль 
дна и вдоль крышки скорость 0=v  - см. ниже.  Это отвечает уже 
указанному факту: в силу вязкого трения скорость жидкости на 
поверхности омываемого ею тела всегда равна нулю. Важно еще раз 
подчеркнуть, что для получения этого результата не потребовалось 
дополнять основные уравнения дополнительными условиями – 
достаточно было в процессе расчета ограничивать область 
интегрирования. 

Расчет выполнялся по программе testMixerModif3 
(mode=1), которая построила следующие графики: 

1. функцию (2.7) – см. первое окно на первой вертикали на 
фиг. 6; 

2. функцию (2.8) – см. второе окно на первой вертикали на 
фиг. 6;  

3. функцию скорости Rv  в зависимости от радиуса – см. 
первое окно на второй вертикали на фиг. 6; 

4. функцию скорости Rv  в зависимости от расстояния по 
высоте до центра миксера при постоянном значении 
радиуса, равном a  – см. третье окно на первой вертикали на 
фиг. 6; прямоугольником в этом окне обозначена область 
действия силы; 

5. функцию силы Fρ  и функцию лагранжиана v∆⋅µ  в 
зависимости от радиуса – см. четвертое окно на фиг. 6, где 
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эти функции обозначены точечной и сплошной линиями 
соответственно. 

 

-40 -20 0 20 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
F,

 L
ap

r
-20 -10 0 10 20
0

5

10

15

20

v=
f(

z)
,F

=f
(z

)

z

-40 -20 0 20 40
0

5

10

15

20

v(
r)

0 50 100 150
-6

-4

-2
testMixerModif3

E
rr

or
1

0 50 100 150
-6

-4

-2

E
rr

or
2

iterrations

 
Фиг. 6. 

 
Расчет выполнялся при 

.33,7,3,15,15

,35,1,5,1.0

=====

====

rHHHR

Ra

smis

iµσ
 

При этом получилось 133,004.0,004.0 21 === kεε . 
 
7.7. Разгон миксера 
В разделе 2 рассмотрено установившееся движение жидкости в 

миксере. Теперь рассмотрим разгон миксера, предполагая (как в 
примере 1 раздела 6.1), что массовые силы в некоторый момент 
мгновенно принимают определенное значение – происходит скачок 
массовых сил. Тогда в первый момент скорость 0)1( =v  и в первой 
итерации принимаем 0)1( =v , а затем рассчитываем переходный 
процесс по алгоритму 1 раздела 6.1. Этот алгоритм реализован в 
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программе testRagonMixer2, которая строит следующие 
графики (см. фиг. 7): 

1. функцию скорости на радиусе, равном 5. 
2. функцию относительной невязки в уравнении (6.4); 
3. функцию относительной дивергенции от нуля. 

Расчет выполнялся при условиях, принятых в разделе 2, т.е. 
35,1,1,5,1.0 ===== na ρµσ . 
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Глава 8. Пример: течение в трубе 
 

 
8.1. Кольцевая труба 
Вначале рассмотрим пример. Пусть имеется кольцевая труба с 

прямоугольным сечением – см. фиг. 1, где o - центр конструкции, s 
- центр прямоугольного сечения трубы, R - расстояние от оси oz 
кольца до некоторой точки сечения трубы, измеренное по оси ox, а 
также обозначены характерные размеры конструкции и направление 
осей декартовых координат. 

Oz

Ox

Oy

Zo

Roro

Rr
z

s o

 
Фиг. 1 

Такая кольцевая труба является замкнутой системой. Пусть в 
трубе действуют массовые силы, направленные перпендикулярно 
плоскости радиального сечения трубы. Такая сила не зависит от 
координаты z  и определяется формулами 

( )
R
yFzyxF ox =,, ,      (1) 
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( )
R
xFzyxF oy −=,, .     (2) 

( ) 0,, =zyxFz .      (3) 
Область определения массовых сил – внутренность трубы. При 

этом 

( ) ( )( ) ( )( )22 ,,,,, zyxFzyxFzRF yxR +=   (5) 

или 
( ) 1, =zRFR .       (6) 

Расчет выполнялся по программе testMixerModif3 
(mode=2) и в соответствии с главой 5 в два этапа: скорости 
рассчитывались по уравнению (5.2), а производные давления – по 
уравнению (5.3) при данной скорости. Использовались следующие 
исходные данные: 

.17,15,5,7.0,7.1,2 ====== oooo RzrF µρ  
При этом вычислялись 

( ) ( )( ) ( )( )22 ,,,,, zyxvzyxvzRv yxR += ,  (7) 

( ) ( ) ( ) 22 ,,,,,
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dy
zyxdp

dx
zyxdp

dr
zRdp

.  (8) 

Обозначим для дальнейшего расстояние от точки сечения до центра 
сечения по оси ох 

oRRr −= .       (9) 
Результаты расчета представлены на фиг. 2, где показаны 

1. функцию (7.2.7) – см. первое окно на первой вертикали; 
2. функцию (7.2.8) – см. второе окно на первой вертикали;  
3. функцию скорости Rv  в зависимости от радиуса или 

координаты x  при постоянных значениях 0,0 == yz  – 
см. первое окно на второй вертикали; 

4. функцию скорости Rv  в зависимости от расстояния по 
высоте до центра сечения трубы при постоянном значении 
радиуса, равном oR  – см. второе окно на первой вертикали; 

5. функцию производной давления dRdp  в зависимости от 
радиуса – см. второе окно на второй вертикали. 
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Важно отметить, что это решение получено предложенным 
методом без указания начальных условий, а только с указанием 
области существования течения. Нулевые значения скорости на 
стенках трубы получились в результате расчета. Распределение 
скоростей ),( zRvy  по сечению трубы, проведенному по 

плоскости 0=y , показано на фиг. 3. 
 
8.2. Длинная труба 
Здесь мы рассмотрим течение в бесконечно длинной трубе 

произвольной конфигурации, в которой действуют массовые силы. 
Выделим в такой трубе некоторый отрезок и будем полагать, что 
форма сечения и скорости на обоих торцах этого отрезка 
совпадают. Тогда вместо этого отрезка можно рассмотреть 
эквивалентную ему систему в виде такого отрезка, торцы которого 
соприкасаются так, что поток жидкости из левого (например) торца 
втекает непосредственно в правый торец. Такая система является 
замкнутой и для ее расчета можно применить предложенный метод. 
Очевидно, течение в любом отрезке бесконечно длинной трубы 
совпадает с течением в построенной системе. 
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Рассмотрим для примера "закольцованный" таким образом 

отрезок трубы длиной oz , где действуют постоянные массовые 

силы oF , направленные вдоль оси трубы oz. Пусть еще сечение 
трубы определено в координатах ),( yx  и является квадратом с 

полустороной n, а также известны 
.27,13,1,1,1 ===== oo znF µρ  

Данная система является абсолютно замкнутой, т.к. жидкость 
не взаимодействует со стенками. При этом расчет выполняется по 
(5.5). Результаты расчета по программе testDawleModif 
(mode=2) представлены на фиг. 3, где показаны 

1. функция (2.7) – см. первое окно на первой вертикали, 
2. функция скорости ),( yxvz  при постоянном z  – см. второе 

окно на первой вертикали, 
3. функция лагранжиана v∆⋅µ  в зависимости от координат 

),( yx  сечения при постоянном z  – см. первое окно на 
второй вертикали, 

4. функции силы Fρ  и лагранжиана v∆⋅µ  в зависимости от 
x  при 0=y  и при постоянном z  – см. второе окно на 
второй вертикали, где эти функции обозначены прямыми и 
ломаными линиями соответственно. 

При этом дивергенция скорости и градиент давления равен 
нулю. Таким образом, при постоянной массовой силе давление в 
прямолинейной трубе постоянно. Из (5.5) следует, что при 
постоянной массовой силе лагранжиан также имеет постоянное 
значение на всем сечении трубы, за исключением границ, где сила и 
лагранжиан испытывают скачок – см. фиг. 3. Соответствующая 
постоянному лагранжиану функция распределения скорости по 
сечению трубы представлена на фиг. 3. Будем называть такие 
функции функциями постоянного лагранжиана. Поскольку для 
каждой формы сечения эти функции имеют различный вид, то 
будем обозначать функцию ),( yxvz  для прямоугольного сечения 
как ),(п yxv . 

Итак, на прямоугольном сечении трубы скорости 
распределяются по функции ),(п yxv  постоянного лагранжиана. 

В приложении 5 показано, что эллиптический параболоид 
также является функцией постоянного лагранжиана. Следовательно, 
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аналогичным образом можно показать, что на эллиптическом 
сечении кольцевой трубы скорости распределяются по функции 

),(э yxv  эллиптического параболоида. В частности, на круговом 
сечении кольцевой трубы скорости распределяются по функции 
параболоида вращения. 

Рассмотрим теперь другой режим течения в трубе, который 
будем называть сопряженным (рассмотренному выше). В этом 
режиме отсутствуют массовые силы, но присутствует некоторое 
дополнительное давление fp . Если  

Fp f ⋅−=∇ ρ ,      (12) 

то уравнение (5.5) можно заменить на уравнение вида 
0=∆⋅−∇ vp f µ .     (13) 

Из (12) еще следует, что градиент имеет постоянное значение в 
направлении, перпендикулярном сечению трубы, т.е. 

dy
dpp f =∇       (14) 

и 

v
dy
dp

∆⋅= µ       (15) 

или 

oF
dy
dp

⋅−= ρ      (16) 

Таким образом, в трубе скорость вдоль трубы распределена по 
сечению трубы по функции ),(п yxv  постоянного лагранжиана, 
если давление не изменяется по сечению трубы и изменяется 
равномерно вдоль трубы. При этом разность давлений между двумя 
сечениями трубы, расположенными на расстоянии L , равна 

dy
dpLpp =− 21      (17) 

и, с учетом (15), 

v
L

pp
∆⋅=

− µ21 .     (18) 

Очевидно, такой же вывод можно сделать относительно каждого 
участка трубы. Следовательно, 



 57 

скорость в отрезке трубы с прямоугольным сечением 
постоянна вдоль трубы и изменяется по сечению трубы по 
функции ),(п zrv , если на торцах отрезка существует 
постоянная разность давлений. 

 
Если известна аналитическая зависимость  

),(),( пп yxfvyxv ⋅∆= ,    (19) 
то, как следует из (18),  

),(),( 21
п yxf

L
ppyxv ⋅

⋅
−

=
µ

.   (20) 

Аналогичным образом могут быть получена функция ),(э yxv  
распределения скоростей в трубе с эллиптическим сечением и, в 
частности, - с круговым сечением. В этом случае существует 
аналитическая зависимость вида (19), а именно зависимость (с16) -
см. приложение 5. В частности, для кругового сечения она имеет вид 
(с22) и тогда формула (20) принимает вид: 

( ) ( )( )22221
4

zrr
L

pprv ok +−⋅
⋅
−

=
µ

.  (21) 

где or  - радиус кругового сечения трубы. Последняя формула 
совпадает с известной формулой Пуазейля [2]. Это может служить 
дополнительным подтверждением применимости предлагаемого 
метода. 

Точно также можно рассчитать течение в трубе произвольного 
сечения и\или в трубе, изогнутой произвольным образом (т.е. в том 
случае, когда форма сечения и скорости на обоих торцах этого 
отрезка совпадают). Итак, бесконечная система может быть 
формально преобразована в замкнутую. 

 
8.3. Переменные массовые силы в трубе 
Здесь мы предположим, что в длинной трубе действуют 

массовые силы, изменяющиеся синусоидально во времени. Тогда 
для расчета скоростей можно применить уравнения (6.8) и метод их 
решения, указанный в приложении 6. На фиг. 3а и в табл. 1 
показаны результаты расчета по программе testDawleModifTime 
(mode=2) при  

27,13,1,100 ==== oo znF ρ  
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и нескольких значениях величин ωµ, . На фиг. 3а представлены 

функции распределения скоростей по сечению трубы при 0=z , а 
в таблице – значения амплитуд скорости и косинуса сдвига фаз 
синусоиды скорости от синусоиды массовых сил в точке 

10,10 == yx .  
Можно заметить, что при большой частоте функция 

распределения скорости zv  по сечению трубы стремиться к 
константе на всех точках сечения, за исключением контура сечения, 
где она всегда равна нулю. Однако при этом амплитуда скорости 
существенно уменьшается. 
 
Таблица 1. 

Вариант µ  ω  Амплитуда Косинус 
1 1 0 62.12 1 
2 1 100 0.01 0≈  
3 100 1 0.58 0.92 
4 1 10 0.10 0≈  
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8.4. Длинная труба с заслонкой 
Здесь мы рассмотрим течение в бесконечно длинной трубе 

квадратного сечения со стороной n , в которой находится 

абсолютно твердый куб с полустороной oR . Как и в предыдущем 

случае рассмотрим "закольцованный" отрезок трубы длиной oz , 

где действуют постоянные массовые силы oF , направленные вдоль 

оси трубы oz – см. фиг. 4. Пусть еще сечение трубы определено в 
координатах ),( yx  и является квадратом с полустороной n, а также 
известны 

.4,57,27,39,1,1,1,100 ======== ooo RznrF µµρ  

z

xy

Fo

Ro
n

zo

-6 -5 -4 -3

y

 
Фиг. 4. 

 
Данная система является замкнутой и в ней жидкость 

взаимодействует со стенками куба. При этом расчет выполняется по 
(5.2). Результаты расчета по программе testDawleModif 
(mode=8) представлены на фиг. 5, 6, 7. При этом получилось 

922,06.0,0035.0 21 === kεε . 
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На фиг. 4 проведены вертикали (-6,-5,-4,-3), которые проходят 

через центры сечений, отстоящих на (-6,-5,-4,-3) от центра куба. На 
фиг. 5 показаны распределения скоростей zv  по этим сечениям, а 

на фиг. 6 показаны распределения скоростей xv  по этим же 

сечениям. На фиг. 7 показаны распределения скоростей zv  и xv  

по оси этих сечений при фиксированном значении 0=y .  Эти 
фигуры позволяют представить распределение скоростей при 
обтекании куба под действием массовых сил в бесконечно длинной 
трубе. 

 
8.5. Переменные массовые силы в трубе с заслонкой 
Здесь мы, как и в разделе 8.3, предположим, что в длинной 

трубе с заслонкой действуют массовые силы, изменяющиеся 
синусоидально во времени. Тогда для расчета скоростей можно 
применить уравнения (6.8) и метод их решения, указанный в 
приложении 6. На фиг. 7а, 7в и в табл. 2 показаны результаты 
расчета по программе testDawleModifTime (mode=5) при  

23,13,1,100 ==== oo znF ρ  
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и нескольких значениях величин ωµ, . На фиг. 7а и 7в 

представлены функции распределения скоростей zv  и xv  

соответственно по сечению трубы при 0=z . В табл. 2 показаны 
значения амплитуд скоростей ( )0,10,10 −−zv  и ( )6,8,8 −−−xv  
косинуса сдвига фаз синусоиды этих скоростей от синусоиды 
массовых сил в точке 10,10 == yx .  

Можно заметить, что при большой частоте функция 
распределения скорости zv  по сечению трубы стремиться к 
константе на всех точках сечения, не занятого заслонкой, за 
исключением контуров сечения и заслонки, где она всегда равна 
нулю. Однако при этом амплитуда скорости zv  существенно 

уменьшается.  Амплитуда скорости xv  также уменьшается с  
увеличением частоты. 
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Фиг. 7в. 

Таблица 2. 
Вариант µ  ω  Амплитуда

zv  
Косинус 

zv  
Амплитуда

xv  
Косинус 

xv  
1 1 0 1319 1 100 -1 
2 1 100 1 0≈  0.00001 0.42 
3 100 1 104 -0.03 3.15 0.78 
4 1 10 10 0≈  0.057 0.56 
 
8.6. Давление в длинной трубе с заслонкой 
Вернемся к примеру в разделе 8.4 и рассмотрим распределение 

давлений в трубе с заслонкой. При этом будем анализировать 
следующие величины: 

- квазидавление – см.  (18) в приложении 6 или 
)(div vrD ⋅−= ;      (1) 

- градиент квазидавления, как производные от (1) или по (2.77), 
т.е. 

FvD ρµ +∆=∇ .      (2) 
- градиент динамического давления – см.  (р19д) или 
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( ) GPd ⋅=∆ ρ        (3) 
или, с учетом (р19а, р19с, р19д), 

( ) ( ) GWPd ⋅=∇=∆ ρρ 2
2

;    (4) 

- градиент давления – см.  (2.78) или 

( )2
2

WDp ∇−∇=∇
ρ

,     (5) 

или, с учетом (4), 
GDp ⋅−∇=∇ ρ .      (6) 
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Фиг. 8. 

 
Кроме того, будем вычислять средние по сечению трубы 

величины 
mid

mid ),( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= yx

dz
dpp z

z , 
mid

mid ),( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= yx

dz
dGG z

z , 
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mid
mid ),( ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= yx

dz
dDD z

z  при определенном значении z , а также 

среднее давление  dzpP
z

z
zz ∫=

min
mid . 

На фиг. 8 показаны результаты расчета по программе 
testDawleModif (mode=8): 

1. функции zzzz PDGp ,,, midmidmid  от z  – см. первое 
окно на первой вертикали; 

2. функции zzz DGp ,,  от z  при фиксированных значениях 

9== yx  – см. первое окно на второй вертикали;  
3. функции zp  от z  при фиксированных значениях 

9== yx  (верхняя кривая) и 11−== yx  (нижняя 
кривая) – см. второе окно на первой вертикали; 

4. функции zp  от y  при фиксированных значениях 10=x  и 
1=z   (верхняя кривая) и 19=z  (нижняя кривая)  – см. 

второе окно на второй вертикали. 
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На фиг. 9 показаны функции распределения ),( yx
dz
dp

 при 

определенном значении ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
206
41

z . 

Можно заметить следующее. 
1) Квазидавление равно нулю (закрытая система!). 
2) Средний градиент давления  по каждому сечению равен нулю. 
3) Разность давлений, как интеграла градиента давлений, на крайних 

торцах отрезка трубы равна нулю, т.е. 

0
max

min
=∫ dzp

z

z
.      (7) 

4) Распределение градиента давления по сечению трубы и вдоль 
трубы неравномерно. 

5) Предложенный метод позволяет рассчитать распределение 
давления в трубе с заслонкой при данных массовых силах. Надо 
отметить, что точность расчетов увеличивается с увеличением 
длины рассчитываемого отрезка, поскольку с увеличением 
расстояния торцов отрезка от заслонки зависимость 
распределения скоростей на торцах уменьшается, а сами 
распределения на торцах становятся одинаковыми – именно 
такое допущение делается при закольцовывании бесконечной 
трубы. 

 
Рассмотрим теперь случай, когда массовые силы отсутствуют, 

но имеется разность давлений на торцах отрезка трубы. В 
рассмотренной выше задаче решалась система уравнений вида (5.1). 
Последнее из них перепишем в виде 

0=−+∆−∇ FGvp ρρµ .    (8) 
Произведем в нем замену  

pF ′∇⇒ρ ,      (9) 
а величину p′  назовем силовым давлением. Тогда уравнение (8) 
примет вид 

( ) 0=+∆−′′∇ Gvp ρµ .             (10) 
Здесь 

ppp ′−=′′ .              (11) 
Имеем: 
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FLdzp
z

z
⋅=′∫

max

min
,               (12) 

где L  - длина трубы. Отсюда и из (7) следует, что решение 
уравнения (10) удовлетворяет ограничению 

Pdzp
z

z
δ=′′∫

max

min
,              (13) 

где  
FLP ⋅=δ                (14) 

- известная разность давлений на торцах трубы. Следовательно, 
решение уравнения (8) является также решением уравнения (10) при 
ограничении (13). Но выше показано, что решение 
модифицированных уравнений (1, 77) является единственным. 
Следовательно, решение уравнения (8) всегда является решением 
уравнения (10) при ограничении (13). 

Таким образом, решение уравнения (10) при ограничении (13), 
т.е. вычисление скоростей в трубе с заслонкой и заданной 
разностью давлений на торцах трубы, может быть заменено 
решением уравнения (8), где 

LPF δ= .               (15) 
Для сокращения текста здесь мы упускали упоминание о том, что 
уравнения (8) и (10)должны решаться совместно с уравнением (2.1). 
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Глава 9. Сжимаемая жидкость 

 
 

В этом разделе предложенный принцип применяется к 
уравнениям Навье_Стокса для сжимаемой жидкости.  

Рассматриваются уравнения Навье-Стокса для вязкой 
сжимаемой жидкости. Показывается, что эти уравнения являются 
условиями экстремума некоторого функционала. Описывается 
метод поиска решения этих уравнений, который состоит в 
движении по градиенту к экстремуму этого функционала. 
Формулируются условия достижения этого экстремума, которые 
являются одновременно необходимыми и достаточными условиями 
существования глобального экстремума этого функционала. 

 
9.1. Уравнения гидродинамики   
Напомним уравнения гидродинамики для вязкой несжимаемой 

жидкости (2.1.1, 2.1.2): 
0)(div =v ,       (1) 

0)( =⋅−⋅+∆⋅−∇+
∂
∂ FvGvp

t
v ρρµρ ,  (2) 

где 
( )vvvG ∇⋅=)(       (3) 

В отличие от них уравнения гидродинамики для вязкой 
сжимаемой жидкости имеют следующий вид [2]: 

( ) 0div
t

=⋅+
∂
∂ vρρ

,      (4) 

( ) ( ) 0
3

=Ω−⋅−⋅+∆⋅−∇+
∂
∂ vFvGvp

t
v µρρµρ , (5) 

где 
( ) ( )vv ∇∇=Ω .       (6) 

В приложении функции (3) и (6) представлены в развернутом виде – 
см. (р14, р29, р30). Для сжимаемой жидкости плотность является 
известной функцией давления: 

( )pf=ρ .       (7) 
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Далее будем рассуждать по аналогии с предыдущим. В данном 
случае необходимо рассмотреть еще мощность изменения потерь 
энергии при расширении\сжатии вследствие трения 

)(
3

)(8 vvvP Ω⋅=
µ

.      (9) 

Имеем еще: 

( ) )(
3

)(8 vvP
v

Ω=
∂
∂ µ .              (10) 

Можно заметить, что функция )(vΩ  в рассматриваемом 
контексте ведет себя аналогично функции )(v∆ . Это позволяет 
применить предложенный подход и к сжимаемым жидкостям. 

 
9.2. Энержиан-2 и квазиэкстремаль 
По аналогии с предыдущим запишем квазиэкстремаль для 

сжимаемой жидкости в следующем виде: 
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9.3. Расщепленный энержиан-2 
По аналогии с предыдущим запишем расщепленный энержиан-

2 для сжимаемой жидкости в следующем виде: 
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По формуле Остроградского (р23) найдем вариации функционала 
расщепленного полного действия-2 от функций q′   
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p
o b
p ′=
′∂
ℜ∂ 2 ,               (13) 

v
o b
v ′=
′∂
ℜ∂ 2 ,               (14) 

Эти вариации определяются при варьировании функций p′  и v′ , 
тогда как функции vp ′′′′ ,,ρ  не изменяются. При этом получим: 
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Замечания к этим формулам: 
1, 2, 3, 4) – вывод приведен выше, 
5) – аналогична формуле 2), 
6, 7) - вывод приведен в приложении – см. (р34, р35) 

соответственно. 
При этом имеем: 

)(div22 v
dt
dbp ′′⋅−−=′ ρρ ,           (16) 
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Как показано выше, условие 
[ ] 0, ==′ ′′ vp bbb             (18) 

и аналогичное ему условие 
[ ] 0, ==′′ ′′′′ vp bbb             (19) 

являются необходимыми условиями для существования седловой 
линии. Из симметрии этих уравнений следует, что оптимальные 
функции 0q′  и 0q ′′ , удовлетворяющие уравнениям (18, 19), 
удовлетворяют также условию 

00 qq ′′=′ .               (20) 
Вычитая попарно уравнения (18, 19) с учетом (16, 17), получаем 
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Учитывая (1.45) и сокращая (34, 35) на 2, получаем уравнения (4, 5), 
где 

oo qqq ′′+′= ,              (23) 
т.е. уравнения экстремальной линии являются уравнениями Навье-
Стокса для сжимаемой жидкости. 

 
9.4. О достаточных условиях экстремума 
Выше для несжимаемой жидкости показано, что необходимые 

условия (18, 19) существования экстремума функционала полного 
действия-2 являются также и достаточными, если величина 
интеграла 
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∫ ∫
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⎪
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T

V
dtdVI

0
22              (24) 

является знакопостоянной, где 
)(2)(22 vvv bGvbb ′′−∆−=ℜ ρµ .          (25) 

Для сжимаемой жидкости необходимые условия (18, 19) 
существования экстремума функционала полного действия-2 
являются также и достаточными, если величина интеграла (24) 
является знакопостоянной, где, в отличие от  (25), 

)(2)(
3

)(22 vvvvv bGvbbbb ′′−Ω−∆−=ℜ ρµµ .    (26) 

Для замкнутых систем с потоком несжимаемой жидкости выше 
показано, что величина (25) приобретает вид 

)(22 vv bb ∆−=ℜ µ .             (27) 
Аналогично, для замкнутых систем с потоком сжимаемой жидкости 
величина (26) приобретает вид 

)(
3

)(22 vvvv bbbb Ω−∆−=ℜ
µµ .            (28) 

Рассмотрим аналогично (24) интеграл  

∫ ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
ℜ′=

T

V
dtdVJ

0
22              (29) 

где 

)(
3

)(22 vvvv Ω⋅−∆⋅⋅−=ℜ′
µµ .          (30) 

(т.е. в эту формулу вместо функции vb  входит функция скорости). 
Поскольку доказательство знакопостоянства интеграла должно 
распространятся на любые функции, достаточно доказать 
знакопостоянство интеграла (29) со скоростями. Для этого заметим, 
что  

o первое слагаемое в (30) выражает тепловую энергию, 
выделяемую жидкостью в результате внутреннего трения, 

o второе слагаемое в (30) выражает тепловую энергию, 
выделяемую\поглощаемую жидкостью в результате 
расширения\сжатия. 

Первая энергия положительна вне зависимости от того, какова 
функция вектора скорости от координат. (Более строгое 
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доказательство этого утверждения для первого слагаемого дано в [4, 
5]). Вторая энергия в сумме рана нулю (поскольку в данной 
постановке задачи температура не учитывается, т.е. принимается 
постоянной). Следовательно, интеграл (24, 30) имеет 
положительное значение на любой итерации, что и требовалось 
показать. 

Таким образом, уравнения Навье-Стокса для сжимаемой 
жидкости имеют глобальное решение. 
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Обсуждение 
 
 
Физические предположения часто строятся на математических 

следствиях. Правомерно было бы строить математические 
предположения на основе физических фактов. В этой книжке есть 
несколько таких мест. 

1. Вывод уравнений делается на основе преложенного 
принципа экстремума общего действия. 

2. Основное уравнение разделяется на два независимых 
уравнения на основе физического факта – отсутствия 
потока энергии сквозь замкнутую систему. 

3. Исключение условия непрерывности для замкнутых систем 
основано на физическом факте – непрерывности потока 
жидкости в замкнутой системе.  

4. Обычно в задаче указываются границы области поиска 
решения и граничные условия – скорости, ускорения, 
давления на границах. Эти условия обычно формируются 
на основе физических фактов, например, "прилипание" 
жидкости к стенкам, твердость стенок и т.д. В 
предложенном методе часто граничные условия не 
включаются в постановку задачи, а находятся в процессе 
решения. 

 
Метод решения состоит в движении  по градиенту к седловой 

точке функционала, образованного из уравнения баланса 
мощностей. Получаемые при этом решения  

o интерпретируются как экспериментально обнаруживаемые 
физические эффекты (например, непроницаемость стенок, 
"прилипание" жидкости к стенкам, отсутствие потока 
энергии через замкнутую систему), 

o совпадают с решениями, полученными ранее другими 
методами (например, решение задачи Пуазейля), 

o являются обобщением известных решений (например, 
обобщение задачи Пуазейля на трубы с произвольной 
формой сечения и\или с произвольной формой осевой 
линии), 
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o относятся к ранее нерешенным (насколько известно автору) 
задачам (например, задачи с массовыми силами, как 
функциями скорости, координат и времени). 

 
Можно указать также возможные направления развития 

предлагаемого подхода, например, 
o рассмотрение задач электро- и магнитогидродинамики, 
o рассмотрение динамики свободных поверхностей (в 

изменяющихся границах при постоянстве объема 
жидкости) 

 
Доказательство существования глобального решения относится 

к замкнутым системам. Практически требуется анализировать 
ограниченные и незамкнутые системы. Поэтому выше были 
рассмотрены некоторые способы формального преобразования 
незамкнутых систем в замкнутые: 

o длинная труба, как предел кольцевой трубы, 
o преобразование ограниченного отрезка трубы в замкнутую 

систему. 
 
Вместе с этим следует отметить, что метод решения здесь не 

рассмотрен в полном объеме – рассмотрены только частные случаи 
стационарных течений и изменяющихся во времени течений. 
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Приложение 1. Некоторые 

формулы 
 

 
Тут мы рассмотрим доказательство нескольких формул, 

использованных в основном тексте. Прежде всего напомним, что 
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Из (2.5, 2.7а) следует 

( )222
1 2 zyx vvv
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т.е. 

dt
dvvP ρ=1       (р8) 

Рассмотрим функцию (2.7) или 
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Дифференцируя, получаем: 
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После перестановки слагаемых имеем: 
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Обозначим: 
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Рассмотрим вектор  
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или 
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  (р14) 

Заметим, что 

)2(2)(
2
1 vGvG =     (р14а) 

Из (р11-р14) получаем: 
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,5 GvP ⋅=ρ      (р15) 
( ) )()(,5 vG

v
vGvP ρ=

∂
∂

,   (р16) 

Сравнивая (р6) и (р14), находим, что 
( )vvvG ∇⋅=)( .     (р18) 

Итак, 
( ) ( )vv
v

GvP
∇⋅=

∂
∂ ρ,5 ,    (р19) 

 
Сравнивая (р9а, р15, р18), находим, что 

( ) ( ) vvW ⋅∇⋅⋅=∆ 22 .     (р19а) 
Поскольку динамическое давление определяется как [2] 

22WPd ρ= ,      (р19с) 
то из  (р18, р19а) следует, что градиент динамического давления  

( ) GPd ⋅=∆ ρ .      (р19д) 
Рассмотрим еще 

( ) ( )bvGbvGbGvGbvG ,,)()()( 21 +++=+ , (р20) 
где 
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  (р20в) 

Если vbab ⋅= , то 



 80 

( ) ( )vvvv bvaGbvaGbGavGbavG ,,)()()( 21
2 +++=⋅+ . (р21) 

 
Имеем: 

dt
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dt
vdv

v
o ′′

−=⎟
⎠
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⎛ ′
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∂
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v
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⎠
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∂

, 

( ) vvv
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∂ 2 ,  
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∂

X
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v
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v
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′∂

∂
, ( )( ) ( )vpv

p
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′′∂
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( ) ( )ppv
v
o ′′∇=′′⋅′
′∂

∂ div , ( ) ( )vpv
p
o ′−=′′⋅′
′′∂

∂ divdiv -см. (р1а).  

 (р22) 
 

Необходимые условия экстремума функционала от функций 
нескольких независимых переменных – уравнения Остроградского 
[4] имеют для каждой функции вид 
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, (р23) 

где f – подынтегральное выражение, v(x,y,z,t) – переменная 
функция, a - независимая переменная.  

 
Напряжения (в гидродинамике) определяются следующим 

образом [2]: 
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Рассмотрим выражение 
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xzzxyyxxxx pvpvpvd ++= , 

yzzyyyyxxy pvpvpvd ++= , 

xzzxyyxxxz pvpvpvd ++= .  (р25) 
Из (р24, р25) находим 
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Отсюда следует, что двойной интеграл в формуле (81) в [1] и 
приложении 2 можно представить в следующем виде 

( )( )
( )( )
( )( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

++−
++−

= ∫∫
vJpnz

vJpny
vJpnx

dJ

z

y

x

81

81

81

81

cos

cos
cos

σ .  (р27) 

 
Фо ́рмула Острогра́дского: интеграл от дивергенции векторного 

поля F , распространённый по некоторому объёму V , равен потоку 
вектора F  через поверхность S , ограничивающую данный объём, 

( ) ∫∫∫∫∫ ⋅⋅=
SV

dSnFdVFdiv .   (р28) 
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Если p,ρ  — скалярные поля, а v  — векторное поле, то 
( ) )(divgrad)(div vvv ⋅+⋅=⋅ ρρρ ,         (р31) 

( ) )(divgrad)(div vppvvp ⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ρρρ ,        (р32) 
т.е. 

( ) ( ) )(divgradgrad)(div vpvppvvp ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ρρρρ .   (р33) 
 

Рассмотрим )(div vp ′′⋅′⋅ρ  и будем полагать, что экстремум 
некоторого функционала определяется либо при варьировании 
функции p′ , либо при варьировании функции v ′′ . Тогда, 
дифференцируя последнее выражение по формуле Остроградского 
(р23), найдем:  

[ ] ( ) )(divgrad0)(div vvvp
p
o ′′⋅+⋅′′+=′′⋅′⋅
′∂

∂ ρρρ , 

[ ] ( ) ( ) ( )ρρρρ gradgradgrad)(div ⋅′−⋅′+′⋅=′′⋅′⋅
′′∂

∂ pppvp
v
o  

или 

[ ] )(div)(div vvp
p
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′∂

∂ ρρ ,        (р34) 

[ ] ( )pvp
v
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′′∂

∂ grad)(div ρρ .        (р35) 
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Приложение 2. Выдержки из 
книги Николая Умова 

http://nn.mi.ras.ru/Showbook.aspx?bi=171 
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Приложение 3. Доказательство 
знакопостоянства интеграла dVvv

V
∫ ∆⋅ )(  

 
 
Здесь мы подробнее рассмотрим обоснование того, что 

интеграл (2.84) всегда имеет положительное значение. Для этого 
докажем знакопостоянство интеграла 

dVvvJ
V
∫ ∆⋅= )(1 .      (1) 

Рассмотрим вначале двумерный случай. Заменим лапласиан 
дискретным аналогом. Для этого рассмотрим двумерную сетку 
скоростей mkv , , где  nm ,1=  - номер точки по оси ОХ, nk ,1=  - 
номер точки по оси ОУ. Значение дискретного лапласиана в 
каждой точке определяется по формуле (см., например, функцию 
DEL2 в MATLAB): 

( ) mkmkmkmkmkmk vvvvvL ,,1,11,1,, 4
1

−+++= +−+− . (2) 

В соответствии с этим дискретный лапласиан можно найти по 
формуле 

AvL ⋅= ,       (3) 
где вектор-строка  
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nnmnn

nkmkk
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nm

vvv

vvv

vvv

vvv

v ,    (4) 

а А – матрица, построенная по формуле (2). Для иллюстрации на 
фиг. 1 приведена матрица А при 5=n , построенная по формуле 
(2) – см., например, [27]. На этом же рисунке показана также 
нумерация элементов вектора mkv , . По формуле (3) лапласиан 
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также получается в виде, аналогичном виду (4). Дискретный аналог 
интеграла (1) имеет вид 

TvAvJ ⋅⋅=1 .      (5) 
Для проверки знакоопределенности матрицы А найдем для нее 

разложение Холе́цкого в виде 

UUA T= ,       (6) 
где U - верхняя треугольная матрица. Известно [28], что, если 
матрица A симметрична и положительно определена, то для нее 
существует единственное разложение Холецкого. Программа 
testMatrix.m вычисляет разложение (6) и показывает, что 
матрица A симметрична и положительно определена. Это означает, 
что для любого вектора v  

0>⋅⋅ TvAv .      (7) 
Таким образом, показано, что величина (5) в двумерном случае 

имеет положительное значение. Уменьшая шаг сетки, получаем в 
пределе, что и интеграл (1) в двумерном случае имеет 
положительное значение. Аналогично можно показать, что и в 
трехмерном случае интеграл (1) имеет положительное значение, что 
и т.д. 

 

 
Фиг. 1. 
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Приложение 4. Решение вариационной 

задачи методом спуска по градиенту 
 
 
Рассмотрим функционал 

dVzyxv
V
∫ℜ=Φ ),,((22 ,     (1) 

где 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅⋅−∆⋅⋅−⋅=ℜ vFvvvv ρµσ

2
1

2
1)( 2

2 .  (2) 

В соответствии с уравнением Остроградского необходимое условие 
экстремума этого функционала имеет следующий вид: 

0=⋅−∆⋅−⋅ Fvv ρµσ ,    (3) 
Для доказательства того, что это условие является и достаточным, 
будем рассуждать так же, как и в разделе  2.5.  

Градиент функционала (4) имеет вид: 
Fvvb ⋅−∆⋅−⋅= ρµσ     (5) 

Пусть S  – экстремаль и, следовательно, в ней градиент 0=sb . Для 
выяснения характера этого экстремума исследуем знак приращения 
функционала 

( ) ( )CS 222 Φ−Φ=Φδ ,     (6) 
где С – линия сравнения, в которой 0≠= сbb . Пусть значения 
вектора на линиях S  и С отличаются на  

bavv s ⋅=− ,      (7) 
где b  - вариация на линии С, а – известное число. Если  

Aa ⋅=Φ2δ ,       (8) 
где A  - знакопостоянная величина в окрестности экстремали 

0=sb , то эта экстремаль является достаточным условием 
экстремума. Если, кроме того, A  - знакопостоянная величина во 
всей области определения функции v , то эта экстремаль определяет 
глобальный экстремум.  
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Из (2.55) находим 
2

2221202 aa ⋅ℜ+⋅ℜ+ℜ=ℜδ ,   (9) 

где 222120 ,, ℜℜℜ  – не зависящие от а функции вида 

( ) ssss vFvvv ⋅⋅−∆⋅−⋅=ℜ ρµσ
2
1

2
1 2

20 , (10) 

( )( ) bFbvvbvb sss ⋅⋅−∆+∆⋅−⋅⋅=ℜ ρµσ
2
1

21 , (11) 

)(
2
1

2
1 2

22 bbb ∆⋅⋅−⋅=ℜ µσ .  (12) 

Найдем теперь 

( )
222

2
2

ℜ=
∂

ℜ∂

a
δ

.     (13) 

Эта функция зависит от v . Для доказательства того, что 
необходимое условие (3) является также и достаточным условием 
глобального экстремума функционала (1), необходимо доказать, что 
величина интеграла 

dVv
a V

∫ ∂ℜ=
∂

Φ∂ )(22
2

2
    (14) 

или, что одно и то же,  интеграла 

dV
a V

∫ℜ=
∂

Φ∂
222

2
2

     (15) 

или, наконец,  интеграла 

( )dVbbb
a V

∫ ∆⋅⋅−⋅=
∂

Φ∂ )(2
2
2

2
µσ    (16) 

знакопостоянна. Знакоположительность первого слагаемого 
очевидна, а знакоположительность второго слагаемого доказано 
выше. При определенном соотношении между константами µσ ,  

величина интеграла (14) знакопостоянна. В частности, при 0=σ   
(что имеет место в стационарных задачах) величина интеграла  
знакопостоянна. Следовательно, необходимое условие (3) является 
также и достаточным условием глобального экстремума 
функционала (1) в стационарных задачах. 
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Далее используем следующий  

Алгоритм 1. В каждой итерации: 
1. вычисляется градиент b  по (5) при данной функции v ; 
2. вычисляется коэффициент a  по  

2221 ΦΦ−=a ,     (17) 

dVdV
VV
∫∫ ℜΦℜ=Φ 22222121 , ,   (18) 

3. вычисляется новое значение функции как abvv +=: . 
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Приложение 5. Поверхности 
постоянного лагранжиана 

 
 
1. Рассмотрим эллиптический параболоид скоростей, 

ограниченный плоскостью, перпендикулярной его оси. 
Поверхность этого параболоида описывается уравнением вида 

( ) 2
2

2
1, zvrvvzrv oy ⋅−⋅−= ,  (с10) 

где ( )zr,  - координаты плоскости, на которую опирается 

параболоид. На границах основания ( ) 0, =zrvy . Обозначив как 

oo zr ,  полуоси эллипса в основании параболоида, при 

( )0, == zrr o  и при ( )ozzr == ,0  из (с10) находим 
соответственно 

2
1 oo rvv = ,      (с11) 

2
2 oo zvv = .      (с12) 

Совмещая (с10, с11, с12), получаем 

( ) ( )222222
22, zrzrzr

zr
vzrv oooo

oo

o
y −−= . (с13) 

Найдем лапласиан скорости. Из (с10) находим 
( )212 vvvy +−=∆ .    (с14) 

Совмещая (с11, с12, с14), получаем 

( )22
22

2
oo

oo

o
y zr

zr
vv +

−
=∆ .    (с15) 

Из (с13, с15) находим 

( ) ( )( )222222
222

, zrzrzr
zr

v
zrv oooo

oo

y
y −−

+

∆−
= . (с16) 
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2. Рассмотрим круговой параболоид скоростей. Из 
предыдущего при ( )oo zr =  получаем 

( ) ( )22
1, zrvvzrv oy +⋅−= ,   (с20) 

2
4

o

o
y

r
vv −

=∆ ,     (с21) 

( ) ( )( )222
4

, zrr
v

zrv o
y

y +−
∆−

= .  (с22) 
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Приложение 6. Дискретные 
модифицированные 

уравнения Навье-Стокса 
 
 
1. Дискретные модифицированные уравнения Навье-
Стокса для стационарных течений 
 Рассмотрим дискретный вариант модифицированных 

уравнений Навье-Стокса (2.1, 2.79) для стационарных течений. Для 
этого представим функции трех переменных (проекции скоростей 

zyx vvv ,, , проекции сил zyx FFF ,,  и квазидавление D ) в виде 
вектор-строк (показанных, например, для двумерного случая в 
формуле (4) приложения 3). Производные и лапласианы этих 
функций можно представить в виде произведения некоторой 
матрицы на такие вектор-функции. Например, можно построить 
матрицу – дискретный лапласиан (для двумерного случая 
дискретный лапласиан рассмотрен в приложения 3) и матрицу – 
дискретная производная. 

Далее будем рассматривать стационарную систему, в которой 
определены давления zyx PPP ,, , действующие на поверхности 

zyx QQQ ,, , перпендикулярные осям координат zyx ,, . 
При этом модифицированные уравнения Навье-Стокса примут 

вид 

( ) 0≈++ T
zz

T
yy

T
xx vBvBvB ,    (1) 

xxx
T

x
T
xx QPFDBvA =⋅−+⋅− ρµ ,   (2) 

yyy
T

y
T
yy QPFDBvA =⋅−+⋅− ρµ ,   (3) 

zzz
T

z
T
zz QPFDBvA =⋅−+⋅− ρµ ,   (4) 

где А – матрицы - дискретные лапласианы скоростей, В – матрицы - 
дискретные производные скоростей и квазидавлений, а верхний 
индекс "Т" обозначает транспонирование. Вид этих матриц не 
зависит от того, к каким функциям они применяются, а зависит 
только от конфигурации области существования жидкости. 

Формально эти уравнения можно рассматривать как систему 
линейных уравнений относительно неизвестных векторов 
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Dvvv zyx ,,, , где матрицы А, В, Q, и векторы F, P известны. Для 
решения этой системы уравнений рассмотрим функцию 

( )
( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

++⋅+

++⋅+

++⋅

=Φ

T
zzz

T
yyy

T
xxx

T
zz

T
yy

T
xx

T
zz

T
yy

T
xx

T
zzz

T
yyy

T
xxx

vQPvQPvQP

vFvFvF

vBvBvBr

vAvvAvvAv

ρ

µ

2

2

2
1

,  (5) 

где r  - постоянная величина. Можно заметить, что необходимые 
условия минимума этой функции по переменным zyx vvv ,,  имеют 

следующий вид: 

0=+⋅++⋅ xxxx
T
xx QPFJrBvA ρµ ,   (6) 

0=+⋅++⋅ yyyy
T
yy QPFJrBvA ρµ ,   (7) 

0=+⋅++⋅ zzzz
T
zz QPFJrBvA ρµ ,   (8) 

где 

( )T
zz

T
yy

T
xx vBvBvBJ ++= .    (9) 

Для анализа достаточных условий существования минимума 
преобразуем функцию (5) к виду 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Θ+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅

=Φ

T
z

T
zzzz

T
y

T
yyyy

T
x

T
xxxx

vBBrAv

vBBrAv

vBBrAv

22
1

22
1

22
1

µ

µ

µ

,         (10) 

где Θ  - член, зависящий от первой степени скоростей. Таким 
образом, рассматриваемая функция является квадратичной и имеет 
единственный минимум, если матрицы вида 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅= T

xxxx BBrAM
22

1 µ            (11) 
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являются отрицательно определенными. Для анализа этих матриц 
заметим, что дискретные лапласианы скоростей являются 
положительно определенными матрицами (см. приложение 5), а 

матрицы T
xxBB  также являются положительно определенными. 

Следовательно, матрицы вида (11) являются положительно 
определенными и рассматриваемая функция имеет единственный 
минимум. 

Можно показать [32], что  
0→J  при ∞→r .             (12) 

- см. также приложение 7. Отсюда и из (9) следует, что при 
достаточно большом r  

( ) 0≈++ T
zz

T
yy

T
xx vBvBvB .           (13) 

Итак, при некоторых значениях r  уравнения (13, 6-8) совпадают с 
уравнениями (1-4), если обозначить 

JrDT −= ,              (14) 
а градиентный спуск по функции (5) позволяет найти значения 
переменных, являющиеся решением уравнений (1-4). Метод такого 
градиентного спуска рассмотрен в приложении 7. 

Вернемся теперь от приведенных формул в дискретном виде к 
аналоговому виду. Тогда получим, что из (13) следует 

 ( ) 0div ≈v ,              (15) 
а функция (5) превращается в функционал вида 

( )

( ) ( )
( ) ⎟⎟

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

++⋅+⋅+

∆+∆+∆⋅

=Φ

zzzyyyxxx

zzyyxx

zzyyxx

vQPvQPvQP

vFvFvFvr

vvvvvv

ρ

µ

2)(div
2

2
1

.      (16) 

Таким образом, при достаточно больших значениях r  минимум 
функционала (16) достигается при  

PQFDv =⋅−∇+∆⋅− ρµ ,           (17) 
)(div vrD ⋅−= .             (18) 

Итак, метод решения непрерывных уравнений (17, 18) сводиться 
к методу решения соответствующих дискретных уравнений, 
изложенному в приложении 7. 
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2. Дискретные модифицированные уравнения Навье-
Стокса для динамических течений 
Рассмотрим дискретный вариант модифицированных уравнения 

Навье-Стокса (6.8) для динамических течений в том случае, когда 
массовые силы являются синусоидальными функциями времени с 
круговой частотой ω . Аналогично предыдущему для них также 
может быть построен дискретный аналог в виде 

0=+⋅++⋅+⋅− xxxx
T
xxx QPFJrBvAvj ρµω ,         (19) 

0=+⋅++⋅+⋅− yyyy
T
yyy QPFJrBvAvj ρµω ,          (20) 

0=+⋅++⋅+⋅− zzzz
T
zzz QPFJrBvAvj ρµω ,          (21) 

и (9), где j  - мнимая единица. И в этом случае можно указать 
аналогию между уравнениями (9, 19-21) и уравнениями 
электрической цепи с источниками синусоидального напряжения, 
рассмотренной в приложении 7. Последние решаются методом 
градиентного спуска к седловой точке известной функции. Таким 
образом, и в этом случае метод решения непрерывных уравнений 
(6.8) сводиться к методу решения соответствующих дискретных 
уравнений (9, 19-21), изложенному в приложении 7. 
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Приложение 7. Электрическая модель 
решения модифицированных 
уравнений Навье-Стокса 
 
 
Здесь рассматривается электрическая модель для решения 

модифицированных уравнений Навье-Стокса и следующий из нее 
метод решения этих уравнений. 

Описываемые далее электрические цепи содержат 
трансформаторы постоянного тока или трансформаторы 
мгновенных значений. Такие трансформаторы впервые были 
рассмотрены Деннисом [33]. Поэтому в дальнейшем они 
называются трансформаторами Денниса и обозначаются как TD. 
Деннис предложил TD как абстрактную математическую 
конструкцию (для интерпретации математической теории) и 
разработал теорию электрических цепей постоянного тока, 
включающих TD, резисторы, диоды, источники тока и напряжения.  

В [32] рассматриваются электрические цепи, содержащие TD и 
моделирующие различные задачи регулирования и оптимального 
управления. Анализ таких цепей позволяет формулировать 
алгоритмы решения соответствующих задач. 

Для решения нашей задачи рассмотрим электрическую цепь, 
представленную на рис. 1, где 

rRRR ,,, 321  - сопротивления, 

Jiii ,,, 321  - токи в этих сопротивлениях, 

321 ,, EEE  - источники постоянного напряжения, 

321 ,, TDTDTD  - трансформаторы Денниса, 

321 ,, LLL  - индуктивности, 

321 ,, kkk  - коэффициенты трансформации этих 
трансформаторов. 

Сначала рассмотрим цепь постоянного тока, в которой 
отсутствуют индуктивности. В [32] показано, что такая цепь 
описывается уравнением вида 

0=−⋅ EiR ,      (1) 
где 
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,,

3

2

1

3

2

1

E
E
E

E
i
i
i

i == ,     (2) 

,
00

00
00

2
33231

32
2
221

3121
2
1

3

2

1

kkkkk
kkkkk
kkkkk

r
R

R
R

R ⋅+=   (3) 

причем 
222211 ikikikJ ⋅+⋅+⋅= ,    (4) 

а все величины, входящие в эти формулы, могут быть векторами (в 
смысле векторной алгебры). 

E1
R1 TD1

E2
R2 TD2

E3
R3 TD3

r

i1

i2

i3

J

L1

L2

L3

 
Фиг. 1. 

 
В [32] показано, что уравнение (1) является необходимым и 

достаточным условием минимума функции 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅=Φ TT iEiRi

2
1

,    (5) 

причем 
0→J  при ∞→r .      (6) 

Минимум функции (5) и, следовательно, решение уравнения (1) 
могут быть найдены методом спуска по градиенту  

EiRb −⋅= ,      (7) 
функции (5), где шаг по градиенту определяется по формуле 

bRb
bba T

T

⋅⋅

⋅
=       (8) 

и 
baii prevnext ⋅−= .     (9) 

 
Теперь рассмотрим цепь с источниками синусоидального 

напряжения 321 ,, EEE  круговой частоты ω  и индуктивностями 

321 ,, LLL . В [22, 23] показано, что такая цепь описывается 
уравнением вида 

0=−⋅+⋅⋅⋅ EiRiLjω ,   (10) 
где j  - мнимая единица, величины Ei,  являются векторами с 

комплексными компонентами и определяются по (2), R  
определяется по (3), а 

.
00

00
00

3

2

1

L
L

L
L =     (11) 

В [22, 23] показано, что уравнение (10) является необходимым и 
достаточным условием существования единственной седловой 
точки некоторой функции расщепленных токов – см. также раздел 
1.2. При этом решение уравнения (10) может быть найдено методом 
спуска по градиенту, для чего на каждом шаге новое значение тока 
определяется по  

baii prevnext ⋅−= .    (12) 
где 

EiRiLjb −⋅+⋅⋅⋅= ω ,   (13) 
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( ) bRLjb
bba T

T

⋅+⋅⋅⋅

⋅
=

ω
.   (14) 

Здесь, так же, как и в случае постоянного тока, выполняется 
условие (6). 
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