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Sinopsis. Un cuerpo en rotacion induce una fuerza gravitatoria sobre una particula de prueba
perpendicular a su movimiento, similar a lo que ocurre con la fuerza magnética. En completa
analogia con el electromagnétismo existe una interaccion entre un cuerpo rotante y un cuerpo
dotado de un momento dipolar gravitomagnético: o sea, un acoplamiento gravitomagnético rota-
cidén-rotacion. Estudiamos esta interaccion y la aplicamos al estudio de las perturbaciones orbitales
de un gir6éscopo que orbita la Tierra.

Abstract. A rotating body induces a gravitational force on a test particle perpendicular to its
motion, similar to what happens with the magnetic force. In complete analogy with
electromagnetism there is an interaction between a rotating body and a gravitomagnetic dipole
moment: that is, a gravitomagnetic rotation-rotation coupling. We study this interaction and
apply it to the study of orbital perturbations of a gyroscope orbiting the Earth.

1. Introducccion

Es bien conocida la interaccion entre la rotacion de la Tierra y un girdscopo que la orbita, que
tiene como resultado la precesion del eje de rotacion del girdscopo. [ 1] Es un efecto gravitomagnético,
que tiene su origen en una fuerza gravitatoria que es perpendicular al movimiento de la particula
sobre que la que actua, similar a la fuerza magnética sobre una carga en movimiento.

Esta fuerza gravitomagnética producida por la Tierra por su rotacion diaria tiene otros efec-
tos, entre ellos la variacion de los parametros orbitales que sufre un satélite que orbita en torno a
ella. [1] Lo que proponemos en esta investigacion es estudiar el efecto que la fuerza gravitomagnética
tiene sobre la 6rbita de un girdscopo, como resultado de la interaccion entre la rotacion de la Tierra
y larotacion del giréscopo, lo que hemos llamado acoplamiento rotacion-rotacion.

2 Fuerza gravitomagnética sobre un momento dipolar gravitomagnético
Se define el momento dipolar gravitomagnético de un conjunto de masas en una forma
similar al momento dipolar magnético, es decir

1
m = EJ‘ pravdlV
donde pes la densidad de masa y elegimos un sistema de referencia fijo en el centro de masas del
sistema. Como el momento angular intrinseco del conjunto de masas es J = jpr AvVdV entonces

es valida la relacion

1
m=—J.
2
La aproximacion lineal de la teoria general de la relatividad [2] permite representar los
campos gravitatorios por dos vectores de campo: E y B (denominados gravitoeléctrico y
gravitomagnético respectivamente) que derivan de los potenciales Ay ¢
O0A
ot
y que cumplen unas ecuaciones muy similares a la teoria electromagnética
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VE =-47Gp; VAEz—aa—B
t

VB =0; vaB= 479, 10E
c c” ot

donde G la constante de gravitacion universal y j la densidad de corriente de la fuente. Notese el
signo de la primera de las ecuaciones (diferente del que aparece en las ecuaciones de Maxwell)
que nos informa del caracter atractivo de la gravitacion para masas de igual signo. También se
aprecia otra diferencia mas significativa, es el signo menos de la Gltima de las ecuaciones, en
contraste con el signo mas que aparece en las ecuaciones electromagnéticas.

La lagrangiana de una particula que se mueve en un campo gravitatorio se deriva de la
expresion

——mc> (1)

donde 7 es el tiempo propio de la particula. Al aplicar (1) a la teoria lineal de la gravitacion se
obtiene entre otros términos

OL=4mA v
que es la parte gravitomagnética de la lagrangiana. Al aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange a la
anterior lagrangiana se obtiene, entre otras, la fuerza gravitomagnética que actua sobre una parti-
cula de masa m' en un campo gravitatorio débil

F=4m'v AB. 2)
Démonos cuenta del coeficiente 4 que afecta a la expresion (2), que no aparece en la fuerza de
Lorentz del electromagnetismo. En otras formulaciones de la aproximacion lineal de la gravitacion
se prefiere que este coeficiente numérico aparezca en las ecuaciones de campo y no en la ecua-
cion de movimiento, evidentemente el resultado final es el mismo en uno y en el otro caso.

Un cuerpo dotado de un momento dipolar magnético m que se encuentra en un campo

electromagnético inhomogéneo de intensidad B sufre una fuerza neta dada por

F=V(m-B) 3)
que se deriva de (2). * [3] [4]
El resultado (3) puede extenderse al caso del campo gravitatorio débil y entonces afirmar

que cuando un cuerpo dotado de un momento dipolar gravitomagnético m se encuentra en un
campo gravitomagnético de intensidad B se ve sometido a una fuerza dada por

F=4V(m-B) 4)
donde de nuevo tenemos que considerar el factor numérico 4. Obsérvese que al igual que en el
electromagnetismo la fuerza neta sobre un dipolo gravitomagnético es nula si el campo
gravitomagnético es uniforme, o sea, el mismo en todo punto.

Para el caso de un cuerpo esférico que rota con un momento angular intrinseco J el campo
gravitomagnético que produce en un punto exterior es dado por [5]

G 2
B=—— [723=3r(r-J)].

aplicando este resultado en (4) y teniendo presente que el momento dipolar gravitomagnético no
depende de la posicidn en que se encuentre, tenemos que la aceleracion que sufre el dipolo es
F 3G

—m[S(er -m)(e,-J)e, —(m-J)e, —(e,-m)J—(e,-J)m], 5)
donde e, =r/r es el vector unitario radial. Dada la pequefiez de (5) cabe entenderla como una
aceleracion perturbativa, como haremos a continuacion para determinar la perturbacion orbital que

sufre un girdscopo orbitando la Tierra.

W =

D~
m

* La férmula (3) esta limitada al caso de dipolos magnéticos que tengan un tamafio pequefio en comparacion
con la variacion espacial del campo magnético. En esta situacion nos encontramos en nuestra investigacion
de un giréscopo orbitando la Tierra.
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4 Sistemas de coordenadas

Para el estudio de las perturbaciones de un satélite orbitando la Tierra vamos a considerar el
sistema de coordenadas pseudocartesianas K (x, y, z) que tiene su origen en el centro de la Tierra,
el eje z coincide en direccion y sentido con su eje de rotacion y el eje x se dirige hacia el equinoccio
de primavera o nodo ascendente de la drbita terrestre en torno al Sol.

El sistema K’ (X, ¥, Z) tiene su origen en el centro de la Tierra, el eje X se dirige hacia el
nodo ascendente de la érbita del satélite y el plano X-Y es por donde se mueve el satélite.

Bajo estas premisas el angulo entre los ejes x y X es la longitud del nodo ascendente Q
(medida por el ecuador) y el angulo entre los ejes z y Z es la inclinacion de la drbita 7 respecto al
ecuador celeste.

Para pasar del sistema K al K’ es necesario hacer dos rotaciones. La primera de ellas de
valor Q alrededor del eje z, y la segunda una rotacion de angulo i en torno al eje x. Por tanto los
vectores basicos del sistema K’ (e e, e , ) estan relacionados con los vectores basicos del siste-
ma K(ex,ey,ez)por

e, =cosQe +sinQe,
e, =—cosisinQe +cosicosQe  +sinie,
e, =sinisinQe —sinicosQe  +cosie. .

Ahora es necesario obtener los vectores unitarios asociados con el triedro comovil en las
direcciones radial e, , transversal e, y normal e, . El vector unitario radial se encuentra en el plano
X-Y'y es paralelo a r (vector de posicion del satélite), entonces

e =cosue, +sinue,
donde u es el angulo contado desde el nodo ascendente hasta el satélite

u=0+w

0 es la anomalia verdadera, mientras que @ es el argumento de latitud del pericentro, es decir,
angulo contado desde el nodo ascendente hasta el pericentro. El vector unitario transversal del
satélite es perpendicular a e, y también se encuentra en el plano de la érbita

e, =—sinue, +cosue,
finalmente el vector unitario normal es perpendicular al plano orbital

€,=¢€;

Para simplificar los calculos vamos a suponer que el nodo ascendente del satélite coincide

con el equinoccio, por tanto Q =0, lo que no significa ninguna pérdida de generalidad, porque

cualquier otro valor de Q originaria una situacion idéntica a la anterior.
Los vectores basicos comdviles en funcion de los vectores unitarios de K quedan

e, =cosue +cosisinue  +sinisinue .
e, =—sinue +cosicosue  +sinicosue. (6)
e, =—sinie  +cosie. .

El satélite sigue una orbita kepleriana, pero sus elementos orbitales van variando con el
tiempo a causa de la perturbacion. Entonces serd aceptable usar la ecuacion de la elipse para
describir la orbita

all-e?)
rE— (N
1+ecosé

donde a es el semieje mayor y e la excentricidad. El mdédulo del momento angular orbital L del
satélite de masa m' cumple la relacion

0= : ®)

Para la orbita kepleriana se cumple
L* =m'ka(1-e?) )
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donde k=GMm', siendo M la masa del cuerpo central. n es el movimiento medio definido por

27 GM
n=— -m-= 3
T a

siendo 7T'el periodo orbital.

6 Aceleraciones perturbatrices
Vamos a referir el vector momento dipolar gravitomagnético al sistema K, de tal forma que
m=m,e, +m,e, +m,e,=msincxcos e, +msinasin fe, + mcosce ,,
por tanto para posicionar el giréscopo orbitando necesitamos seis parametros: las tres coordenadas
de posicion del centro de masas del satélite (7, €, ¢, en coordenadas esféricas) y las tres componen-
tes del momento dipolar (mx,my,mz .
Desarrollando (5) y teniendo en cuenta que J =.Je _ obtenemos

3G [S(mx cosu+mysinucosi+mzsinusini)Jsinusini—sz}e, -

Wy=—"- . . o L
crm —(mx CoSu +m , Sinucosi+m, smusmz)Jez —(mxex +me + mzez)Jsmusmz
de donde calculamos las componentes radial W ", tangencial W' y normal " de la aceleracion
perturbativa

W"'=W-e,; W"=W-e,; W'=W-e

haciendo uso de (6)

3G . . : oo . N
wh=—— ,(3mesmucosusml+3mesmzusmlcosz+3szsm2usmzz—JmZ)
cr'm
" 3G . . 2, S
w =ﬁ(—mecosucosz—2mesmucos 1—2szsmusmlcos+me) (10)
cr'm
: 3G SR . o . .o .
w =ﬁ(—2mecos usini—2Jm  sinucosusinicosi —2Jm_sinucosusin 1+mesml).
cr'm

Para calcular la variacién de los elementos orbitales del girdscopo es necesario aplicar las
ecuaciones de Gauss [6]
di 1 r
—=——F——=—W"cosu

dt  pal-e* a

_ 52
@=—2 [eW’sin6’+—a(1 ¢ )W’}

dt  p1-e? r

J1—p2 11
£=L{W’sin9+W’(cosﬁ+l—Lﬂ b
dt na e ae

aQ_ 1 "wega
di  pasininl—e’ @
do_~l-e’

dt nae

{—W’cos@+[l+ W’siné’}—cosid—Q

r
a(l-e?) dt
donde i es la inclinacion de la orbita respecto al ecuador, a es el semieje mayor de la drbita eliptica,
e su excentricidad, Q es la longitud del nodo ascendente de la 6rbita medida por el ecuador y @ es
el argumento de latitud del pericentro, angula medido por el plano orbital desde el nodo ascendente
de la 6rbita hasta su pericentro y en el sentido del movimiento del satélite.

7 Variacion de los elementos orbitales

Lo que nos interesa no es la variacion instantanea de los parametros orbitales sino su varia-
cion secular. Para hacer este calculo promediamos la variacion durante un periodo orbital. Veamos
como ejemplo la variacion secular de la inclinacion de la drbita. De la primera de las ecuaciones
(11) y de la segunda de las ecuaciones (10) se tiene
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2

cos” u ) sinu cosu .
—me[ Jcosz—2me (—Jcoszl

3 3
r r

di 3G 1

dt c’m' pa*1-e?

(12)

—2Jm_ (wj sinicosi+ Jm (%}

r r
que depende de dos parametros variables: la anomalia verdadera 8 (yaque u =8 + @ )y la distan-
cia r del centro de la Tierra al satélite. Para obtener la variacion secular vamos a integrar sobre un
periodo 7' las cantidades que se encuentran entre paréntesis, que son las que van variando a
medida que el girdscopo se mueve por su Orbita. Asi para el primer paréntesis tendremos
2

cos’u cos’(0+w®) cos’@ , sin’@ ., , sinfcosd

7 — 3 = 5 COS w + 7SI @ — 24— SINWCOSA.

r r r r r
Calculamos el valor medio del primer sumando del (iltimo miembro
2 2 2 2
(cos3 Gj _ 1 _[COS th:l.‘- c:os3 .0
T 0

3
r r T

do=

r

_ 29 _
r3Ld@—TLa(l_ez)_([(1+ecos0)cos 6=0
mr>

donde hemos usado las relaciones (7) y (8). La misma técnica se utiliza para las restantes integra-
les que surgen al promediar (12), resultando

éi__i_ﬁ_;L_( . )
dl‘ = 2 Mczm'a7/2 I’I’IXCOSZ emycosco

calculado, como para los restantes elementos orbitales, hasta la primera potencia de la excentrici-
dad, que suponemos pequeiia. Para evitar expresiones engorrosas vamos a suponer que el satélite
tiene una drbita polar (i = 90°)y que el pericentro coincide con el nodo ascente de la 6rbita (@ = 0°),
entonces la variacion de los elementos de la orbita es

3 |G Jem, 3/G  Jme .
:5 Hm:; Hmslnacosﬁ

_lzf cos 20 m ¥
= 0

R
S

—

7\
R

~
Il
S

(%J o (13)
dt

do) 3 [G Jm, 3 [G Jm
dr ) 2\ M cmd? T 2 chm,amcosa

donde m es el moédulo del momento dipolar gravitomagnéticoy ary Sson los angulos de las coorde-
nadas esféricas del vector momento dipolar respecto al sistema K.

8 Evaluacion numérica

De (13) encontramos que la tnica significativa variacion es la del argumento de latitud del
pericentro, lo que significa que el pericentro del satélite se va moviendo respecto al nodo de la
orbita. Si suponemos que tanto el astro central como el girdscopo que lo orbita son esferas homo-
géneas tendremos para sus momentos angulares intrinsicos

2 2
J=§Mm%g f=§mR”d2

donde M, Ry @ son la masa, radio y velocidad angular de rotacion del astro central, mientras que
m',R', @" son los correspondientes valores para el girdscopo. Entonces
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2pr2 '
(a’_a)): 3 \/GMR Roo cosa (14)
dt 25

c Za 7/2
donde hemos tenido en cuenta que m =.J'/2 . El caso mas favorable corresponde a & =0.

Podemos comparar (14) con el resultado obtenido para la correspondiene perturbacion que
sobre un satélite (sea o no un giréscopo) produce el gravitomagnetimso terrestre [1]

do 6GJ cosi
(—j T (s)
da ) czaB(l—ez)
tomando el valor maximo de (15) vemos que la proporcion con respecto al acoplamiento rotacion-
rotacion es

JGa
Rr2a)/

expresion que nos sirve para hacer una valoracion numérica. Si suponemos un girdscopo de
1 metro de radio que gira a 1,000 rpm en una 6rbita rasante con la superficie de la Tierra, se
encuentrra que el efecto gravitomagnético, ya de por si muy débil, es unas 10'° veces mayor que
el acoplamiento rotacion-rotacion. Concluimos que, al menos en experimentos terrestres, el efecto
que sobre la d6rbita de un girdscopo tiene el acoplamiento entre la rotacion de la Tierra y la del
girdéscopo es completamente despreciable.

20

9 Conclusiones

Hemos analizado la fuerza que surge como resultado de la interaccion gravitomagnética
entre la rotacion de un astro central y un girdscopo que lo orbita. Nos hemos centrado en el estudio
de las perturbaciones orbitales que produce dicha fuerza. Obteniendo como resultado que estas
perturbaciones son infimas y por tanto imposibles de medir, al menos en experimentos realizados en
el ambito terrestre.

Debemos aiiadir que el estudio del acoplamiento rotacion-rotacion ha sido particularmente
activo en lo referente a la interaccion entre el spin de una particula elemental y la rotacion terrestre,
de donde surgen situaciones de interés como el incumplimiento del principio de equivalencia, o mas
concretamente de la dependencia de la fuerza gravitatoria de la masa de la particula sobre la que
actaa. [7] [8] [9]

Seiialar por tltimo que, desde hace tiempo, se han disefiado y realizado experimentos en la
superficie terrestre para detectar la fuerza que actua sobre un giréscopo, sin que se hayan encon-
trado resultados concluyentes. [10] [11] [12]
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