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Streszczenie

Artykul zawiera analize ztozonosci problemu rozgrywki w otwarte kar-
ty w brydzu, przy uzyciu miar zaproponowanych przez Louisa Victora
Allisa w [2]. Oszacowane sg w nim zlozonosci przestrzeni stanéw i drzewa
wspomnianej gry.
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1 Miary zlozonosci gier

Louis Victor Allis w [2] zaproponowal i, postugujac sie przykladami wielu gier,
uzasadnil zasadno$¢ nastepujacych miar oceny trudnosci znalezienia rozwigzania
dwuosobowych gier z doskonalg informacja, o sumie stalej!:

e Zlozono$¢ przestrzeni stanéw (ang. state-space/search-space complexity)
jest to liczba legalnych, réznych pozycji osiagalnych z pozycji poczatkowe;j.

e Zlozono$¢ drzewa gry (ang. game tree complexity) jest to liczba lisci
w drzewie poszukiwan rozwigzania poczatkowej pozycji gry.

Gdy przez M oznaczymy drzewo poszukiwan algorytmu Minimax o ko-
rzeniu w J, to drzewem poszukiwan rozwiazania wezla J (ang. solution

1Wiecej na temat takich gier i metod ich rozwigzywania mozna znalezé w bardzo licznej
literaturze, np. [6,12,14,21,23].



gra logarytm dziesietny ze ztozonosci zrodia
przestrzeni stanéw  drzewa gry

Koétko i krzyzyk (3x3) 3 5 2]
Czwoérki (Connect Four, 7x6) 13 21 2,3]
Rozgrywka w widne w brydzu 17 29

($rednia dla 13 lew)

Warcaby angielskie (amerykan- 18 31 2]
skie)

Othello (Reversi, 8x8) 28 58 2]
Warcaby miedzynarodowe 30 54 [2]
(10x10)

Szachy 47 123 [2,25]
Hex (11x11) 57 98 [27]
Gomoku (15x15, freestyle) 105 70 2]
Go (19x19) 171 360 [2,26]

Tabela 1: Szacowana ztozono$¢ wybranych gier.

search tree of a node J) nazwiemy poddrzewo M skladajace sie ze wszyst-
kich weztéw M az do glebokosci rozwiazania wezta J.

Glebokosé rozwiazania wezla J (ang. solution depth of a node J) to mini-
malna glebokosé na jaka trzeba zna¢ M aby moéc ustalic¢ ile wynosi wartosc
minimaksowa pozycji J.

Wyzej opisane miary sa dos¢ proste i niezbyt dokladne. Nie uwzgledniaja
one wielu czynnikéw (np. istnienia symetrii, mozliwosci budowania bazy kon-
céwek, itd.). W pracy [19] mozna znalez¢ analize dotychczas rozwiazanych gier
ktora wskazuje, ze zbiér tych gier rézni sie nieco od zbioru gier ktére powin-
ny by¢ rozwiazane wg. miar zaproponowanych przez Allisa. Pomimo to, miary
te wciaz sg bardzo popularne. Prawdopodobna przyczyna tego stanu rzeczy jest
relatywna latwosci oszacowania ich wartosci dla poszczegdlnych gier. Opraco-
wania [1,2,19,27] zawieraja szacowane wartosci zdefiniowanych miar dla wielu
popularnych gier logicznych. Cze$é z nich mozna znalezé w tabeli 1.

Dokladniejsza analize i dodatkowe propozycje zwiazane z szacowaniem trud-
nosci gier zawieraja m.in. prace [27] i [19]. Autorzy artykutu [27], zwracaja m.in.
uwage, ze w grach w ktérych podczas trwania rozgrywki maleje liczba dostep-
nych stanéw gry na ogét mozliwe jest zbudowanie bazy konicéwek? (i zapamieta-
nie jej przy uzyciu akceptowalnie malej przestrzeni dyskowej), co znacznie ula-
twia znalezienie rozwiazania. Przyktadowo, przy intensywnym wykorzystaniu
bazy koncowek, udato sie znalezé rozwiazanie dla tak zlozonej gry jak warca-
by amerykanskie [24]. Grami spelniajacymi wspomniany warunek sa takze po-
szczegblne problemy rozgrywkowe w otwarte karty. Niestety, na ogdl zapisanie

2Baza koncéwek zawiera pozycje ktére moga pojawié sic w konicowej fazie gry, ich warto-
$ci minimaksowe i, opcjonalnie, najlepsze posuniecie jakie mozna w nich wykonaé¢ lub liczbe
ruchéw do konica gry. Wiecej informacji i algorytm budowania bazy koncéwek mozna znalezé
np. w [6].



obszernej bazy koncowek dla wszystkich elementéw z rodziny takich probleméw
(r6zniacych sie poczatkowym rozlozeniem kart) nie jest mozliwe.

2 Problemu rozgrywki w otwarte karty (i ozna-
czenia)

Problem rozgrywki w otwarte karty w brydzu polega na wyznaczeniu optymal-
nej linii rozgrywki przy zalozeniu pelnej wiedzy o rozkladzie (wszystkich) kart
i bezblednej gry wszystkich uczestnikéw.

Problem ten i jego efektywne rozwigzanie sa bardzo wazne, zaréwno z punk-
tu widzenia (statystycznej) analizy rozdan przez brydzystéw (por. np. [16]) ja-
ki i jako cze$é skladowa algorytméw wyznaczajacych sub-optymalne decyzje
przy kartach zakrytych (zaréwno w rozgrywce jak i licytacji czy wiscie — por.
m.in. [10, 15,17, 18, 20]). Przykladowo, w rozgrywce, mozna rozwiazaé szereg
probleméw rozgrywki w otwarte karty, dla wielu ukladéw kart ,pasujacych”
do znanych kart, licytacji i weczesniejszej gry przeciwnikéw i zagraé karte ktora
okazala si¢ wygrywajaca w najwickszej liczbie przypadkéw. Prosze zauwazy¢,
ze takie postepowanie wymaga, by problemy skladowe bedace gra w otwarte
karty rozwiazywaé bardzo szybko. Dlatego wiele osoéb, wlozylo mndstwo pracy
w opracowanie technik to umozliwiajacych (np. [4,5,7-9,11,22]).

Kolejne rozdzialy zawieraja oszacowanie wartosci ztozonosci przestrzeni sta-
néw oraz drzewa gry dla problemu rozgrywki w otwarte karty. Bede w nich
postugiwal sie nastepujacymi oznaczeniami charakteryzujacymi rozpatrywanag
gre:

e S — przestrzen stanowa (zbiér wszystkich pozycji),

e N :S — 2° — funkcja wyznaczajaca nastepniki danej pozycji, tj. s' € N(s)
oznacza, ze ' jest osiagalny z s poprzez wykonanie jednego ruchu;

o SUITS — zbiér koloréw (typowo: trefle, kara, kiery, piki);

HANDS — zbiér rak (w brydzu: North, East, South, West);

R = |HANDS| — liczba rak (w brydzu: R = 4);

e K — liczba kart w posiadaniu kazdej z rak na poczatku gry (w brydzu:
K =13).

3 Zlozonosc¢ przestrzeni stanéow

Wielko$é¢ przestrzeni stanowej (|S]) 1 tym samym jej zlozonoéé, dla problemu

rozgrywki w otwarte karty, mozna oszacowaé z géry w nastepujacy sposob:
Liczbe rozlozen kart, takich ze jedna z rak posiada k kart (gdzie 0 < k < K),

za$ kazda z pozostalych ma ich k albo k — 1 (w tym drugim przypadku, jedna



karte dolozyla do biezacej lewy) mozna oszacowaé z gory przez:

s =) as Ry 0
h=1

Pierwszy czynnik iloczynu we wzorze (1) wiaze sie z liczba k-elementowych
podzbioréw kart kazdego z graczy. Drugi szacuje liczbe mozliwych wyboréw
kart (spos$réd wspomnianych k-elementowych podzbioréw) wchodzacych w sklad
tworzonej lewy. Gdy nie ma kart w lewie, jest jeden mozliwy wybor. Gdy jest h
kart w lewie (gdzie h € {1,..., R — 1}), kazda sposrdd co najwyzej R rak moze
lewe rozpoczaé, za$ z kazdej spoérdd h rak ktére dolozyly do lewy mogta byé
zagrana jedna spo$rod co najwyzej k kart.

Oznacze f(0) = 1 (liczba rozlozen pustego zbioru kart).

Liczbe standéw w ktorych jedna z rak posiada k kart, zas kazda z pozostalych
ma ich k albo k — 1 jest nie wicksza niz:

fo(k) = (K =k +1)f (k) (2)

Czynnik (K — k+ 1) zwiazany jest z lewami wezesniej zdobytymi przez poszcze-
golne pary. Po zagraniu K — k pelnych lew, kazda z nich mogta, potencjalnie,
zgromadzi¢ od 0 do K — k lew, co daje K — k + 1 mozliwosci.

Ostatecznie, liczba wszystkich stanéw mozna oszacowaé, z gory, nastepujaco:

S| <D fulk) (3)
k=0

Dla brydza (R = 4, K = 13) szacowanie to wynosi okoto 2 - 1017,
Poniewaz przy obliczeniach czesto mozna nie rozrézniaé pozycji rézniacych
sie¢ jedynie liczba wczesniej wzietych lew, to dla oceny ztozonosci problemu,

wazna jest tez wartos$cé:
K

> fk) (4)

ktéra dla brydza (R = 4, K = 13) jest liczba réwna okoto 3 - 1016.

4 Ztozonosci drzewa gry

Poniewaz rozgrywka w otwarte karty ma stala dlugosé (zawsze konczy sie po za-
graniu wszystkich R- K, w brydzu 52, kart), to zlozonoéé drzewa gry jest réwna
wielko$é drzewa gry (ang. game tree size) zdefiniowanej jako liczba wszystkich
mozliwych sposobéw rozegrania gry [1], lub réwnowaznie jako liczba lisci w drze-
wie minimaksowym o korzeniu w pozycji poczatkowej sj.

W zaleznosci od poczatkowego uktadu kart wielkosé ta, moze wyniesé nawet:

K\ (5)



Typ gry: | bezatutowa | w kolor
Srednia szacowana wielko$¢ drzewa gry 2,4-10% 6,8-10%8
Sredni blad kwadratowy wartosci éredniej 0,2-10% | 0,6-10%8
Odchylenie standardowe 7,4-10%3 3,5-10%3
Minimalna warto$¢ w prébie 8,9-10'8 8,9-10'8
Maksymalna warto$¢ w prébie 1,5-10% 1,5-10%
Wielko$é proby 410" 410"

Tabela 2: Znaleziona numerycznie, szacowana wielkosé drzewa gry.

Taka wielko$¢ drzewa gry wystapi w rozdaniach w ktorych kazdy z graczy, be-
dzie mégl za kazdym razem zagra¢ dowolna z posiadanych kart. Przyktadowo:
wistujacy bedzie posiadal wszystkie karty w jednym kolorze i bedzie to kolor
atutowy lub gra bedzie w bezatu (wszyscy dokladajacy do kolejnych lew nie
beda mieli zadnej karty w kolorze wistu).

Dla brydza liczba opisana wzorem (5) wynosi okoto 1,5 - 1039,

Dolne ograniczenie na wielko$¢ drzewa gry, mozna uzyskaé np. zakladajac,
ze kazdy z dokladajacych do lewy graczy bedzie miat tylko jedng mozliwo$c¢:

K! (6)

Dla brydza liczba ta jest réwna 13! ~ 6,2 - 10°.

Nastepujace, doktadniejsze szacowanie dolnego ograniczenia wielkoSci drze-
wa problemu rozgrywki w otwarte karty w brydzu, zawarl w swojej rozprawie
doktorskiej [13] Ian Frank: Niech s, bedzie liczba kart posiadana przez r-ta reke
w k-tym kolorze (dla dowolnej reki r € HANDS i koloru k € SUITS). Naturalnie
Y kesuirs Srk = K. Najmniejsza liczba mozliwych do wyboru, w trakcie cale-
go rozdania, zagran z reki r zwiazana jest z takim przebiegiem gry, ze r nigdy
nie bedzie wistowala i rownocze$nie zawsze bedzie doktadata do koloru. Liczba

ta wynosi:
H Srk! (7)
k€SUITS

Stad, liczba mozliwych, réznych przebiegbéw calej gry nie moze by¢ mniejsza niz:

H H S'I’k‘! (8)

reEHANDS ke SUITS

Liczba opisana wzorem (8) jest najmniejsza dla rozdan w ktérych wszystkie
rece beda mozliwie najbardziej zréwnowazone. W brydzu jest ona najmniejsza
gdy kazda z rak ma uklad 4-3-3-3 i wtedy, wynosi ona okoto 7,2 - 10**. Ian
Frank policzyl takze, ze dla losowego rozdania, oczekiwana warto$¢ dolnego
ograniczenia wielkosci drzewa gry opisanego wzorem (8) wynosi dla brydza 1, 05-
10'8.

Rozpietoéé pomiedzy dolng (7,2 -10'4), a gérna (1,5 - 103°) szacowana wiel-
koscia drzewa gry dla problemu rozgrywki w otwarte karty w brydzu jest bardzo
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Srednia liczba mozliwych do dolozenia kart

Rysunek 1: Srednia liczba kart mozliwa do dolozenia przez graczy do kolejnych
lew w brydzu. Wartosci zostaly obliczone doswiadczalnie, przy zalozeniu loso-
wych przebiegdéw rozgrywek.



duza. Prawdopodobnie, znaczne sg tez réznice wielkosci samych drzew uzyska-
nych dla réznych, poczatkowych uktadéw kart.

Jaka jest jednak oczekiwana wielkoscig drzewa dla tej gry? I jaki jest jego
oczekiwany ksztalt? Wiadomo, ze co czwarta pozycja jest wistowa. Z reki wi-
stujacej mozna zagra¢ dowolna z posiadanych kart i w zwiazku z tym stopnie
rozgalezienia kolejnych pozycji wistowych wynosza odpowiednio 13,12,...,1.
Jaka jest jednak srednia liczba kart mozliwa do dolozenia przez graczy do ko-
lejnych lew?

By oszacowadé jaka jest odpowiedZ na wyzej postawione pytania, wykonano
nastepujacy eksperyment (niezaleznie dla gier atutowych i w bez atu):

1. Wylosowano prébe P rozdan (gier).

2. Dla kazdego z wylosowanych rozdan p € P przeprowadzono losowg roz-
grywke (kolejne zagrania byty wybierane z jednostajnym prawdopodobien-
stwem) uzyskujac ciag pozycji so(p), - . ., s51(p) okreslajacych jej przebieg.

3. Oszacowano liczbe kart mozliwa do dolozenia przez graczy do n-tej lewy
(n=1,...,13) w grze p € P jako:

3

degp(n) = Z |N(54(n71)+i(p))|/3

i=1

Uzyskane dla kolejnych rozdan z préby P wyniki usredniono:

deg(n) =y _ deg(n)/|P|

peP
Rezultat przedstawiono na wykresie 1.

4. Oszacowano wielko§¢ drzewa gry p € P jako: H?io [N (s:(p))]- Wielkosé ta
usredniono dla calej préby P, wyniki zebrano w tabeli 2.

Wykres 1 przedstawia $rednig liczba kart mozliwa do dolozenia przez graczy
do kolejnych lew w brydzu. Nieco wieksze wartosci uzyskane dla rozgrywek
w bez atu niz gier atutowych wynikaja prawdopodobnie z faktu, ze w grach bez
atutowych czesto latwiej jest wyrobié i wziaé na forty (do ktérych gracze moga
doklada¢ dowolne z posiadanych kart), gdyz nie trzeba w tym celu pozbawiaé
przeciwnikéw atutéw.

Ponizsze twierdzenie uzasadnia poprawnos¢ metody szacowania wielkosci
drzewa uzytej w powyzszym eksperymencie:

Twierdzenie 1. Niech D = (S,s;,N) bedzie drzewem o skoriczonym zbiorze
weztdw S, z wyréznionym korzeniem s; € S, o funkcji nastepnikéw N : S — 25
(N (s) to zbidr dzieci wezla s € S). Przez L oznaczmy zbidr lisci drzewa D.
Rozwazmy eksperyment polegajgcy na przejsciu drzewa, od korzenia do liscia
poprzez losowe wybieranie kolejnych nastepnikéw (z jednostajnym rozkladem



prawdopodobienistwa). Przez P(l), gdzie | € L, oznaczmy prawdopodobienstwo
dojscia do liscia l, tj.
p)y= I NI

seW(l)

gdzie W (1) to zbidr wszystkich wezléw lezgcych na $ciezce od sy do l, zawierajgcy
s1 1 mie zawierajgcy L.

Ponadto, z powyzszym eksperymentem zwigzemy zmienng losowg X : L — N
zdefiniowang, dla dowolnego | € L, réwnoscig:

seW(l)
Wtedy:
EX =|L|
Dowdd.
EX =Y PO)X(1) =) 1=|L| O
leL leL
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