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Resumen

En la presente tesis se presentan las formulas de las trazas de las matrices y,, de Barut-
Muzinich-Williams para espin 1, las cuales son analogas de las matrices de espin 1/2 de
Dirac. Estas se introducen en las ecuaciones relativistas de Weinberg-Tucker-Hammer para
2(2S+1). Ademas se comprobd que existe el mapeo entre el formalismo vector-tensor y el
formalismo 2(2S +1). Las formulas de las trazas pueden ser utilizadas en el célculo de las
amplitudes de dispersion, secciones eficaces y los espectros de estados ligados de energia
para bosones.
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Introduccion

La dindmica cuéntica de particulas es un area que describe los fendmenos que resultan de
las interacciones en distancias interatomicas o intermoleculares. La electrodinamica
cuantica es una descripcion detallada de la interaccion entre fotones y particulas cargadas
de tipo fermidnico. La teoria cuantica comparte ciertos rasgos con la descripcion clasica,
particularmente esto puede ser visto en la integracion de Feynman con integrales de
camino. De acuerdo con la descripcion de la dptica clasica la luz viaja sobre todos los
caminos permitidos, y su interferencia determina los frentes de onda que se propagan de
acuerdo con el principio de Fermat. Similarmente, en la descripcion cuantica de los fotones
(y los fermiones), estos pasan por cada camino posible permitido por aberturas o sistemas
Opticos. En ambos casos el observador detecta simplemente el resultado de la superposicion
de todas las ondas consideradas por medio del método de integrales de camino.

La QED (Quantum Electrodynamics, Electrodindmica Cuéntica) es una teoria fisica
que tiene mejor acuerdo con experimentos, ademas QED fue la primera teoria cuantica del
campo en la cual las dificultades para construir una descripcion completa de campos y de
creacion y aniquilacion de particulas cuanticas, fueron resueltas satisfactoriamente
Mateméticamente, podemos decir que la electrodindmica cuantica tiene la estructura de una
teoria de norma abeliana con el grupo de norma U(1). EI campo de norma que intermedia la
interaccidn entre campos de espin-1/2 con carga es el campo electromagnético.

El resultado de interaccion de un sistema de particulas cargadas y fotones puede ser
calculado mediante un céalculo perturbativo. En concreto la comparacion con los
experimentos realizables frecuentemente requiere el calculo de los elementos de la matriz S
que permiten encontrar las secciones eficaces de dispersion para una particula y compéralas
con los resultados experimentales.

Cada uno de los términos perturbativos admite una representacion grafica conocida
como diagramas de Feynman. De hecho, la electrodinamica cuantica fue histéricamente la
primera teoria donde se usaron diagramas de Feynman como ayuda en el calculo
perturbativo. La forma de cada uno de los términos perturbativos y, por lo tanto, la
representacion grafica asociada depende de la forma del lagrangiano que caracteriza dicha
teoria (ver mas adelante).

Los resultados de los calculos de matrices y* en el caso de espin 1/2 han sido
desarrollados y se usan siempre. Nuestro objetivo en la Tesis es desarrollar métodos de
calculos matriciales en el caso cuantico como la interaccién de dos particulas bosénicas de
espin 1. Las ecuaciones de Weinberg-Tucker-Hammer sin masa, son equivalentes a las
ecuaciones de Maxwell en la eleccion bien definida de las condiciones iniciales y de
contorno, lo que demuestra su coherencia. Ademas, nuestros resultados son aplicables
también en el caso mésico.

La presente tesis contiene 3 Capitulos, asi como una Introduccion y las
correspondientes Conclusiones. El primer Capitulo es una introduccion a las herramientas
matematicas que empleamos en el presente trabajo asi como una revision general de la
mecanica cuantica relativista. EI Capitulo 2 presenta el formalismo para las particulas de
nuestro interés, particulas con espin 1, y se mencionan sus propiedades y las reglas
matematicas para poder hacer célculos de sus amplitudes y espectros de energia. El
Capitulo 3 discutimos las matrices y* y matrices y*'para espin % y espin 1,
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respectivamente sus trazas y productos. Los métodos de cdlculo estan relacionados
con los articulos de Caianeallo, Fubuni, Chisholm, Kahane. Ellos sirven para calculos
de matrices S de dispersion. En este mismo capitulo se presenta los calculos realizados
usando el programa Wolf Mathematica con matrices espin 1 para trazas. Finalmente en la
conclusion enlistamos los resultados, asi como presentamos la Conclusion del trabajo.



Capitulo 1

Funciones de Campo para Particulas
Relativistas

En esta parte damos una introduccion a la notacion y los conceptos bésicos que seran
necesarios a lo largo de la tesis. La exposicion se presenta de acuerdo con la referencia [1].

1.1 Notacion Relativista.

Cualquier teoria fundamental de la naturaleza, tiene que ser coherente con la relatividad,
asi como con la teoria cudntica. Por lo tanto, comenzamos estableciendo una notacion para
las teorias relativistas. Suponemos que el lector estd familiarizado con la relatividad
especial.

Consideremos dos componentes en el espacio tiempo (x,y,z,t) y (x + dx,y + dy, z +
dy, t + dt). Podemos generalizar la nocion de la distancia entre dos puntos en el espacio
de Minkowski, este es llamado intervalo ds. A fin de que ds es igual para todos los
observadores inerciales, debe ser invariante bajo transformaciones de Lorentz y rotaciones,
y asi viene dada por

ds? = c?dt? — (dx? + dy? + dz?). (1.1)

Por supuesto, podriamos haber definido ds? = dx? + dy? + dz? — c?dt?; pero escogemos
(1.1) para una conveniencia que utilizaremos mas adelante. Con la definicion, eventos que
estan separados por el intervalo de temporaloide (timelike) tiene ds? > 0; los que estan
separados por el intervalo de espacialoide (spacelike) ds? < 0; y los que estan separados
por el intervalo nulo (lightlike) ds? = 0. En la fisica y las matematicas, el espacio de
Minkowski o espacio-tiempo de Minkowski (llamado asi por el mateméatico aleman-polaco
Herman Minkowski) es el ajuste matematico en el que la teoria de Lorentz, Poincaré y
Einstein de la relatividad especial es mas convenientemente formulado.

En el espacio 3-dimensional de coordenadas (x,y,z) son considerados como los
componentes de un 3-vector, y dr? = dx? + dy? + dz? es invariante bajo rotaciones. Esta
forma cuadratica es la suma de los cuadrados, y asi definida positiva. El intervalo invariante
ya no es definido positivo. Definimos

xt = (x0x%x2,x3) = (ct,x,y,2),
xy = (%0, %1, %2, %3) = (ct, —x, =y, —2). (1.2)

Y haciendo que la regla de que el invariante se consigue mediante la suma sobre un indice
superior y un indice inferior:

ds? = Y3 _odxtdx, = c?dt* — dx?* — dy?* — dz*. (1.3)



Un 4-vector como x*, con el indice arriba es llamado vector contravariante y uno como x,,,
con el indice abajo es llamado vector covariante. El producto interno entre un vector
contravariante y un vector covariante es un invariante (escalar). Para simplificar la
notacion, nosotros adoptamos la convencion de suma: un indice que parece una vez en la
parte superior y una vez en la parte inferior es convencionalmente una suma de 0 a 3:

Y=o VEV, > VHY,. (1.4)

La relacion entre x* y x,, (o entre cualquier vector contravariante y su homoélogo) puede ser
dado introduciendo un tensor métrico g,
Xy = Guvx’
— 0 1 2 3
= GuoX" + gu1x" + Gu2x” + guszx’, (1.5)

donde la convencidén de sumatoria es utilizada. Por inspeccion de (1.2), tenemos que
x% = xy,x! = —x; etc., entonces de (1.5) estd claro que Juv puede ser escrito como la
matriz diagonal

1 0 0 0
(o -1 0 o

9ow={"0 0 -1 o) (1.6)
00 o0 -1

donde las filas y columnas corresponden a las componentes 0, 1, 2 y 3. Su inversa se
escribe

1 0 0 0
gv=(0 -1 0 o0} (1.7)
00 -1 0]
00 0 -1

De hecho, tiene los mismos valores de g, en el espacio de Minkowsky (en coordenadas
cartesianas), pero esta igualdad no se cumple en el espacio de Riemann.

Esta claro que g, contiene toda la informacion acerca de la geometria del espacio, en
este caso, el espacio-tiempo de Minkowski. En relatividad general, juega un rol activo
desde que la geometria del espacio no se fija de antemano, pero depende de qué es la
materia en €l. Las ecuaciones de campo de Einstein, por ejemplo, son ecuaciones para
Guv ().

Observando los operadores diferenciales, definimos

] 10 0 0 @ (1.8)
00 = g = 0000 = (G555 5)
10
- (z57)
10
a” = gﬂvav = (;a'_v)' (19)



dando el operador diferencial invariante de Lorentz de segundo orden

_qupy —L109* (9® 9% 97\ _ 103
=2 a“ c2 at2 (6x2 + ay? + 622) c2 9t2 Ve (1'10)
llamado el operador de D’ Alembert.
El 4-vector de energia-momento de la particula es
=) m=(Gor) 118
p—c;p» P#— C;p ()
dando el invariante
2 E? 2,2
pe=pipy=Z—pP p=mc (1.12)
cuandoc =1
p? = E2 — p? = m? (1.13)
También se puede usar la notacion p - x por p,x*:
px=pxt=Et—p-r. (1.14)

1.2 Ecuacion de Klein-Gordon

Ahora estamos en condiciones de escribir una ecuacién de onda para una particula de
espin cero, una particula escalar. Como su espin es cero solo tiene una componente, que
denotamos por ¢. La ecuacion de onda se obtiene de la ecuacion (1.12) mediante la
sustitucion de los operadores diferenciales para E y p, es decir.

E > ihz, p - —ilV. (1.15)

La ecuacion (1.12) entonces nos queda

1 02 5 m?c?
2oV )Ptz =0

que se convierte, en unidades 7 = ¢ = 1 usando (1.10),

(O+m?)p =o. (1.16)

Esta se conoce como la Ecuacion de Klein-Gordon. Tengamos en cuenta que sustituyendo
(1.15) bajo la aproximacion no relativista de (1.12), E = p?/2m (aqui E es la energia
cinética solamente) se obtiene la ecuacion de Schrodinger para una particula libre:



oo 09 117
—V2¢ = ih— - (1.17)

De esto se deduce que la ecuacion de Schrédinger es la aproximacion no relativista de
la ecuacion de Klein-Gordon.
La densidad de probabilidad en el caso no relativista es bien definida positiva

p=¢"¢p>0. (1.18)
Y la corriente de probabilidad es
j=—2-(¢"Ve — V). (1.19)
Obedecen a una ecuacion de continuidad
P v j=2 4 d) - (72 — $v2")
ot (')qb] ot ¢¢ ngqf Z) VP
(2P _ L w2 ) ( M g2 2)=
('b(at vad) +¢ 6t+2mv¢ 0,

sin embargo, las expresiones correspondientes para la ecuacion de Klein-Gordon muestran
que la densidad no estd definida positivamente. Esto es gracias a que para ser debidamente
relativista, p no puede transformarse como un escalar a (1.18), sino lo que define a la
componente temporal en el 4-vector corriente, cuya componente espacial es j, esta dada por
(1.19). Entonces p esta dada por

ih « 09 ag”
p=am(# 5 9%) (1.20)
Y j* forma el 4-vector:
. . ih 5 ih o
=) == ¢"(0,, V) = — 0K, (1.21)
donde por definicion
AOFB 4 ~[Ad*B — (9" A)B]. (1.22)

Y usando (1.8), tenemos la ecuacion de continuidad
. ih
o =5 -(¢°0¢ —9le") =0, (1.23)

Donde ¢* también obedece a la ecuacidon de Klein-Gordon. Entonces p y j son la densidad
de probabilidad y de corriente que queremos. Sin embargo, esto inmediatamente presenta
un problema, porque p, dada por la ecuacion (1.20), a diferencia de la expresion (1.18) para
la ecuacion de Schrodinger, no es positivo definida. Como la ecuacion de Klein-Gordon es
de segundo orden, ¢ y d¢/dt pueden ser fijados de forma arbitraria en un momento dado,
entonces p puede ser tomado en valores negativos, y su interpretacion como una densidad
de probabilidad tiene que ser abandonada. La interpretacion de la ecuacion de Klein-



Gordon como una ecuacion para una particula, como funciéon de onda ¢, por lo tanto
también tiene que ser abandonada. Sin embargo, estd bien conocida la interpretacion de p
como densidad de carga eléctrica.

Vale la pena notar aqui que ¢ se ha supuesto que es compleja. Si se toma como ¢ reales,
entonces p en (1.20) se anula, y lo mismo ocurre con j. La interpretacion correcta de que ¢
es compleja es por la descripcion de particulas cargadas, ¢ real corresponde a particulas
eléctricamente neutras, y p y j son entonces la carga y las densidades de corriente, en lugar
de la densidad de probabilidad y la densidad de probabilidad de corriente

Existe otro problema con la ecuacion de Klein-Gordon, y esa es la solucion de (1.12),
considerada como una ecuacion de E, es

E = +(m*c* + p>c®)V/%; (1.24)

entonces las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon contienen términos de energias
negativas como también energias positivas. Para una particula libre, cuya energia es una
constante, esta dificultad puede ser evitada, pues podemos elegir que la particula tenga
energia positiva, y los estados de energia negativa pueden ser ignorados. Pero una de las
particulas que interactiian puede intercambiar energia con su entorno, y no habria nada para
detener que bajen en cascada hasta infinitos estados de energia negativa, que emiten una
cantidad infinita de energia en el proceso. Esto, por supuesto, no sucede, por lo que plantea
un problema para la ecuacion de Klein-Gordon de una particula. La interpretacion de ¢
como un campo cudntico, aclara este problema asi como el anterior.

Ahora pasemos de particulas escalares a particulas con espin, empezando con particulas

L1 . . .
de espin 5 » que son descritas por la ecuacion de Dirac.

1.3 Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac, a diferencia de la ecuacion de Klein-Gordon, es de primer orden,
y es valida para particulas con espin 1/2; como la ecuacion de Klein-Gordon expresa nada
mas que la relacion relativista entre la energia, el momento y la masa; debe disponer de las
particulas de cualquier espin. La ecuacion de Dirac (y las ecuaciones de Maxwell y Proca,
que se derivaran a continuacion) puede ser derivada de las propiedades de transformacion
de espinores en el grupo de Lorentz.
Conocemos que la forma explicita de las matrices de Pauli (o) es:

0= D= Dm0 w2

Sabemos que la correspondencia entre SU(2) y O(3) implica que los grupos deben tener
una estructura similar, y por lo tanto que sus generadores tienen las mismas relaciones de
conmutacion. De hecho, puede ser facilmente comprobado que las matrices de Pauli se
obedecen:

0,0 + 0jo; = 26, (1.26)
[6:, 0;] = 6107 — g;0; = 2ieV¥ g,
donde



+1; si (ijk) es una permutacion par de (123)
€:jk = 1—1; si (ijk) es una permutacion impar de (123) (1.27)
0; de otra forma

A continuacion daremos una introduccion al Grupo de Lorentz y SL(2,C), analoga a la
correspondencia entre SU(2) y el grupo rotacion. Las transformaciones de “empuje” (en
ingles boost) de Lorentz puras son aquellas que conectan dos sistemas (o marcos) de
referencia inerciales, que se mueven con velocidad relativa v. Supongamos que los ejes de
los sistemas son paralelos entre si. Si el movimiento relativo es a lo largo de el eje x, las
ecuaciones que los relacionan son

X+ vt t + vx/c?

J1— vz/cz.

X = y =Yy, z =z, t =

V1= vz/cz’
(1.28)
3 _

. 1
Poniendo y = (1 —v2/c?)" 72, B =v/c, x =ct, x! =x,x% =y,x3 =z, estas son
expresadas como

x¥ = y(x®+px), 1V =y@Bx"+x1), x¥=x% x¥=x% (129)
Observando que y2 — B2y? = 1, podemos parametrizar

y = cosh ¢, ypB = senh ¢.

La transformacion en términos de la variable ¢, con tanh ¢ = v/c = B. Asi, tenemos

x’ cosh¢p senhg¢p 0 0\ /x°
x| _|[senh¢ cosh¢p 0 0|[x? (1.30)
x?' 0 0 1 0 x?
x3' 0 0 0 1 x3

Llamaremos a esta matriz, la matriz de empuje L. El generador K, de esta transformacion
de empuje a lo largo de el eje x esta definida de acuerdo con la formula

0 1.0 O
_10B __:1 0 0 O
* 7 T0¢l g, o o o0 of (1.31)
0 0 0 O
De manera similar, los otros generadores son
0 01 0 0 0 0 1
_ 198 __:0 0 0 O _10B __:/0 0 0 O
y = Towl,, - 1 0 0 0] KT Ta6les 000 of (1.3
0 0 0 O 1 0 0 O



En la notacion matricial de 4 X 4, los generadores de rotacion de grupo SO(3) pueden
escribirse

00 0 0 000 0 00 0 0

_ {00 o0 o0 _ {0 0o 0 -1 _ {00 1 0)\qs3

Ss==ilg 0 o 1) 5="tlo 0 0 o) S="ilo -1 o o]t
00 -1 0 01 0 0 0 0 0 0

La transformacion de Lorentz més general estd compuesta de empujes en las tres
direcciones, y rotaciones alrededor de los tres ejes, y tiene los seis generadores (1.31) —
(1.33). Sus relaciones de conmutacidon pueden calcularse, siendo estas

[Kx,l(y] = —i§, y permutaciones ciclicas,
[S,, K, ] = 0, etc. (1.34)
[Sx, Ky] = K, y permutaciones ciclicas.

Una de las consecuencias interesantes de estas relaciones es que las transformaciones
de Lorentz puras no forman un grupo, ya que los generadores K no forman un algebra
cerrada bajo la conmutacion. Por lo tanto, el conmutador de dos empujes infinitesimales en
diferentes direcciones x,y contiene, en virtud de las previas ecuaciones, una rotacion
alrededor del eje z (u otros ejes) y este es el origen de la precesion de Thomas.

La manera en que se transforman los espinores de Pauli estd dada si notamos que las
relaciones de conmutacion anteriores satisfacen

K=tz (1.35)

Asi que deberia haber dos tipos de espinores, correspondientes a los dos signos posibles
de K.

Introduzcamos la operacion de paridad (inversion del espacio), bajo la cual la velocidad
en los empujes de Lorentz cambia de signo: v = —v. Entonces los generadores K cambian
de signo, K — —K, igual que las componentes de un vector, mientras que S no cambian de
signo S — +S. Comportandose pues como un vector axial o pseudovector, que €s como
efectivamente se transforma el momento angular bajo la paridad.

Se sigue que las representaciones (s, 0) y (0, s) se intercambian,

(s,0) & (0,s) bajo paridad, (1.36)
y por lo tanto
§on (1.37)
donde
£ exp|iZ- (8 —igp)|¢ = Mg, (1.39)

nﬁexp[i%-(eﬂd))]n = Nn



Si consideramos la paridad, entonces, no es suficiente considerar los 2-espinores & y 1
separadamente, sino el 4-espinor

= <§ ) (1.39)

Bajo las transformaciones de Lorentz, i se transforma de la siguiente manera:
<5> R 030 (0-i) 0 (5) _ (D(A) 0 > (f) (1.40)
n 0 20 (0+i¢) J \] 0 DWW/ \n/

D(A) = 01/, D" (A)61, 7, (1.41)

Con

donde A denota una transformacion de Lorentz general, que podemos escribir como
xk = Ajx?, (1.42)

Bajo paridad, ¥ se transforma como

§-¢ D)

El 4-espinor ¥ define un espacio vectorial para la representacion irreductible del grupo
de Lorentz, si consideramos espinores de cierta paridad. Notese, sin embargo, que la
representacion (1.40) no es unitaria; esto es porque la matriz exp(o - ¢p) no es unitaria. En
general, en mecanica cudntica, uno estd interesado solamente en representaciones unitarias
de un grupo de simetria, ya que son sélo estas las que conservan la probabilidad en una
transicion entre dos estados. Este problema estd relacionado con el hecho de que el grupo
de Lorentz, a diferencia del grupo de rotaciones es no compacto. Esto corresponde a
grandes rasgos a la observacion de que las velocidades, que son los parametros de los
empujes de Lorentz, toman valores dentro de un conjunto semi-abierto que corresponde a
una linea de v/c =0 a v/c = 1, mientras que los angulos en un rotaciéon abarcan desde
0 = 0 hasta 8 = 2m (estos puntos son tales que linea ha sido circundada). El espacio grupal
del grupo de rotaciones es finito, pero el del grupo de Lorentz es infinito, asi que el grupo
de Lorentz es no compacto. Hay, ademas un teorema de las representaciones unitarias de
grupos no compactos son infinito-dimensionales. Otro grupo importante es el grupo de
Poincairé. Lo que se tiene actualmente es la proposicion hecha por Wigner de que el grupo
fundamental en fisica de particulas no es del grupo de Lorentz (homogéneo) considerado
arriba sino del grupo de Lorentz inhomogéneo, comunmente llamado grupo de Poincaré,
que consiste de empujes de Lorentz, rotaciones, y también translaciones espaciales y
temporales. Un analisis de este grupo da un entendimiento méas profundo.

Particularicemos ahora las transformaciones (1.40) al caso de boosts puro de Lorentz
(6 = 0), y al mismo tiempo renombramos los 2-espinores { y 7:
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§— dr, NPy (1.44)

R y L por izquierda y derecha (en ingles right y left) respectivamente. Tenemos asi

or(p) - e%""l’q,‘)R(O) = [cosh(¢/2) + o - nsenh(¢/2)]p(0), (1.45)

donde n es un vector unitario en la direccion del empuje de Lorentz. Supongase que el
espinor original ¢z (0), se refiere a una particula en reposo, y el transformado ¢z (p), a un
sistema de referencia en el que la particula tiene el momento lineal p. Si y = cosh ¢,
yf = senh ¢, tenemos

cosh(¢/2) = [(y + 1)/2]*/2, senh(¢/2) = [(y + 1)/2]'/?,

de manera que (1.45) se escribe
bx®) = [(2)" 400 ()] 0e ), (1.46)

ya que para una particula con energia total E = /p? + m?, masa m y momento p, tenemos
y = E/m (c = 1) laecuacion (1.46) se escribe

E+m+o- p

De manera similar encontramos
$L(p) = =" ,(0). (1.48)

Ahora, cuando una particula esta en reposo, no se puede definir si su espin es derecho o
izquierdo, asi que ¢z(0) = +¢,(0). Esta formula es la Relacion de Ryder [1],[2],[3].
Entonces a continuacion de (1.47) y (1.48) se tiene que

dr(p) = £ E+m—a'p ¢, (p). (1.49)

De la misma manera

E — .
¢.(p) =+ Tﬁpd)R (p). (150)
Podemos reescribir estas ecuaciones como
+mer(p) + (£ +0-p)¢.(p) =0
(E—o-p)pr(p)¥me,(p) =0 (1.51)

O en forma matricial
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(E—c-p Fm = 0] (1.52)

Definiendo el 4-espinor como en la férmula (1.39):

v0 = (51 459
y las matrices de 4 X 4
=@ D=0 ) ass

y® = ((1) _01) =iy’y'y?y? = vs.

tenemos la ecuacion (1.52) se convierte en:
(Y°E +y'p; —m)p(p) = 0 (1.55)

(Notar que p#* = (é,p), Pu = (%, —p), entonces, Y°E + y'p; = y°E —y - p)
(v#pu —m)(p) = 0. (1.56)

Esta es la ecuacion de Dirac para particulas masivas de espin 1/, en el espacio de momento
lineal.

En el caso de particulas sin masa tenemos, por ejemplo de (1.51), que la ecuacion se
descompone en dos ecuaciones, cada una para un espinor de 2 componentes (m = 0)

(E+o-p)p.(p) =0, (1.57)
(E —o-p)pr(p) = 0.

Estas son conocidas como las ecuaciones de Weyl. Ya que para una particula sin masa,
E = |p|, estas ecuaciones son (p = p/|p|)

0 PP, =—¢,, 0 -PPr = Pp.

El operador o - p mide la componente de helicidad en la direccion del momento. Por lo
tanto los espinores de Weyl son eigenestados de la helicidad, y el espinor izquierdo
(derecho) tiene helicidad negativa (positiva). Tradicionalmente ha sido supuesto que los
neutrinos son particulas sin masa, y por lo tanto descritos por las ecuaciones de Weyl (una
de ellas). Pero experimentos recientes (de oscilaciones entre sabores de neutrinos) indican
que pueden tener masa. La forma de deducir la ecuacién de Dirac dada anteriormente,
difiere de la que sigui6 Dirac originalmente [4]. El proposito de Dirac fue encontrar una
ecuacion que no tuviera los problemas de la ecuacion de Klein-Gordon, ademas que sea de
primer orden en derivadas parciales, temporales y espaciales.
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1.4 Prediccion de las antiparticulas
Vimos que la ecuacion de Klein-Gordon sufre de dos defectos: la densidad de
probabilidad no siempre es positiva, y pueden ocurrir estados de energia negativa. Por esta

razén la ecuacion de Klein-Gordon fue descartada y Dirac buscd una ecuacion que la
reemplazara. Esta ecuacion a diferencia de la de Klein-Gordon, es de primer orden:

(iy*9, —m)y = 0. (1.58)

Las matrices y# deben ser las matrices 4 x 4, la ecuacion (1.54) (sustituimos p, por
id,en la ecuacion (1.55)).
Aplicando el operador iy#d, otra vez a esta ecuacion:

[~(r*9,)(r¥a,) — i(y*a,)m]y =0,
—(y*yva,0, + m?*)y = 0.

Ahora, 9,0, = 8,0, asi y*y" puede ser reemplazado por la combinacion simétrica.

1 1
E (‘yﬂyv + -yv‘yﬂ) = E {‘yu—, VV}_H (1593)

para obtener
~*y"38,0, + mp = 0. (1.59b)

Por otra parte, la relatividad requiere que la relacion energia-momento-masa se
satisfaga, y por tanto que cada componente de 1 satisfaga la ecuacion de Klein-Gordon

(%9, + m?)yP(x) = 0. (1.60)

lo que esta en concordancia con (1.59b).
Se sigue entonces que el coeficiente ante 9,3, es g*”, véase la ecuacion (1.7), asi

{r#,v"} =2g"". (1.61)

Esta es la relacion general que los coeficientes y# deben satisfacer. Tomando
sucesivamente 4 =v =0, 4 = v =iy 4 # v, vemos que se cumple

2=1 () =-1 yH'=—y"r* = (1.62)
Es claro que si las cuatro y#’s satisfacen (1.61), también lo hace
y# = Syks1t (1.63)
donde S es la matriz lineal de 4 x 4, y la ecuacion de Dirac serd pues satisfecha por
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Y =Sy, (1.64)

Construyamos ahora una corriente de probabilidad j#, para la ecuacion de Dirac
analoga a (1.21) de la ecuacion de Klein-Gordon, y veamos si la densidad es positiva.
Tomando la ecuacion de Dirac en la forma (1.58).

Ahora tomamos el hermitiano conjugado de esta ecuacioén, notando de (1.54) que

yor =y0, (yi)T = —y’. Entonces,

Wt (=iy® 0o+ iy! 9;— m) = 0. (1.65)

Aqui YT es un vector fila, y 50 y 5i operan sobre €l de la izquierda. Esto no tiene forma
covariante pero multiplicamos en la derecha por y,, y usamos (1.62) para obtener

P(iy#9, +m) =0, (1.66)

donde
Y =yty?, (1.67)

se llama el espinor adjunto de 1 de Dirac. Las ecuaciones (1.58) y (1.66) pueden ser usadas
ahora para mostrar que la corriente es

J* = PyHp. (1.68)

La corriente se conserva:

3" = (0 0)y 4 + Py (9, 9) = (imp)yp + Y(—imyp) = 0. (1.69)

La densidad j° es pues

Yyoy = Pt = [yl + [P]? + (3|2 + [ihal?

es positiva; j° podria servir entonces como densidad de probabilidad para la particula
considerada, y la ecuacion de Dirac resuelve el problema que la ecuacion de Klein-Gordon
no resolvia, vemos ahora la otra dificultad que enfrentamos con la ecuacion de Klein-
Gordon, la de los estados de energia negativos. Sin embargo aqui parece que no se resuelve
del todo. De hecho, es facil ver en (1.56) que una particula de Dirac en reposo se rige por

vPEy = mup, (1.70)
EY = my%y.

Los eigenvalores de y%son claramente +1 (dos veces) y -1 (dos veces), asi que hay dos

soluciones de energia positiva (+m) y dos de energia negativa (-m). De hecho, puede
mostrarse calculando el determinante de (1.56) que los eigenvalores de E son
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E=+(m?+ p2)1/2 dos veces,
E=—-(m?+ p2)1/2 dos veces.

Por cada valor de p, hay dos posibles soluciones de energia, correspondientes a estados
de una particula de espin !5, y dos soluciones adicionales de energias negativas. Este
resultado catastréfico fue transformado por Dirac en un triunfo. Aqui se tiene el mismo
problema que se menciond en la ecuacion de Klein-Gordon. La ecuacion de Dirac es
correcta para electréon libre, pero si tomamos en cuenta la interaccion con otra particula o
campo (digamos el campo electromagnético), el problema de los estados de energia
negativa permanece. Un electron en un estado de energia positiva puede saltar a estados de
energia negativa, y luego caer a E - —oo, emitiendo una cantidad infinita de energia en el
proceso (digamos radiacion electromagnética). La solucion de Dirac a este problema radica
en el hecho de que los electrones son fermiones que tienen espin 'z y por lo tanto obedecen
el principio de exclusion de Pauli. Dirac supuso que los estados de energia negativas ya
estan completamente llenos, y el principio de exclusion evita que ningln electron entre en
el “mar” de estados de energias negativa. Este “mar de Dirac” es el vacio fisico, de manera
que en la teoria de Dirac, el vacio no es “nada”, jsino un mar infinito de electrones,
protones, neutrinos, neutrones y demads particulas de espin '2 con energias negativas! Esta
ingeniosa teoria hace una prediccidén importante. Supongase que hay una vacante en el mar
de electrones; un “hueco” con energia —|E|. Un electron con energia E puede llenar este
hoyo, emitiendo energia 2hv, y dejando un vacio:

e~ + hueco — energia. (1.71)

El hueco aparece en nuestro mundo como si tuviera la carga efectiva +e y energia positiva,
y es llamado positron, la antiparticula del electron. Esta teoria de Dirac predijo la
existencia de las antiparticulas para todas las particulas de espin '2, que en su momento,
fueron encontradas. Se puede pensar pues que los bosones también tengan antiparticulas,
pero para ver esto se requiere tratar ¢, la “funcion de onda” de Klein-Gordon, como un
campo cuantizado. La prediccion y descubrimiento de antiparticulas es uno de los episodios
mas destacados en la historia de la fisica de particulas, e inspira confianza considerable en
la ecuacion de Dirac. De hecho la ecuacion de Dirac ha tenido destacados logros en sus
predicciones y aplicaciones. Debe notarse sin embargo que la ecuacion de Dirac no es la
ecuacion de una sola particula, ya que describe tanto particulas como antiparticulas. La
unica filosofia consistente con esto es considerar el espinor Y como un campo cuantico.

1.5 Algebra de las matrices covariantes y.

Las matrices gamma son niimeros hipercomplejos que obedecen al algebra de Clifford.
Ellas acttian en el espacio de espinores que facilitan los célculos de interacciones de
particulas con espin en el espacio-tiempo. En particular, son fundamentales para la
ecuacion de Dirac para particulas relativistas con espin.
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Tenemos que la representacion estandar de y° es:

1 0 0 0
o_[0 1 0 0
"’=lo 0o -1 o [ (1.72)
0 0 0 -1
Esto se obtiene de la representacion espinorial
(1.73)
y?=Sy°sT,
s=—(1 1) (1.74)
2\ =1/
Usando (1.74) podemos obtener:
(0 @
y = (_a 0)' (1.75)

La matriz de transferencia a la representacion de Majorana [5] de la representacion de
Weyl esta dada por

1l/1-i®@ 1400 y_1rn—-i®@ -1-i0
U_Z(—l—iG) 1—i®) u _2(1+i® 1—i®)
donde
0 -1
Os=1/2] = (1 0 )
Las matrices y estan dadas por
}/0 _ ( 0 —i®[1/2]) ]/1 _ <—i01®[1/2] 0 )
—i0[1/2] 0 ' . 0 —i010[1/2)/) (1.76)
V2= (0 —02) Y3 = <—103®[1/2] 0 )
02 0 ! ] 0 _i0-3®[1/2] !
)/5 _ <_l®[1/2] O )
0 l@[l/z] )

Es apropiado notar algunas propiedades de las trazas, muy importantes en los célculos
de amplitudes. Como estamos trabajando con matrices y# y estas son matrices de 4 x 4,
tenemos

Tr1=4 (1.77)
y empleando la propiedad ciclica de la traza, tenemos

Tr(y-a)(y-b)=Tr(y-b)(y-a)

1
= E Tr aubv{yﬂf Vv}

=a'bTr1=4a"b. (1.78)

Mostramos ahora que la traza de nimero impar de matrices y es cero. Para hacerla,
usamos el hecho de que y°, definida en (1.54), tiene las propiedades de

=1 [r*r¥l.=0. (1.79)
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Adoptemos, por conveniencia, que el producto escalar lo vamos a denotar con un “gorro”

a,y*=a-y=ad.
Entonces tenemos
Tray..a, =Tra;..a,y%y> =Trysa; ..a,y>, (1.80)

ahora movemos la y5 de la izquierda pasado por cada a, con un consecuente cambio de
signo cada vez, obteniendo eventualmente

Tray..a, = (D" Tray ...ayYsys,

asi que comparando con (1.80)
Traj ...a, =0, nimpar. (1.81)

Finalmente, en caso de los productos usamos
viyY = —yFyY + 29"
en los primero dos factores de Tr (y - a)(y - b)(y - ¢)(y - d) obtenemos
Tr(y - by -o)y-d)==Try-by )y o)y d)+2a bTr (y-c)(y-d).
Repitendo el procedimiento
Tr(y- @)y by - d) = 4(ab)(cd) ~ 4(ac)(bd) + 4(ad) (be)  (182)

puesto que
Tr (yfy*yyF) = 4(g* g — g**g"F + g*F g**).

Las formulas de trazas son utiles cuando se calculan secciones transversales de dispersion.

1.6 Construccion de los espinores de Dirac.

Primero es util saber las propiedades de las transformaciones de Lorentz de

expresiones bilineales como Y1), Yy, etc. Empecemos mostrando que 1, es cantidad
escalar.
Trabajemos en la base (1.40)

Y= (i’z) (1.83)

Y sabemos que bajo una transformaciéon de Lorentz (incluyendo la rotacion) (6, ¢),
tenemos, de (1.53),
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proexp|;0-(0—i9)| ¢ b explso-(O+ip)|,  (184)

Por lo que

o5 - dlexp|Fo- O +id)|,  of - dfexv|To-(0-ip)|g,  (185)

Es evidente que

iy = plor + ol b1, (1.86)

no es invariante del grupo de Lorentz, esto se puede verificar por aplicacion directa de la
ecuacion (1.84) y (1.85). Sin embargo, el espinor adjunto Y tiene componentes

b= =(eieD) (5 ;)= (efed). (187)
de manera que

Y = ¢l + PldL, (1.88)

es invariante (i.e un escalar) bajo transformaciones de Lorentz. El objeto Yy — Y1, esun
verdadero escalar, i.e no cambia de signo bajo tranformaciones de Lorenz.

Vemos que
wrew=Gieh (5 ) ()
= ¢ dr — Phbs. (1.89)

Es claro de (1.84), (1.85) y (1.88) que ésta es invariante bajo transformaciones de Lorentz,
pero cambia de signo bajo paridad. Por ésta razon es llamada una cantidad pseudoescalar.

Ahora considérese una cantidad py#y, la cual sospechamos que se transforma en un 4-
vector bajo transformaciones de Lorentz. Sus componentes espaciales y temporales son

VYO = plvg + ¢ Y, (1.90)
o=l (¢ (5
= ¢l o, + plovr. (1.91)

Bajo rotaciones espaciales (0 # 0, ¢ = 0) tenemos

WYy — Yy °y,
— i i i i (1.92)
Yry > —ple 27 0e2”%p, + pie” 27 a2 gy,

y si @ es infinitesimal,

vy - —of(1-200)o(14200) o+ 91 (1-200)a(1450-6)p, =
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—¢/ (60— 0 x 0)p, + ¢} (a— 0 x0)pr =YyyY — 8 x (Yyy). (1.93)

La ecuacion (1.93) describe el comportamiento de un vector bajo rotaciones: para 6
infinitesimal.

Construyamos ahora espinores correspondientes a un estado arbitrario de
movimiento de una particula de Dirac. A continuacion vamos a trabajar en la
representacién estandar, en la que y° es diagonal. De (1.70), es claramente la
representacion apropiada para describir particulas en reposo. Las soluciones de ondas
planas de ecuacion de Dirac para una particula en reposo se denotan como:

P(x) =~ u(0)e™"™, energia “positiva”

P(x) = v(0)e™ energia “negativa”, (1.94)
con dos espinores de las dos energias “positivas” y dos para las energias “negativas”
1 0 0 0
0 1 0 0
0) = , 0) = , 0) = , 0) = . .
u (0) 0 u, (0) 0 vi(0) =17 |, v(0) ) (1.95)
0 0 0 1
En la representacion estandar,
¢R) 1 (¢R + ¢L)
=S ( == . 1.96
¥ =5,) =7 \0r ~ o (99

Para un empuje de Lorentz a un marco en movimiento, tenemos de (1.40) con 6 = 0,

0-(-(5 )0 o

asi en la representacion estandar de la matriz de empuje es

B _1 _ ( cosh(¢/2)  o-nsinh(¢/2) 1.98
Mgs = SMpeS™" = (o -nsinh(¢/2) cosh(¢/2) )’ (199)
y como
E+m Y, —ml/z Ipl
cosh(¢/2) = ( T ) , senh(¢/2) = (W) , tanh(¢/2) = Tt

con |p| = (E? — m2)1/2, obtenemos
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Pz Dx — ipy

1 0 E+_m E+m
1/2 0 1 px+lpy —Pz
M=(E+m) E+m E+m
2m Pz Dx — 1Py
E+m E+m 1 0
px+ipy —Pz 0 1

E+m E+m

(1.99)
El operador de campo es

Y(x) = f(z )32E, P [ua(p)aa(p)e x4 Ve (P) bg T(p)esz] (1.100)

donde a =11, y u®@(p) y v®(p) se obtienen multiplicando M por los espinores de

reposo (1.95), dando
E + m / \.

w=(Zm) km) w=("Z) km)

Pr —Pz
E+m E+m
(1.101)
/ Pz ( —Dz
E+m E+m
(E + m>1/2 pr | (E + m)l/z 12
1= \om E+m | YT\ 2m E+m |
1 0
0 1
(1.102)

donde p;.; = py £ ipy.
La normalizacion de los espinores u es

ﬂTuT =

Sor
_/

I
=

—_o O
OOO

E
(2+mm>(1 0 El-jl-zm Ef—lm)

Socor
coco o
I

o
|
_
T
=+
3
\_

3
+
3
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y similarmente pura u;. En forma general podemos escribir las condiciones de
ortonormalizacion:

7@ ul)(p) = 6,
7 v )(p) = ~6,,
7@ p)w()(p) =0

u(ll’)'l'(p)u(a)(p) = v(“)"'(p)v(a,)(p) = %5aa" (1103)

1.7 Algunos comentarios sobre los operadores de espin.

Como ya hemos dichos, la ecuacion de Dirac describe particulas con espin 1/2, y de la
manera como la derivamos parece que se garantiza esto. Pero para completar la descripcion
necesitamos encontrar un operador de espin S; (i =1,2,3)con las relaciones de
conmutacion correctas

[SlfS]] = iEiijk. (1105)

Y su cuadrado debe ser un invariante del grupo, i.e. debe conmutar con todos los
generadores:

S-S=S%=5(s+1), (1.106)

donde s es el espin de la particula. Adicionalmente, el hecho de que hay dos soluciones a
las ecuaciones y#p,u = mu significa que S debe conmutar con y#p,,

[S,v*pu]l = 0. (1.107)

Podemos intentar como primera suposicion

s=3z=2(7 g) (1.108)

Este tiene los eigenvalores correctos para las soluciones tanto de energia positiva como de

(1.107) por que

negativa s = +§, y obedecen las relaciones de conmutacion (1.105), pero no obedece

[Z,y#] # 0.

Esto puede verse calculando directamente uno o dos conmutadores, u observando que, si
definimos

1
v = 5 "y, (1.109)

21



entonces, en la representacion estandar
k

0" = € (00 o.k) = €ijici (1.110)

y tenemos
(20 vu] = t€ijic(viguen — Yiegju)-

.. , 1

El operador relativista de espin, no es, entonces EZ’ porque el conmutador (1.107) no es
igual a cero. (Para una particula solamente en reposo, sin embargo, yHp, = Ey° y
entonces %Z es un buen operador de espin §).

En lugar de operador de espin se debe introducir el operador de Pauli-Lubauski (véase
Ref. [1]).
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Capitulo 2

Particulas de Espin 1

A continuacidn analizaremos particulas con espin mas alto. Suponemos que los fotones
no tienen masa y son descritos por ecuaciones de Maxwell, y las particulas masivas de
espin 1 son descritos por la ecuacion de Proca [6], de Weinberg-Tucker-Hammer
[2][71[8][9][10] o a través otros formalismos.

2.1 Las ecuaciones de Maxwell y Proca

Las ecuaciones de Maxwell describen los campos eléctricos y magnéticos, los cuales
son tomados como “objetos” continuos (a primera vista no tienen nada que ver con las
particulas). En el tiempo en que fueron descubiertas, no se tenia en cuenta la MC
(Mecénica Cuantica), ni de TRE (Teoria de la Relatividad Especial). Sin embargo, resulta
que son covariantes bajo transformaciones de Lorentz. Esta fue una observacion hecha por
Einstein y fue causa del nacimiento de la TRE. En lo siguiente, se busca una notacion que
exprese la covariancia explicitamente. Las ecuaciones de Maxwell (en unidades
racionalizadas de Heaviside y de Lorentz, de manera que e?/4mhc = a = 1/137 y con
c=h=1)son

(2) divB=0,  (b) rotE+2" =0,
(2.1)

() divE=p,  (d) rotB—" =],

(@) nos dice que no hay cargas magnéticas. (b) es la ley de Faraday, que se interpreta
generalmente como que un campo magnético cambiante produce un campo eléctrico. (c) es
la ley de Gauss: la carga eléctrica es una fuente de campo eléctrico. (d) es la ley de Ampere
con un término adicional de corriente de desplazamiento debido a Maxwell: la corriente
eléctrica y/o campos eléctricos cambiantes generan campos magnéticos. Las ecuaciones (a)
y (b) son ecuaciones homogéneas, (c) y (d) son las inhomogéneas. Ahora introduciendo el
4-vector potencial
A* = (¢, A) (2.2)
con
0A (2.3)

B = rotA, E=———-Vo.
ro T )

Las ecuaciones (a) y (b) quedan automaticamente satisfechas, ya que div(rot)A =0y
rot(grad)¢p = 0. Obsérvese que los miembros derechos de las ecuaciones (2.3) son las
componentes de un rotacional 4-dimensional, definido por

FHY = —FK = gHAY — 9V AH, (2.4)
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Este tiene componentes (recuérdese que 8¢ = —a;)

0i _ A0 40 _ AiA0 _ a_A _ i
FOi = 904t — giA _(at+v¢)i_ E (2.5)

Fil = gia) — giai = —eiikpk (2.6)

donde €Y% es el simbolo de Levi-Civita (L-C) totalmente antisimétrico (1.27). Las
ecuaciones (2.4) y (2.5) pueden escribirse en la forma matricial, donde las filas y las
columnas corresponden a los numeros 0, 1, 2, 3:

0 —-E' —E*? -—EB3
_| E? 0 —-B3® B?
FHY = E2 B3 0 —Bl | (27)
E® —B2 B! 0

F* es llamado el tensor de campo electromagnético. Bajo transformaciones de Lorentz se
transforma como un tensor antisimétrico de segundo rango.

FW > NNV g FoP,

Resumiendo: Si escribimos los campos eléctricos y magnéticos en términos del tensor F*Y,
entonces el enunciado de que F#*¥ es un rotacional 4-dimensional significa que las primeras
dos ecuaciones de Maxwell (homogeéneas) satisfacen automaticamente, y em,aﬁa"F“ﬁ =0
donde &, €s tensor de Levi-Civita del espacio de Minkowski.

Consideremos ahora las ecuaciones inhomogéneas (c) y (d). Ambas estan contenidas en
la ecuacion covariante

8, F1 = j. (28)
Con
J' = (p,)). (2.9)
Sise hacev =0da
0,F10 + 0,F204+95F%° = p, (2.10)
divE =p

lo cual es (c), ysise hacev=1da

0oFO1 + 0,F2149,F31 = ji,
dEl @ ] (2.11)
22 . 7 p3_ 7 p2_ ;1
ot "o, 0 oD T

que es la primera componente (d) de la ecuacion (2.1). Otras componentes de la ecuacién se
pueden obtener haciendo v = 2y 3.
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Sumando y restando (2.1b) y (2.1d) obtenemos (suponiendo que la corriente es cero,
y multiplicando la segunda ecuacion por i)

%(E+iB)—Vx(B—iE)=O,

5 (2.12)
a(E—iB)—Vx(B+iE)=O
Lo que podemos reinscribir como:
%(E+iB)+iVx (E+iB) = 0,
0 (2.13)
—(E—iB) — iV x (E —iB) = 0.
at
El producto vectorial puede ser escrito usando el tensor de Levi.Civita por ejemplo
[V x D]¢ = ¢i/kg; Dk (2.14)
Entonces tenemos en coordenadas:
9 (E +iB)! — ie/*3;(E + iB)¥ = 0,
at
P) , y (2.15)
o (E— iB)' +ie/%9;(E — iB)* = 0.
Ahora usando la representacion cartesiana de la forma (Si)jk = —ig'k, obtenemos:
2 €+ B) +(5) 0;(E + iB)k = 0
at J ' (2.16)
0 . i
(B iB)! — (5/)“0,(E — iB)* = 0. (2.17)
Multiplicamos por i las ecuaciones (2.16) y (2.17):
i oY . ik .o\ k
lat(E + iB)! = —i(S- V)™ (E + iB)*, (2.18)

0 . .
ia(E — iB)! = +i(S - V)*(E — iB)*.

Después de sustitucion (de acuerdo con la mecanica cuéntica, véase (1.15)) de operadores
de energia y momento obtenemos las formas hamilténicas de las ecuaciones de Maxwell:

Hay=—i(S-V)=(S-P),
Hay = +i(S V) =—(S-Pp), (2.19)
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que significa que son también las ecuaciones cuénticas[11].

Aunque (2.3) especifica los campos eléctrico y magnético en términos de Ay ¢, no son
los Unicos, bajo una transformacién de calibracion de norma

A>A-Vy p> ¢+ (2.20)
que tiene la forma covariante,
A* = AR 4 0t y, (2.21)

donde y es una funcion escalar arbitraria. E y B permanecen sin cambio; lo mismo con
FHV:

FHWV 5 WV 4 (9HY — 9V9H)y = FHY; (2.22)

si las derivadas parciales conmutan.
Sustituyendo (2.4) en (2.8) vemos que A* satisface

[lav — ¢ av(9,4+) = j". (2.23)

donde trabajamos con el pardmetro de calibracion &
Podemos ahora hacer uso de (2.21) y escoger un y tal que el A* satisfaga la condicién
de calibracion de Lorentz:

9
9, A" = a—‘f +V-A=0, (2.24)

Con esta eleccion de calibracion la ecuacion (2.23) se convierte en
Llax = j#, (2.25)
la cual representa las bien conocidas ecuaciones

0P oy _ 9%A _ (2.26)

Sus soluciones dan los potenciales de Liénard-Wiechert. En el vacio, la ecuacion (2.25) es
[14* =0, (2.27)

que significa que cuando la naturaleza cuantica del campo electromagnético esta
completamente explotada, pareceria corresponder a particulas sin masa (que por lo tanto
viajan a la velocidad de la luz).

Ahora tenemos que las ecuaciones de Maxwell estdn en forma covariante. Las
ecuaciones homogéneas (2.1a) y (2.1b) estan resumidas en la ecuacion (2.4). Las
ecuaciones inhomogéneas (2.1c) y (2.1d) estan resumidas en la ecuacion (2.8). Ahora
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mostraremos que hay una forma habil de combinar las ecuaciones (2.3) y (2.4), tal que no
se necesita hacer referencia al vector potencial A*. De (2.4) se sigue que

OAFHY + QHFVA + QVFM = (. (2.28)
Definimos ahora el tensor dual F#¥ por

Fv 1 o (2.29)
F = E € F;)a

Sus elementos son
0 —-B' —-B? B3
gw—|BY 0 B —E? (2.30)
B? —FE3 0 El |
B> E? —E' 0

Para la antisimetria de e#*¥P9, se sigue que la ecuacion
9, F* =0 (2.31)

reproduce (2.28); alternativamente (2.30) da las ecuaciones de Maxwell (2.1a) y (2.1b). En
conclusidn, las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en la forma compacta

9, F = j?,
y 2.32
9, F* =0, (2.32)

la Gltima ecuacién significa ausencia de monopolos magnéticos.
Las particulas masivas de espin 1 obedecen ecuaciones que generalizan las
ecuaciones de Maxwell (sin fuentes). Son conocidas como las ecuaciones de Proca:

FKV = gHAY — 9V AH; 0,F*Y + m2AY =0 (2.33)
Tomando la divergencia de la segunda ecuacion tenemos
mZaUAv =0, (234)

y como m? # 0, encontramos que 9,4 = 0; la condicion de Lorentz, siempre es valida
para particulas masivas de espin 1 descritos por la ecuacion de Proca. Se pierde la libertad
de transformaciones de calibracidn que tenian las ecuaciones de Maxwell. De hecho, como
F*Ves un invariante de calibracion, se sigue de (2.33) que las ecuaciones para particulas
masivas espin 1 no son invariantes de calibracion.

Juntando las dos ecuaciones en (2.33) obtenemos

(O +m?)a* = 0. (2.35)
porque probamos:
9, A* = 0. (2.36)
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Sin embargo la restriccion (2.36) no siempre es necesaria en las teorias de multiespin [12].
La ecuacién (2.35) muestra, como es de esperarse, que tenemos particulas de masa m (es
compatible con la teoria de relatividad, E? — p? = m?). La ecuacion (2.36) es una
condicion impuesta a las cuatro componentes de A#, asi que hay solo tres componentes
independientes, lo que es apropiado para una particula masiva de espin 1%

Haciendo un recuento general de las ecuaciones de onda tenemos

(O+m?)¢p =0, (Klein-Gordon)

(iy*9, —m)yp =0, (Dirac)

(O +m?)y =0,

0, F* =0, (Maxwell)
[la# = o,

d,F* + m2AY = 0, (Proca)

(LJ+m2)a* =o.

Cada componente de campo de espin %2 y espin 1 satisfacen una ecuacion de Klein-Gordon
(con m = 0 para el fotdn), que es después de todo, solamente un requerimiento de la
. ] A . @ . .
relatividad (E? —p?2=m?) y la teoria cuantica (E ~is, po —lV). Vimos
anteriormente que la ecuacion de Dirac podria derivarse considerando la transformacion de
espinores bajo el grupo de Lorentz, y puede mostrarse que las ecuaciones de Maxwell y
Proca pueden obtenerse de la misma manera. Entonces estas ecuaciones para campos de
espin diferente de cero, podemos considerar como simplemente una relacion entre las

componentes de espin. La ecuacion de Klein-Gordon es simplemente la construccion a la
que tienen que obedecer todas las componentes de las ecuaciones relativistas.

Una observacion final: en nuestra derivacion de la ecuacion de Dirac, nos basamos en
la suposicion de que las componentes de campo de espin % forman un espacio vectorial
lineal, adecuandolo como base para construir una representacion del grupo de Lorentz.
Después tendremos que someter los campos a la segunda cubanizacion que nos da més
informacion sobre las propiedades fisicas de los campos cuanticos, por ejemplo
investigando las relaciones de conmutacion que deben mantenerse entre ellos (entre
amplitudes de estados correspondientes)

2.2 Teoria de Weinberg con 2(2S + 1) componentes

2.2.1 Principios basicos para la construccion de campos cuanticos

Nuestro objetivo principal de este capitulo es presentar las explicitas reglas de construccion
de teoria de campos para los calculos de perturbacion.
El tratamiento se basa en tres postulados principales.
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(1). Teoria de Perturbacion. Asumimos que la matriz S puede ser calculada por la férmula
de Dyson:

)" oo ’ ’
S = Yo S [7 dty .. dt, T{H'(ty) ... H'(t,) } (2.37)
Ahora dividimos el hamiltoniano H en una parte del hamiltoniano de particulas libres H, y
un hamiltoniano de interaccién H'. Definimos H'(t) como el hamiltoniano de interaccion
en la representacion de interaccion [13]:

H'(t) = exp(iHyt)H'exp(—iH,yt)

(2). Invariancia de Lorentz de la Matriz S. Requerimos que S sea invariante bajo
transformaciones adecuadas ortocronas de Lorentz. Esto ciertamente impone una
restriccion mas fuerte en H, y H' de que solo se transforman como las energias. Una
condicion suficiente y necesaria por la invariancia de S es:

H'(t) = [ d3xH (x,¢), (2.38)
donde:
(@) H(x) es un escalar. Esto es, que a todas las transformaciones de Poincaré x* —
A*,xV + a* les corresponde un operador unitario U[A, a] de tal manera que

UIA, alH (x)U™ YA, a] = H(Ax + a). (2.39)
(b) Para (x — y) género espacio (spacelike) el conmutador
[H (), H()]- =0, (2.40)

lo que permite excluir las sefiales superluminales.
La necesidad de (a) es vista si usamos (2.38) para reescribir (2.37) como

S= Z?{Loﬂfi d*xq . d* 2, T{H (1) ... H () 3 (2.41)

n!

Pero (a) es ciertamente no suficiente, porque las @-funciones H(xl- —xj) de Heaviside
implicitas en la definicién del producto tiempo-ordenado no son escalares a menos que su
argumento es de tipo temporal (timelike) o nulo (lightlike). La condicién (b) garantiza que
ningun 6 siempre aparece con un argumento tipo espacio (spacelike).

(3). Interpretacion de Particula. Requerimos que H (x) sea construido a partir de los
operadores de creacion y aniquilacion para las particulas libres descrito por H,. La Unica
manera conocida para asegurarse de que tal  (x) satisface a las constricciones (2.39) y
(2.40), es que deben formar el hamiltoniano como una funcién de uno o méas campos
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Y, (x), que son combinaciones lineales de los operadores de creacion y aniquilacion, y que
tienen las propiedades siguientes:

(a) Los campos se transforman de acuerdo con

UlA, alyn,(x)UY[A, a] = Z Dy [Ny, (Ax + @), (2.42)

donde D,,,,,[A] es alguna representacion of A.

(b) Para (x — y) de género espacial (space-like)

2.43
[lpn(x)' lpm(y)]i =0 ( )

donde [ ¥, (x), ¥ (¥)]+ puede ser un conmutador o anticomutador. La condicion (2.42)
nos permite satisfacer a (2.39) mediante el acoplamiento de 1, (x) en varias condicion
invariantes, mientras que (2.43) garantiza la validez de (2.40), siempre y cuando que H (x)
contenga un nimero par de factores de campo de fermiones.
Vamos a introducir el tensor t como:
HiMzUzs (J’ o' = $,s =1, _S)
Uil = Ups = 0,1,2,3

tO'O"

con las propiedades:
(@) t es simétrico para todo u's.

(b) t no tiene traza para todo u's, i.e.,

gﬂ1#z to_mﬂ1ﬂ2‘“#25 =0

(c) t es un tensor, en el sentido de que
DAtttz t2s DAY = A FEA P2 o Ay P ESEVIVE Vas

donde D®[A] es la matriz 25 + 1-dimensional correspondiente a A en la representacion
(S, 0) del grupo de Lorentz.

A continuacion se muestran en la Tabla I. los propagadores para los campos con
(2S + 1) componentes para espin s = 3.

TABLA I. La matriz escalar [1(p) = (—=1)*t#1#2""p 1 p,,, ... para espines S = 3. En
cada caso S es usualmente la matriz representacion 25 + 1-dimensional del momento
angular. EIl propagador de una particula de espin S es S(q) = —i(—im)~2I1(p) /p? +
m? — ie.
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n@p) =1
MA/2(p) = p° —2(p-S)
N (p) =p+2(p-S)(p-S-)p°

NG/ (p) = —p2(p° ~2p-S) + ¢ [(2p ) ~ p?I[3¢° ~ 2p S|
@) = (-p2)2 ~ 2% H(p- S —p%) +3 (p- S(p- ) ~ plp- S — 20°]
N2 (p) = (=p*)*(p° - 2p-S) - %PZ[(ZP +8)? — p?1[3p° — 2p - S|
+<[2p+ ) ~ pl[(2p- )2 — 9p2I[5p° ~ 2p S|
N®(p) = (=p»?* +2(=p> (P )(p-S—p°) - % (- 9lp-9)?-p*llp-S—2p°]

+%(p-5)[(p-5)2 —p?llp-S—4p?llp-S—3p°]

2.2.2 Componentes de Campo 2(2S+1)

Cualquier interaccion con conservacion de paridad debe implicar tanto el campo &, (x)
con (S,0)y el campo n,(x) con (0,S). Esto es, por lo tanto, conveniente para unir estas
dos transformadas (25 + 1)-componentes de campo en una sola forma de campo con
2(2S + 1) componentes:

§(x)

Vo) =) (2.44)

Los campos con (2S + 1) componentes pueden satisfacer solamente la ecuacion de Klein-
Gordon.

Esta transformacion de campo de acuerdo con la representacion (S, 0)&(0,S5) i.e,

UM, alpe () UL[A, a] = 35 Dap @ [A g (Ax), (2.45)
donde
DO[A] 0
b(s) Al = [ (s l,
[A] o % (2.46)

. —(s) ..
las representaciones D)[A] y D ° [A] que son definidas usando

S-S0, K- —iS®),  para(s,0)
S —> SO, K - +iS®, para (0, s)
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respectivamente como el caso de la ecuacion (1.35). La representacion D) se puede
definir especificando los generadores de rotaciones representados por

s& 0
[ 0 S(S)]’ (2.47)

y que los generadores de empuje estan representados por

. 1/g® (2.48)
(s) — i_ = S 0 )
K iysl @ S i( 0 _s®)
donde ys es la matriz de dimension 2(2S + 1)
o
vs=ly Jy) (2.49)

La representacion (S,0)@®(0,S) de la ecuacién (2.46) difiere de las representaciones (S, 0)
y (0,5) en el importante aspecto de que D' es equivalente de D~ en sentido que:

DO[A]T = pD[A]B, (2.50)
donde

B=vo=[ o B=1 (251)

El campo ¥ (x) por supuesto satisface la ecuacion de Klein-Gordon

(0% + m2) Wa(x) =0, (2.52)

Sin embargo, ¥(x) es campo con 2(2S + 1) componentes. Entonces esto tiene una
oportunidad de también satisfacer alguna otra ecuacion de campo homogéneo y lo hace.
Tenemos que proponer un método para calcular t#1#2#2s [2],[14] (como en el caso de la
ecuacion de Dirac, véase la seccion 1.3) y obtener la ecuacion (2.55) en caso de S = 1. La
formula que conecta I1®) (p) y la representacion DS)[L(p)] es

NS (p) = m*DO[K(p)]? = mzsexp(—Zp . S(S)).

También podemos definir

ﬁ(s) (p) — mZSB(S) [L(_p)]z — mZSeXp(Zp . S(S))’
donde
—=(s) —U1p2...u2s
I (p) = (D>t PuiPuz - Puzs.
Eu1u2---#25 — ¢H1H2.42S

nosotros podemos facilmente demostrar que los campos (S, 0) y (0, S) son relacionados por
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M(—id)é(x) = m*n(x), (2.53)
N(=id)n(x) = m**¢(x), (2.54)

Este es el mismo procedimiento que se siguid anteriormente para derivar la ecuacion de
Dirac (véase la ecuacion (1.40) y lo que se encuentra a continuacion). En la forma matricial
con 2(2S + 1) componentes este conjunto de (2.53) y (2.54) ecuaciones se lee

[yyluz...uzjaﬂlauz 61123- + ij]l/)(x) =0, (255)

donde las matrices y generalizadas, y#!#2-, se definen por
o) 0 tu1u2...u25
=1 —ulp2..u2s .
t 0

Véase el caso particular para espin 1 en la seccién 2.3 en la ecuacion (2.69).

(2.56)

2.2.3 Particulas sin masa. Un Teorema de campos generales de
Weinberg.

Como primer paso, vamos a tratar de construir el campo de aniquilacion z/)n(+)(x, h)
(donde n es el niumero de componentes), como una combinacion lineal de los operadores de
aniquilacion a(p, h), con helicidad fija h. Donde requerimos que la transformacion como
es costumbre en las translaciones.

i[P, (1)) = 9,0, P (x; h). (2.57)

Esto es analogo de la ecuacion de Heisenberg en la mecanica cuantica.
Transformando esta ecuacién de acuerdo con cierta representacion irreductible D[A]
del grupo de Lorentz homogéneo ortocrono:

UTAlY, P (¢, )UTA] ™ = 3 Do [A 10, (Ax, ). (2.58)

Es bien sabido que las distintas representaciones D[A] pueden ser catalogadas escribiendo a
las matrices S y K, que representan el generador de rotacion S y el generador de boost K
como

S=A+B; K=-i(A-B). (2.59)
Asi definiendo Ay B.
Como S y K satisfacen ciertas reglas de conmutacion, las A y B satisfacen las reglas de
conmutacién desacoplados:

AxA=iA; BxB=iB,
[AL, AT] = igtikA¥ (2.60)
[4:, Bj] = 0.
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La representacion general (4, B) irreducible de dimensién (24 + 1)(2B + 1)-dimensional
es convencionalmente definida por eigenvalores (enteros y semienteros) de

Agb,anr = OppiS @,
aop,a aa (B) (2_61)

Bab,alb/ = OqasSppr-

donde a y b corren desde - A hasta +4 y desde - B hasta +B, respectivamente, y S es la
representacion de dimension 2S + 1 del operador de momento angular [15].

[5:9 15,9, = 8pr onal(s F)s Lo+ D] 72,
[53(5)10-’0- — 0-50,‘0_ (262)

En el articulo [2] estan probados varios teoremas sobre como construir los campos
cuénticos. “Para particulas masivas de espin S, el campo 1) (x) puede ser construido a
partir del (2S + 1 )-operador de aniquilacion a(p,o) que satisfagan la ley de
transformacion (2.58), para cualquier representacion (4, B) que “contiene” S, i.e., de tal
manera que

S=A+B, A+B-1,-|A+B]|. (2.63)

Podriamos esperar que el mismo sea cierto para la masa cero, pero esto no es asi. S6lo se
puede utilizar para la construccién de campos que se transforman de acuerdo a las
representaciones de (4, B) un operador de una particula sin masa a(p, h) con helicidad h
de tal manera que

B—A=h (2.64)

Por ejemplo, una circulacion a la izquierda de fotones polarizados izquierdos con h = —1

puede estar asociada con los campos (1,0), G%) ,(2,1), -+ pero no con el vector potencial
11 . ./

(E’E)' Al menos hasta que ampliemos nuestra nocion de que es lo que entendemos por una
transformacion de Lorentz”. Se verad que la constriccion (2.64) surge por la estructura no-
semi-simple del grupo pequefio del grupo de Lorentz. Sin embargo, nuevos analisis de
teorias de norma muestran la posibilidad de usar 4-potencial en teorias de norma, lo que da
buenas coincidencias entre la teoria y lo experimental.

Sin embargo para no involucrarse mas en estos problemas no vamos a usar vectores
de polarizacion en nuestros calculos. En lugar de ellos usamos tensores antisimétricos de

segundo rango o bien, funciones de Weinberg con 2(2S+1) componentes, S=1.

2.3 Matrices covariantes y*.

Las matrices analogas de las de Dirac tienen también "2s” indices vectoriales. Las TI'-
matrices para cualquier espin se han introducido por Barut, Muzinich y Williams [14].
Nosotros ahora trabajamos en la métrica Euclidiana, por lo tanto algunos signos y
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coeficientes han sido cambiados. La métrica Euclidiana utilizada esta dada por, x, =
(x,x, = it), y la notacién 9, = (V,—id/dt),0; = V> — d¢. Para el caso de espin § = 1,
tienen tener la siguiente forma:

SA4_4_ = _1, SAl‘4 = iSi, (265)
§ij =Sij_6ij =SiSj+SjSi_6ij' (2 66)
Uséandolos podemos escribir matrices covariantes 6x6
W=7=(1 0 2.67
r =y (0 1), (2.67)
@ =, ("1 0
Y =7ys ( 0 1); (2.68)
o S 2.69
r® =y = ap (2.69)
of TIPSy 0
I8 = Yawp = i¥sVap, (2.70)
FOEZ) = Vsup = i[VarVpal
1
FOEZ),#V = V6,a[)’:[yau,)/3v]+ + 26au6[1’v - [Vav,yﬂu]+ - 26av6ﬁu = - E [)/S,aﬁ’,ys,yv]+ +
480,88y — SavBpu) — 4€apunVs, (2.71)

2.4 El caso del campo de espin 1. La ecuacion de Weinberg-Tucker-
Hammer

2.4.1 El mapeo entre las teorias de Proca y de Weinberqg.

Empezaremos haciendo un mapeo entre el tensor antisimétrico y formulacion de
Weinberg [16]. Abordemos la ecuacion de Proca para S = 1 para una particula masiva,

aMF#V = mzAv (2.72)
Fyv = auAv - avAu (2.73)

Expresando A, de (2.72) introduciendo en (2.73), y multiplicando por m? se

puede reescribir el conjunto de ecuaciones como la ecuacion para las componentes F*V que
se consideran como las “componentes fisicas”
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sz#V = a”aaFm, - avaaFa” (2.74)
Esto se puede representar en la forma (Fy, = 0, Fy; = iE; y Fi = €3:B;):

(m? 4+ p)E; + pip;E; + i€;jxpapjBy = 0

. (2.75)
(m* + p?)B; — p;p;B; + i€;jxpap;jEx = 0,

o bien

[m? + pi + p* — (S- P)?1i;E; + pa(S - p)ijB; =0 (2.76)
[m? + (S~ p)?1i;B; + pa(S- P)yjE; = 0.

Sumando y restando las dos ecuaciones de (2.76) obtenemos

m2(E + iB); + poPoEi — (S p)f;(E —iB); 4+ ps(S-p);j(B+iE); =0 2.77)
m2(E — iB); + paPoEi — (S p)§;(E+iB); + ps(S-p);j(B—iE); =0

con (S;) jx = —ie;jy siendo matrices de espin con S = 1. Las ecuaciones son equivalentes
con la ecuacion de Hammer-Tucker [10].

(VapPabp + PaPa + 2m*)P(s=1) = 0, (2.78)

si P (s=1) esta presentada en la forma de columna (E + iB E — iB). Las matrices y,z son

las matrices covariantes definidas de Barut, Muzinich y Williams para espin S = 1 [14].
Generalizada la ecuacion (2.78) puede ser escrita como:

(YapPaPp + @Papa + bm? ) = 0 (2.79)
con
b__, b b,

para tener las soluciones con p? = m?
El conjunto de ecuaciones de Weinberg, Tucker-Hammer esta escrito en la forma:

(YapPaPp + Paba + 2m? )i, = 0. (280)
(YapPaPp = Paba — 2m* )i, = 0.

La segunda ecuacion también puede ser relacionada con el formalismo tensorial (si
trabajamos con el tensor dual F*)

Comparando la estructura de la ecuacion de Weinberg (a = 0,b = 1) con los “dobles”,
uno puede convencerse de que el primero puede estar representado en una forma tensorial

1
M2Ey, = 0,00 Fay — 0,00 Fay +5 (m* — 95 ), (2.81)
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Entonces, después de la aplicacion de la ecuacion de Klein-Gordon, la ecuacion de
Weinberg es equivalente a las ecuaciones tensoriales de Proca (y a los de Hammer-Tucker)
en el caso libre.

2.4.2 VVarias representaciones de matrices para espin 1.

Los operadores de polarizacion [15] son ampliamente utilizados para describir un
estado de polarizacion [i.e. espin] de una particula los llamados operadores de la
polarizacion. Los operadores de polarizacion Ty (S)(M = —L,—L+1,..L—1,LyL =
0,1,...,2S; L'y y M son enteros) son matrices que acttan sobre las funciones de espin y se
transforman bajo rotaciones del sistema de coordenadas de acuerdo a la representacion DX
[17].

Si S=1, el operador de espin S y los operadores de polarizacion Ty, (L =
0,1,2; —L <M <L) son matrices de 3 x 3, El operador de polarizacion T,, es
proporcional a la matriz de unidad.

1 »
Too =71 (2.82)

Los operadores T;,, son proporcionales a las componentes de las matrices espin Sy,
(véase (2.78))

1

ﬁﬁm. (M =0,%1). (2.83)

Ty =

Los operadores T,y (M = 0,+1,+2) pueden ser expresados en términos de las
componentes esféricas de las matrices de espin como

(2.84)
7\12M = Zu,v Clz;%vgugv .

con C{41,, son los coeficientes de Clebsch y Gordon.

Los operadores de polarizacion T,,, son equivalentes a algun tensor simétrico Q;, (las
traza es igual a cero).

Quk = %(SAL Sk + S Si — %‘Siki)» (Lk=2xy,2) (2.85)
Qi = Qri»  XiQu = 0. (2.86)

Q;xes llamado el tensor cuadripolar. Cuenta con 5 componentes linealmente
independientes. Las relaciones entre T,,, y 0;; estan dadas por

AZiZ = %(Qxx - nyiZiQxy): (2.87)
7\‘Zil = $(Oxz + i@yz): (2.88)
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T30 = Esz- (2.89)

La forma explicita de las matrices espin depende de la representacion usada para
funciones de base de espin. Vamos a considerar una representacion de base esférica y una
cartesiana. Estas son representaciones que son usadas frecuentemente.

(a) Representacion de base esférica (S7)
Las componentes cartesianas del operador de espin S estan das por

1(0 1 0) l,(o —1 0) <1 0 0)
Se==|1 0 1), 8==(1 0 -1),5=(0 0 0 ) (290
o 1 0 "o 1 o 00 -1

Las componentes esféricas de S son

X 0 1 0\ 1 0 0 X 0 0 O
S544={0 0 1), %%=(0 0 0 ), S1=(1 0 0] (2.91)

0 00 0 0 -1 0 1 0
Los elementos de la matriz de los operadores de espin §# en la representacion de base
esférica estan dados por (2.92)

(S‘ﬂ)O'IO' = \/Ecllg{ll (,Ll, 0, OJ = il,O)
donde C son los mismos coeficientes de Clebsch y Gordon.
(b) Representacion de base cartesiana (S'!)

Las componentes cartesianas del operador de espin S en la representacion de base
cartesiana estan dadas por (comparar con (1.27), (51)’" = —ieii¥)

/00 0\ 0 0 i\ /0 —i 0
Ss=l0 0 —i],$=(0 o0 0], S,=|i 0o o) (2.93)
0 i 0 —i 0 0 0 0 0

La transformacidn entre las representaciones de la base esférica y de la base cartesiana esta
dado por

usly-t =§!, yst" =S'y (2.94)
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donde

0 i
—i ﬁO\/fO

El uso de una u otra representacion depende del tipo de problema a resolver

) 1 i 0 . 1 0 -1
U==+ O1 o_\/g y Ul==[-i

(2.95)

2.4.3 Productos de Espin

Los productos de las componentes cartesianas de las matrices S se pueden expresar de
la siguiente manera (i, k , i
42)][18].

| como siempre toma valores como X, y, z) [15, formulas (38-
(a)
En particular,

(2.96)

. (2.97)

(b)
$:5kSy = sl +3 (6ik§l +6uS:) + i€mQrem

L, = (S + 6uS:) +5 (elkalm + mOiem + €ximQim)

(2.98)
De la ecuacion (2.98) uno puede obtener la relacion de Duffin y Kemmer

§l§ S‘ SA SA SA = 6ik‘§l + 6leAi' (299)
Otros casos particulares de la ecuacion (2.98)

(2.100)
(2.101)

(2.102)
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donde I es la matriz de unidad
Usando las formas explicitas de matrices de espin y de momento cuadripolar es muy
facil deducir estas formulas.
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Capitulo 3

Productos y Trazas de Matrices Covariantes
y* yy*" enel caso de espin 1/2 y espin 1

3.1 Formalismo general de Caianiello, Fubini y Chisholm para
trazas de matrices y*.

En la teoria relativista de perturbaciones, un problema técnico recurrente es la
evaluacién de un producto de trazas de las matrices y. Las matrices que se producen en los
rastros pueden ser:

a) Las matrices individuales y, (u = 0,---,3), quiza formando productos escalares

relativistas y,p* = yop, — Y ' P con 4-momento p# relativistas;

b) Lamatriz ys = —iyyy1Y2Vs; 0

c) Productos escalar relativistas y, -+ y .

El problema de la eliminacion de productos escalares y, ---y* cuando ambos términos
se encuentran dentro de una traza se resolvio en Refs. [19][20][21][22]. Se ha demostrado
que si S = yqYp " YaYe €S Una cadena impar que contiene un ndmero impar de matrices y,,
(u=0,-3)

SR =Yr YoV

es una cadena invertida, formada por escrito las matrices en orden inverso, entonces
y%Sy, = —28R. (3.1)
Para una cadena par buscamos Sy,,. De ello se deduce que

VSYoVa = 2[V0S + SrVw]- (3.2)

Estas formulas también son ciertas para las cadenas de S, que contienen un ndmero
impar de y, y cualquier nimero de ys, la cadena invertida que es definida por invertir el
orden de todas las matrices y. Esto se deduce ya que la insercion de ys = —iyoy1Y2y3 NO
modifica la “paridad”* de una cadena y porque (Ys)gr = —iyY3V2V1Yo = Ys. Definimos las
cadenas pares e impares generalmente para hacerlos que contienen nimeros pares e impares
de y, (u = 0,---,3) con independencia de los factores ys.

+En este caso la paridad se entiende en el sentido de nUmeros de y-matrices dentro de
producto.
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Esto da la solucidn al problema de la eliminacion de productos escalares y,, --- y* cuando
las matrices se producen en diferentes trazas, por lo que tenemos que expresar

Tr[yaSITrly“s’], (3.3)

en términos de las cadenas S y S’ solamente. Ahora S 'y S’ son matrices de 4 X 4 y pueden
ser expresadas en la forma

16 (3.4a)
5= ) I,
i=1
y
= (3.4b)
§'= ) LY,
i=1

donde las matrices I3,--- I son varias de las matrices I, y,, ou, Yu¥s Y ¥s. Por
conveniencia tomamos I; = —iyq, I, = —iy,, I3 = —iy3y I, = y,, entonces

4
. (3.5)
R
k=1

Usando (3.4) y (3.5) y la propiedad Tr[I“iI}] = 46}, entonces (3.3) se convierte en

Yieer TrlL i LXTe[L 258 GY] = 16 Xeey X Vie =
4 4 (3.6)
= 4Tr (Z 1;-Xi>
i=1 j

En (3.6), la segunda suma es S’; Si podemos encontrar un operador P de tal manera que

16 4
P(s) =P (Z rixi) = > nx,
i=1 i=1

entonces (3.3) y (3.6) se reducen a 4Tr[P(S)S’], que es de la forma deseada.

Si la cadena S en (3.3) es una cadena par, el producto es cero; por lo que solo vamos a
considerar con cadenas impares S. Para ellas, solo las matrices I' que representan a y, y
YuYs Se presentan en la suma (3.4a); el operador P en (3.7) debe eliminar los términos que

contiene y,ys. Si definimos el operador @ como

Jj=1

(3.7)

Q) =v.I'v%,
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. . . 1
entonces Q(yﬂ) = —2y,, mientras que Q(y”ys) = 2YuVs. Finalmente si tomamos P = 3

%Q la ecuacidn (3.1) se cumple para las cadenas impares S. Sin embargo por (3.3), Q(S) =
—25p para cadenas impares; por lo tanto

P(S) =5 (S + Sg). (3.8)

Asi que desde (3.3), (3.6), (3.7) y (3.8), tenemos el resultado final que para las trazas no es
cero

Trly*S]Tr[y*S’] = 2Tr[(S + Sg)S’]. (3.9)

Una férmula analoga sostiene que y, S no se presente dentro de una traza, aunque y,S’ si.

Cuando s6lo un producto escalar y,, ---y* se presente en célculos, los resultados (3.9)
probablemente no son necesarios aplicarlos, véase los productos de y en la seccion 1.5 del
capitulo 1. Pero si mas de un producto escalar se produce, empieza a ser dificil calcular
manualmente, entonces la formula (3.9) sirve mucho para el proposito de calcular los
elementos de la matriz en altos 6rdenes, las amplitudes y secciones transversales.

Desde los tiempos cuando aparecieron los articulos de Caianiello, Fubini, Chishlom ya
era posible introducir los algoritmos desarrollados en computadora Refs [21][22].

En el caso particular de espin %2 tenemos que:

Y vHya = -2y~

Desarrollando el programa:

f10 0 O
B [n]_o1ou
= o oo -1 0
00 0 -1
0 0 01
0 0 10

1] =
¥l 0 -100
Ll-1 0 0 0
{0 00 -i
0 0& O

21 =
¥l2] 0 10 0
-1 00 0
0o 01 0
0 00 -1

31 =
¥[3] -1 00 0
Lo 10 0

3
rei= Do [Print[a[u] = ¥[0].¥[u].¥[0] - ) wlal .wlul.¥lal], (u, 0, 3}]

aml

-2, 0,0, 0} ¢, -2, 0, 0}, {0, O, 2, 0]} a, 0,0, 2}}
{o, 0, 0, -2} o, 0, -2, 0} o, 2, 0, 0} 2,0,0,0}}
{o, 0,0, 21} 0,0, -24, 0}, {0, -21, 0, 0] 24,0, 0, 0}}
{o, 0, -2, 0} o, 0,0, 2}, {2,0,0,0 0, -2,0, 0}}
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wf= Do [Print[B[u] = -2 ([ull, {u, 0, 3}]

{{-2, 0,0, 0}, {0, -2, 0, 0}, {0, O, 2, 0}, {0, O, 0, 2}}
:{l:ll :i :i_z}r -:i :i_zi :]J -:i 2rl:lrl:lllJ :zrl:lr l:IJ l:l-}
{{@, 0,0, 21}, {0, 0, -2, 0}, {0, -21, 0, 0}, {221, 0, 0, 0}}
:{I:IJ :i _Ei :}r -:i :i I:lr E}J -2r I:Ir I:Ir I:I-.'.l :I:Ir —2, I:IJ I:I-}

n71= Do[Print[TrueQ[A[u] = B[u111, {u, 0, 3}]
True
True
True

True

3.2 Productos y trazas de matrices y*V.

Debido que no existe una relacion andloga a y*yY + yYy* = 2g*¥1 en el caso de espin 1,
en lugar de esto existen las relaciones tales como [10]:

1 2 1.
YuwVYap = — 56[11/605[)’ + 3 (5;4(161/[)’ + 6/1[261/0:) T 12 l()/S,ua&/ﬁ + yS,va5uB + Vs,uﬁgva +
1
YsvB 6,ua) + s (V6,ua,vﬁ + y6,va,uﬁ’)1 (3.10)
[Y;wJ’aﬁL + [Yua:)’vﬁL + [VuB'VaVL = 2(511&5)/!? + Gaubyp + 5#“51’!3’)' (3.11)

Las trazas de productos de cualquier nimero de las matrices I' depende sélo de las trazas de
productos con y,,,, y vs. La traza de dos matrices y,, sigue de (3.10) como

Tr(VwVap) = 4(8,a6,8 + 84a6vp) — 26,04 (3.12)

Sin embargo, no es facil aplicarlos de manera absolutamente similar al método de
Caianiello y Fubini.

Por eso, nosotros procedemos a encontrar los productos explicitamente (como en la
Seccion anterior para el caso de S=1/2). Dichas relaciones para espin 1 estan calculadas:

i
YuaVYpu = 360:3 - Eys,aﬁ' (3.13)
YuaVsYpu = _3)/560([? - ieaﬂaﬂ/s,arr (3.14)
YuaYorVpu = zyar(saﬁ + Vaﬁ’aar - Vaa6rﬁ - Varaaﬁ - Yﬁ06aT - Vﬁrdaa - ieaﬁauyzt,ru -
_ (3.15)
L€apruYa,oun

YuaVa,0tVpu = _.2V4,015aﬁ’ - ]_/4,aﬁ6m + V4,a0573 + V4,“T5‘7[” + y‘w"&” + y4'ﬁf6‘w B (3.16)
_leaﬁo—y_y'[u - lea’ﬁ‘[[tYO’[«l’
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YuaVs,otVpu = Zys,ar(gaﬁ + 2]’5,1105,81 + 2)/5,1'360:0 - 2]’5,0[360(1' - 2)’5,(1160[? + (3_17)
+12(8456:5 — 8arbop) + 12i€4457pYs,

YuaVe,0tppVpu = 0. (3.18)
Donde ¥s, Yap: Vaor Vs,ap: Veorpe €StaN definidas en la seccion 2.3. Las formulas (3.13)-
(3.18) son el resultado principal de la Tesis.

Realizamos los programas en Wolfram Mathematica 7, para demostrar cada una de
estas ecuaciones. Los programas se anexan a continuacion.
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Programasreal i zados en MATHEMATI CA7

Matri ces Gamma

o Jooo
4T oooo
! ocoooooo 4o oo oo
ooooo o0 o0ooo ocooooo
cooo Y o-“oooo oo do oo
o ocooooo oo o« oo
coo 0o ocoodoo Oooooo
oo dHo o oOcooodHoO cocoooo«-
n n [}
— N ™
— — "
- N =
r r r

l

00 0 O O O
00 0 0O 0 1
00 0 0-10
00 0 0O O O
00-10 00
01 0 0 0 O

X[l, 4] = [

l

000010
000100
000O0O00O0
010000
100000
000O0O0OO

[

¥[2, 1]



2 | EcuacionFinal.nb

co Jooo oo -doo
— —
e NeReNeNe) —_— | © © o oo © ,oco0o
o T R-R-N-X= 660000 <00 oo o T R-R-N-X= -
ocoooo oo oo
! oo -0 oo ococooooo oo -0 oo !
“ ece—-ooo ocoooo
oo oooo oo - o oo oo oooo
©oooo; ooo-doo
ococooo o OO0 o -oo cocooo o cooo™
oo oo -o oooooo I
- oo oo o - - oo oooo oo oo o - .
©oo oo ococooooo ©cocooo; cocooo o« ococooooo ©coo o
n n n n n n
~ ™ < — ~ ™
N N o~ ™ %) %)
N, o, o ®, NEA ®,
»r r r r r »r



EcuacionFinal.nb | 3

0 0 00 10

0 0 0-100
0 0 0 0 0O
0-10 0 00
1 0 0 0 0O
0 0 00O 0O

00 0 0O 0 O

00 0 0 0 1

00 0 0-10
00 0 0O O O

00-10 00

01 0 0 0 O

0 0000 -1
0 0O0O0O0 O

0 0010 O
0 0100 O
0 000O0 O
-10000 O

0 0 00 10

0 0 0-1200
0 0 0 0 0O
0-10 0 00
1 0 0 0 0O
0 0 00O 0O

l

000100

000010

00O0O0O012
100000
010000
001000

y[3, 4] =

D’[4, l] =

¥4, 2]

W[4, 3] =

¥4, 4]

OOOOJ

0

-1
0

-1 0 00O

0
0
0
0

-1 000
0 100
0 010

0

0 001
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{0,

{{1,
{0,

{{0,
{0,

{{3,
{0,

>

n
O O OO oo
O OO O oo
O OO O oo
O O OO oo
O OO O oo
O O OO oo

(i =7) (i =k)y (i =1) (j -k) (j =1) (k-1)
12

€ijk =
Not a: Se debe acl arar que paraacortar | aversi 6ni npresa

del programasol osenuestrael priner val or obt eni doen cada ecuaci 6n
Ecuaci 6n 3. 13

i
Yua ¥pu = 3 6a[3 - E V5, aB

4
V5,08 = LW, ¥agl_ = Z (Ly[a, A]l.¥[B, Al -i¥[B, A].¥[a, A])
a=1

Do [Print [A[a, Bl = iv[u, al. ¥ [B u]], {a, 4}, {B, 4}]
u=1

o, 0, 0, O, 0}, {O, 3,0, 0,0, O}, {O, O, 3, O, O, 0},
o, o0 3 0,0}, (0,0 0,0, 3, 0}, {O, 0,000, 3}}
Do[
Print [6[a, B] = {{KroneckerDelta[a, B], O, O, 0, O, 0}, {0, KroneckerDelta[a, B], O, 0, O, O},
{0, 0, KroneckerDeltal[a, B], O, 0, 0}, {0, 0, O, KroneckerDelta[a, B], 0, 0}, {0, O, O,
0, KroneckerDelta[a, B], 0}, {0, O, O, 0, 0, KroneckerDelta[a, B1}}], {a, 4}, {B, 4}]
o, 0,00, 0}, {0, 1,0, 0,0, 0}, {O, O, 1, O, O, O},
o, o0, 1, 0, 0}, {0, 0, 0, O, 1, O}, {O, O, O, O, O, 1}}
4
Do[Print [¥1 [« 8] = ) (iyla Al w[A Al-i¥[B Alwla AD], {a 4}, (B 4}]
A=1

0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0},
, 0,0 0}, {0,0,0, 0,0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0}}
_ i
Do[Prlnt [B[a, B] = 36[a, B] -5351 [a, /3]], {a, 4}, (B, 4}]

0, 0, 0, 0}, {0, 3, 0,0, 0, 0}, {0, O, 3, 0, 0, 03},
0,3 0 0} (0,0 0,0, 3,0} (0,0 0 0,0, 3}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B] = B[a, B]]], {a, 4}, {B, 4}]
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True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True

True
Ecuaci 6n 3. 14

i
Yua ¥5 ¥pu = 3¥s 601/5 - E €apot V5, ap

Do [Print [A[a, B] = iw[u, al. . ¥I[B, u]], {a, 4}, (B, 4}]
u=1

{{3, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 3, 0,0, 0,03, {0, 0, 3, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, -3, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, -3, 0}, {0, 0, 0, O, 0, -3}}

Do
Print [6[a, B] = {{KroneckerDelta[a, 8], O, O, 0, 0, 0}, {0, KroneckerDelta[a, B], 0, 0, O, 0},
{0, 0, KroneckerDelta[a, B8], O, 0, 0}, {0, 0, 0, KroneckerDelta[a, B], 0, 0}, {0, O, O,
0, KroneckerDelta[a, B8], 0}, {0, O, O, O, 0, KroneckerDelta[a, B1}}], {a, 4}, {B, 4}]
({0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, O, 0, O, 0, O}, {O, O, O, O, O, O},
(0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, O 0}, {O, O, 0,0, 0, 0}}

. i 44 (a-B) (a-0) (a-t) (B-0) (B-1T) (0-T7T)
Do[Prlnt [B[a, Bl = -335.6[a, B] -7 > >
=1 o=1

4
Dl (awlo, Al wle Al-iwle, Al.wlo, AD] {« 4}, (B 4}]
=1
{{0, 3, 0, 0, O, 0}, {- 0, O,
3,0

, 0, 0, 03, {0, 0, 0, 0, O, 03},
{0, 0,0, 0, -3, 0}, {0, 0,0,3 0, 0}

, {0, 0, 0, 0, 0, 0}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B] ==B[a, 111, {a, 4}, {B, 4}]
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True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True
True

True

Ecuaci 6n 3. 15
Yua Yot YBu = 2 Yot 5a/3 + YaB 501: = Yao 5:[3 = Yot 50/3 - 7/30 50:1: - 7/31: 50(0 - j- ea[SUu 54, ou

4
Do [Print [Ala, B o, t] = ) ¥[u al.wlo, c]. ¥[8 ul|. (& 4}, {B 4} {0 4}, {z, 4}]
u=1

{{o0, o, 0, -1, 0, O}, (0, O, O, O, 1, O}, {O, O, O, O, O, 1},
{-1, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, O, O, O, O}, {0, O, 1, O, O, O}}

Dol
Print [6[a, B] = {{KroneckerDelta[a, 8], O, 0, 0, O, 0}, {0, KroneckerDeltala, B], O, O, 0, 0},
{0, 0, KroneckerDeltala, B], O, 0, 0}, {0, O, O, KroneckerDelta[a, B8], 0, 0}, {0, O, O
0, KroneckerDel taf[a, B], 0}, {0, O, 0, 0, 0, KroneckerDel tala, B1}}1, {a, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[o, t] = {{KroneckerDelta[o, t], 0, O, 0, O, 0},
{0, KroneckerDelta[o, ], O, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[o, ], O, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[o, ], O, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDel ta[o, t], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[o, t]}}1, {o, 4}, {t, 4}]
Do[Print [6[t, B] = {{KroneckerDelta[z, B8], O, O, 0, 0, 0},
{0, KroneckerDeltal[z, B], O, O, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[z, B], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[z, B], O, 0}, {0, 0, O, O, KroneckerDelta[z, B], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[z, B]}}], {t, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[o, B] = {{KroneckerDeltalo, B], O, O, O, 0, 0},
{0, KroneckerDelta[o, B], O, O, O, 0}, {O, O, KroneckerDeltal[o, B], O, O, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[o, B], 0, O}, {0, O, O, 0, KroneckerDelta[o, B], 0}
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDel ta[o, B]1}}]1, {o, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[a, t] = {{KroneckerDelta[a, ], 0, O, 0, 0, 0}
{0, KroneckerDelta[a, ], 0, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[a, =], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[a, =], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[a, t], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, t]}}], {a, 4}, {t, 4}]
Do[Print [6[a, o] = {{KroneckerDelta[a, o], 0, 0, 0, O, O},
{0, KroneckerDeltal[a, o], O, 0, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[a, o], O, O, 0}
{0, 0, 0, KroneckerDelta[a, o], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[a, o], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, c]1}}], {a, 4}, {o, 4}]
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{{1, o, o0, 0, 0, O}, (O, 1, O, O, O, O}, {O, O, 1, O, O, O},
{0, o, 0, 1, 0, O}, (0, 0, O, O, 1, O}, {O, O, O, O, O, 1}}

Do [Pl’int [B[a, B, o, t] =2¥y[o, t].b6[a, Bl +¥[a, B].S6[o, ] -¥[a, o]l.6[t, B] -¥[a, t].6[0c, B] -

&, (a-B) (a-0) (a-u) (B-0) (B-u) (o-u)
¥[8, ol.6[a ] -¥[B tl.6[a o]+ W.ylT, ul+
= 12
L (a-B) (a-T) (a-u) (B-T) (B-H) (x-H)
> > B.xlo ul]. (@ 4}, {8 4} {0 4}, {z, 4}]
u=1

{{o0, o, 0, -1, 0, O}, (0, O, O, O, 1, O}, {O, O, O, O, O, 1},
{-1, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, O, O, O, O}, {0, O, 1, O, O, O}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B, o, t] =B[a, B, o, t1]ll, {a 4}, {B 4}, {o, 4}, {t, 4}]

True
True
True
True, etc.

Ecuaci 6n 3. 16

YaB ¥4, 0t ¥pu = -2 Y4, ot 60([3 = Y4, ap 601: + ¥4, ac 51:[3 + ¥4, at 60{3 + ¥4, go 6011: + ¥4, pc 50{0 -1 €opou Vu — i €opru Vou

4
Do[Print [Ala, B, o, ] =i ) ¥l al. 9. %[0 tl. ¥[8 k1], {@ 4}, {8 4}, {0 4}, {z, 4}]
pu=1
{{o, o, 0, -1, O, 0}, {0, O, O, O, 1, O}, {0, O, O, O, O, 1},
{1, o0, 0, 0, 0, O}, (O, -4, O, O, O, O}, {O, O, -1, O, O, O}}

Do[
Print [6[a, B] = {{KroneckerDelta[a, B], O, O, 0, 0, 0}, {0, KroneckerDelta[a, B], O, 0, O, O},
{0, 0, KroneckerDeltal[a, B], O, 0, 0}, {0, 0, O, KroneckerDelta[a, B], 0, 0}, {0, O, O,
0, KroneckerDelta[a, B8], 0}, {0, O, O, 0, 0, KroneckerDelta[a, B1}}], {a, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[o, t] = {{KroneckerDeltal[o, ], O, 0, 0, O, O},
{0, KroneckerbDeltal[o, t], O, O, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[o, ], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[o, ], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDeltal[o, ], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDeltaf[o, t]1}}], {o, 4}, {z, 4}]
Do[Print [6[z, B] = {{KroneckerDelta[z, B8], O, O, 0, 0, 0},
{0, KroneckerDeltal[z, B8], O, O, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[z, B], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[z, B], 0, 0}, {0, 0, O, O, KroneckerDeltal[z, B8], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[z, B]}}], {z, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[o, B] = {{KroneckerDeltal[o, B], O, O, 0, 0, 0},
{0, KroneckerDelta[o, B8], O, 0, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDel ta[o, B], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[o, B], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDeltal[o, B], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[o, B]1}}1, {o, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[a, t] = {{KroneckerDelta[a, t], 0, O, O, O, 0},
{0, KroneckerDelta[a, =], 0, 0, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[a, ], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[a, =], O, 0}, {O, O, O, O, KroneckerDelta[a, ], O},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, t]}}], {a, 4}, {t, 4}]
Do[Print [6[a, o] = {{KroneckerDeltala, o], 0, 0, 0, O, 0},
{0, KroneckerDelta[a, o], O, O, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[a, o], O, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDeltal[a, o], O, 0}, {0, O, 0, O, KroneckerDelta[a, o], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, c]}}1, {a, 4}, {o, 4}]

({13, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, O, O, O, O}, {0, O, 1, O, O, O},
{0, 0, 0, 1, 0, 0}, {0, 0, O, O, 1, O}, {0, O, 0, O, O, 1}}



8 | EcuacionFinal.nb

Do[Print [B[a, B, o, t]=-2i%.¥[o, t].6[a, B]-i3.¥[a Bl.S[0, t]+
135.¥[a, o].6[t, Bl +1¥.v[a, t].6[0, Bl +135.¥[B, o].8[a, ]+
4 (a-B) (a-0) (a-u) (B-0) (B-p) (o-u)

i35 ¥[8, tl.6la o] -i ) > vl ul-

p=l

LS, (a-B) (a-t) (a-u) (B-1T) (B-p) (T-1n)
2 12

ylo, ul], (@ 4} (B 4}, {0 4}, (=, 4}]
u=1

{{o, 0, 0, -1, 0, 0}, {0, O,

{i, 0, 0, 0, O, 0}, {0, -1

0, 0, i, 0}, {0, 0, 0, 0, O, i},
,»0,0,0, 0} (0,0 -1, 0, 0, 0}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B, o, t] = B[a, B, o, t]1]1]l, {a, 4}, {B, 4}, {o, 4}, {t, 4}]

True
True
True
True, etc.

Ecuaci 6n 3. 17
Yua ¥5, ot ¥pu =
2 Y5, ot 5&[3 +2 Y5, ac 6[31: +2 Y5, B Sac — 2 Y5, oB Sar — 2 Y5, at 60/3 +12 14 (Sac 51:[3 - Saz 60/3) +12 1 €ootp V5

4
Do[Print [351 [0, ©1 = > (i¥lo, Al. [T, Al -iwlz, Al ¥lo, A])], (o, 4}, {z, 4}]
=1
({0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, O, 0} 0, 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, O, 0, 0, 0}}
4
Do [Print [Ale, 8, o €] = ) ¥lu al.3llo, tl. ¥[8 ul]. {a 4}, {B 4}, {0, 4}, {z. 4}]
u=1
({0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, O 0, 0, 0, 0, 0},
{0, o, o0, 0, o, 0}, {0, 0, O, O, O, O}, {0, O, O, O, O, O}}
4
Do[Print [351 [a, o] = Z(iy[a, Al.wlo, A] -iw[o, Al. wla )L])], {a, 4}, {o, 4}]
=1
4
Do[Print [¥1 (e 8] = ) (iwle Al ¥[8 AI-i¥[B Alwle AD ] (r 4}, {8 4]
=1

4
Do[Print [1 (o, 8] = ) (i¥lo, Al ¥[8 Al - %6 Al.wlo, A, {o, 4}, B 4}]
a=1

4
Do[Print [351 [a t] = ) (ivla Al.wle, Al-iwle AL ¥la A])], {a, 4}, {z, 4}]
=1

{{o0, o, 0, o, o0, 03}, {0, O, 0, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O},
{0, o, 0, 0, 0, 0}, (0, 0, O, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O}}
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Do[
Print [6[a, B] = {{KroneckerDelta[a, 8], O, O, 0, 0, 0}, {0, KroneckerDelta[a, B], O, 0, 0, 0},
{0, 0, KroneckerDeltala, B], O, 0, 0}, {0, O, O, KroneckerDelta[a, B], 0, 0}, {0, O, O,
0, KroneckerDel taf[a, B], 0}, {0, O, 0, 0, 0, KroneckerDel ta[a, B1}}], {a 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[B, t] = {{KroneckerDelta[B, ], 0, O, 0, 0, 0}
{0, KroneckerDelta[B, ], 0, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[B, =], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[B, =], 0, 0}, {0, 0, O, O, KroneckerDelta[B, t], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDel ta[B, t]1}}1, {B, 4}, {zT, 4}]
Do[Print [6[a, o] = {{KroneckerDeltal[a, o], 0, 0, 0, O, O},
{0, KroneckerbDeltal[a, o], O, 0, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[a, o], O, O, 0}
{0, 0, 0, KroneckerDelta[a, o], 0, 0}, {0, O, O, 0, KroneckerDelta[a, o], 0}
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, c]}}1, {a, 4}, {o, 4}]
Do[Print [6[a, t] = {{KroneckerDelta[a, ], 0, O, 0, 0, 0}
{0, KroneckerDelta[a, ], 0, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[a, =], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[a, =], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[a, t], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[a, t]}}], {a, 4}, {t, 4}]
Do[Print [6[c, B] = {{KroneckerDelta[o, B8], O, 0, 0, 0, 0},
{0, KroneckerbDelta[o, B8], O, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDel ta[o, B], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[o, B], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDeltal[o, B], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[o, B]1}}1, {o, 4}, {B, 4}]
Do[Print[6[t, B] = {{KroneckerDelta[z, B8], 0, O, O, O, 0},
{0, KroneckerDeltal[z, B], 0, O, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[z, B8], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[z, B], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[t, B8], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[z, B]}}], {z, 4}, {B, 4}]
Do[Print [6[o, B] = {{KroneckerDeltal[o, B], O, O, O, 0, 0},
{0, KroneckerDelta[o, 8], O, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[o, B8], O, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDeltaf[o, B], O, 0}, {0, 0, 0, O, KroneckerDelta[o, B], 0},
{0, 0, 0, O, 0, KroneckerDelta[o, B1}}], {o, 4}, {B, 4}]

({1, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 1, O, O, O, O}, {0, O, 1, O, O, O},
{0, 0, 0, 1, 0, 0}, {0, 0, O, O, 1, O}, {0, O, 0, O, O, 1}}

Do[Print [B[a, B, o, t] =2l [o, t].6[a Bl +2%1[a o] . 6[B, t]+231l[c, B]. 6[a o] -
21l [o, B].6[a, t] -2l [a, t].6[0, Bl +1214 (6[a, o]. 6[t, Bl -S6[a, t].6[0, B]) +
(a-0) (a-t) (a-B) (o-1) (0-B) (t-B)
123 > 35] {a, 4}, (B, 4}, {o, 4}, {z, 4}]

{{o0, o, 0, o, 0, 03}, {0, O, 0, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O},
{0, o, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, O, O, O, O}, {O, O, O, O, 0, O}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B, o, t] =B[a, B, o, t1]ll, {a 4}, {B 4}, {o, 4}, {t, 4}]

True
True
True
True
True, etc.

Ecuaci 6n 3. 18
Yua ¥6, o, pp ¥Bu = 0

1
V6, ot, pp = E [j-»'& ot U5, pd:] +4 (500 51:4: - 5c¢ 5':9) -4 €otpp V5
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4
Dl Giwle, Al wle Al-ivlz, Al.wlo, AD]. {0, 4}, {z, 4}]
A=1

Do[Pri nt [;,51 [o, ]

4
Do[Print [1[e ¢] =) (iwle Al ¥l A1-i¥[6, Al.wle AD | (o 4}, {4, 4]
A=1
{{o0, o, 0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O, O, O}, {0, O, O, O, O, O},
{0, o0, 0, 0, 0, 03, {0, 0, O, O, O, O}, {O, O, 0, 0, 0, 0}}

Do
Print [6[o, p] = {{KroneckerDelta[o, p], 0, 0, O, O, 0}, {0, KroneckerDeltalo, p], 0, 0, 0, 0},
{0, 0, KroneckerDeltal[o, p], 0, 0, 0}, {0, O, O, KroneckerDelta[o, p], 0, 0}, {O, O, O,
0, KroneckerDelta[o, p], 0}, {0, O, 0, 0, 0, KroneckerDelta[o, p]}}], {o, 4}, {o, 4}]
Do[Print [6[t, ¢] = {{KroneckerDelta[z, ¢], O, O, 0, 0, 0},
{0, KroneckerDelta[z, ¢], 0, O, 0, 0}, {0, 0, KroneckerDelta[z, ¢], 0, 0, 0},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[z, ¢], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[zt, ¢], O},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[t, #1}}1, {t, 4}, {¢, 4}]1 Do[
Print [6[o, ¢] = {{KroneckerDelta[o, ¢], 0, 0, O, O, 0}, {0, KroneckerDel ta[o, ¢#], 0, O, O, 03},
{0, 0, KroneckerDelta[o, ¢], O, 0, 0}, {0, 0, 0, KroneckerDel ta[o, ¢], 0, 0},
{0, 0, 0, 0, KroneckerDelta[o, ¢1, 0}, {0, 0, 0, O, O, KroneckerDelta[o, ¢1}}1,
{o, 4}, {¢, 4}1 Do[Print [6[t, p] = {{KroneckerDelta[z, p], 0, O, O, O, 0},
{0, KroneckerDeltal[z, p], 0, 0, 0, 0}, {0, O, KroneckerDelta[z, p], 0, O, O},
{0, 0, 0, KroneckerDelta[z, p], 0, 0}, {0, O, O, O, KroneckerDelta[t, p], 0},
{0, 0, 0, 0, O, KroneckerDelta[z, p]}}1, {T, 4}, {p, 4}]

0, 0}, {0, 1, 0, 0, 0, 0}, {0, O, 1, O, O, O3,
, 0,0} (0,0 0, 0,1, 0}, {0, 0, 0,0, 0, 1}}

Do[Print [we [o, T, p, ¢] =

1
T (301 [0, t]. 301 [p, ¢] +301 [p, ¢]1.351 [0, 1) +4 (&[0, p].S[t, ¢] -S[0, ¢].6[t, p]) -

4 (o-1t) (0-p) (0-9) (T-p) (T-9¢) (P-9)

12
Not a: Se debe acl arar que sol osenuestral aprineralineanotodas!|aslineassonigual acero

B (o 41 (T 44 (o 4) (4 4]

{{o0, o, o, o, o, 03}, {0, 0, 0, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O},
{0, o, 0, 0, 0, 0}, (0, 0, O, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O}}

4
Do [Print [Ala, B o, © p ] =) ¥k al. 3 [0, T o, ¢1.¥[B ul],

p=1
{a 4}, (B 4}, {0, 4}, {z, 4}, {0 4} (4 4]

{{o, o, o0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, O, O, O}, {O, O, O, O, O, O},
{0, o0, 000 03 {0,0 0,0 0,03 (0,0 0,0,0, 0}}

Do[Print [TrueQ[A[a, B, o, T, p, t] = M]], {a 4}, {B, 4}, {o, 4}, {t, 4}, {p, 4}, {¢ 4}]

True
True
True
True
True, etc.



Conclusiones

En esta tesis constd de 3 capitulos. EI primer capitulo se realizo una introduccién a las
herramientas matematicas empleadas en el presente trabajo asi como una revision general
de la mecénica cuantica relativista, obtuvimos la ecuacion de la ecuacion de Klein-Gordon
la cual describe un campo escalar libre, explicando que la misma tiene varios problemas si

tratamos de interpretar la variable dindmica @ como una funcion de onda, ya que aparecen
varias incongruencias, tales como: la energia no esté acotada inferiormente, lo que daria
lugar a particulas inestables, la densidad de probabilidad asociada a esta funcion de onda no
es definida positiva, por lo que el cuadrado del médulo del campo de Klein y Gordon, a
diferencia de lo que sucede con una funcién de onda Schodinger no puede ser interpretado
como una probabilidad. La densidad de probabilidad conservada en la evolucion temporal
puede ser negativa. Por lo que no admitia una interpretacion en términos de probabilidades
positivas. Esa Ultima fue la razén de la busqueda de otras relaciones relativistas.
Finalmente, la ecuacion de Klein y Gordon tampoco tiene en cuenta adecuadamente
el espin de ciertas particulas, por lo que no podia representar adecuadamente particulas
como los electrones que tienen espin %. Sin embargo sirve como restriccion relativista para
cualquier ecuacion. La ecuacién de Dirac resuelve estas incongruencias con la prediccion
de las antiparticulas y nos introduce a la teoria de grupo de Lorentz con mayor facilidad, asi
como la deduccion de las matrices y* deben ser matrices 4 x 4. Las matrices gamma se pueden
interpretar como las matrices de la accion de un conjunto de vectores de la base ortogonal de
vectores contravariantes en el espacio de Minkowski, los vectores columna en la que la matriz
actual se convierten en espinores de espacio y asi llegar al célculo de trazas las cuales, son
atiles cuando se calculan secciones transversales de dispersion. A continuacion se realizo la
construccidn de los espinores de Dirac y algunos comentarios sobre los operadores de espin.

El capitulo dos presenta el formalismo para las particulas de nuestro interes,
particulas con espin 1, por lo que fue necesario empezar con las ecuaciones de Maxwell y
Proca. Ademéas de que uno de los objetivos principales en el capitulo fue presentar las
explicitas reglas de construccion de campos para los célculos de perturbacion, en un
formalismo que sea muy parecido para los campos de varios espines basado en tres postulados
principales: 1) Teoria de Perturbacion 2) Invariancia de Lorentz de la Matriz S. 3)
Interpretacion de Particula. Se mencionan sus propiedades y las reglas matematicas para
poder hacer calculos de sus amplitudes y espectros de energia. Ademas representamos las
ecuaciones de Maxwell en su forma hamiltoniana, lo que indica que dichas ecuaciones en
su esencia también son cuénticas.

El tercer capitulo discutimos las matrices y" y matrices y"* para espin % y espin 1,
sus trazas y productos asi como los métodos de sus calculos. Nuestros resultados facilitan
los calculos de matrices S de dispersion para procesos con bosones (descritos por la
ecuacion de Weinberg-Tucker-Hammer) en manera parecida a los célculos hechos para
tales procesos como e*e”,ep, pp etc. (dispersion de fermiones). Asi como el estudio y
desarrollo de los productos matriciales que aparecen en expresiones deducidas de los
diagramas de Feymann para bosones, mediante los programas en Mathematica para
matrices espin 1.
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Este estudio tiene una importancia significativa fisica, no solamente matematica.
Encontrar las matrices de espin 1 y las formulas de las trazas son importantes en estudios de
secciones eficaces, las cuales son utilizadas en problemas sobre interacciones entre campos,
ademas pueden ser utilizadas en el calculo de las amplitudes de dispersion y los espectros
de estados ligados de energia para bosones. La comparacion con los experimentos
realizables frecuentemente requiere el calculo de los elementos de la matriz S que permiten
encontrar las secciones eficaces de dispersién para una particula y compéralas con los
resultados experimentales. Asi los programas realizados en Mathematica para dichas
matrices pueden utilizados a futuro en problemas o experimentos de esta indole.
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