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Abstract (En). The classic wit problem, the “Nine Dots PuzzleWislely used in courses on creativity and appeaa&s i
lot of games magazines. One of the earliest appeasas in “Cyclopedia of Puzzles” by Sam Loyd'd814. Here is a
review of the generic solution of the problem & ®hpoints spread @ points. Basing on a specific pattern, we show
that anynxn (for n > 5) points puzzle can be also solved Inside the, Bsing only 2-2 straight lines (connected at
their end-points), through the square spiral metiidte same pattern is also useful to “bound abdke”minimal
number of straight lines we need to connéqgpoints in ak-dimensional space, while to “bound below” the ol of
thenxnx...xn puzzle we start from a very basic consideration.

Keywords: dots, straight line, inside the box, outside the, lppane, upper bound, lower bound, graph theagnent,
points.
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Abstract (It). Il classico puzzle di pensiero divergenteRPibblema dei nove pun{Nine Dots Puzzle), ha compiuto
ormai un secolo (appari certamente nella “CyclopefiPuzzles” di Sam Loyd nel lontano 1914).

Nel presente articolo, ci proponiamo di indagaesténsione del medesimo problema, in una verseggelmente piu
rigorosa che non lascia molto spazio a scorciatibisorta, al caso di una griglia generica formagan®n punti
geometrici. Risolto questo problema, passeremmatizaare l'ulteriore generalizzazione al cakalimensionale” con
nXnX...Xn punti (per1).

Basandoci su uno schema ben delineato, mostrerémdutte le griglienXn (con n>5) di punti geometrici distinti
possono essere risolte sia restando entro il pawmEmmaginario” della griglia sia uscendo da esssando
esattamenter2— 2 segmenti rettilinei consecutivi, ricorrendajaello che abbiamo chiamato “metodo della spirale
guadrata”. Lo stesso schema risolutivo & altra per delimitare superiormente il minimo numersegmenti di cui
abbiamo bisogno per unimXnX...Xn:= n punti in uno spazio &dimensionale, mentre, per limitare inferiormente
tale valore, richiameremo un concetto elementangedsé evidente.

Chiavi di ricerca: punti, linea, segmenti, inside the box, outsidelibe, piano, limite superiore, limite inferioreptéa
dei grafi.

MSC2010:Primaria 91A43; Secondaria 05E30, 91A46.



81. Introduzione

La formulazione classica del “Nine dots puzzleaeéguente: “Dati i 9 punti geometrici (distintipstrati inFig. 1, si
uniscano tutti i punti utilizzando il minor numemmossibile di segmenti rettilinei continui, senzae cuesti si
sovrappongano piu di una volta” [1]. Per risolveom successo questo problema, € opportuno notararckegmento
dovra intersecare almeno due punti, cosicché iimonquantitativo di linee che possa essere usauésta griglia
3X3 e 4. Cio € owvio, giacché sarebbe poco serisptecare” un segmento per intersecare un soloopimvirtu della
considerazione che & impossibile collegare pit guBti con il primo segmento e piu di 2 punti cgnibsegmento
successivo al primo: dovendo noi utilizzare soltadhiinee, dovremo per forza intersecare almenarfigon ciascun
segmento.

Fig. 1.1 nove punti uniti tramite quattro linee.

L'aspetto interessante di questo rompicapo, norar#otla soluzione in sé, quanto piuttosto la pracadper
raggiungerla. Il problema ammette infatti una siwoe “laterale” e necessita di una buona dose sipeo divergente.
E apparso in varie riviste ed articoli, ad esemped libro “The art of creative thinking how to be innovativeda
develop great ided42].

Thinking outside thebox (letteralmente, pensare fuori dalla scatola) $icgipensare in modo differente, non
convenzionale... da una prospettiva insolita e nudaée locuzione spesso viene riferita a romanzisfgo creativo e
idee brillanti [3].

La frase in questione significa qualcosa tipo “@eimsmodo creativo” o “sii originale”. La sua onmg € comunemente
attribuita ai consulenti degli anni Settanta e @itache cercavano di far sentire inadeguati i Glielisegnando nove
punti su di un pezzo di carta e chiedendo poi tfiranirli senza staccare la penna dal foglio, usasaltanto quattro
linee [4].

82. Il problema deglinXn punti in uno spazio bidimensionale

Prendendo spunto dalla griglia 3X3, € sorto ilmitea di estendere il medesimo problent&a punti e di trovare una
soluzione che rispetti le medesime condizioni in@atal problema originale. LBRig. 2 mostra una griglia di 4X4
punti.

Fig. 2. Griglia di punti 4X4.



La Fig. 3 illustra alcune delle possibili soluzioni per ugdglia 4X4. Data la simmetria della griglia, & fciente
determinare / provare la risolubilita per alcunsipioni topiche, dato che i casi rimanenti sonermtiili semplicemente
ruotando le soluzioni suddette. Inoltre, ogni pumiziale, per qualsivoglia soluzione, potrebbeipanti essere
considerato un punto di arrivo. Queste soluziotlizatno il minor numero possibile di segmentiititei consecutivi.

Fig. 3. Griglia di punti 4X4 e soluzioni caratteristichieffossibile risolvere il puzzle 4X4 con 6 lineetpado da un
qualsiasi punto della griglia).

Un’altra curiosita & che, permaggiore di 4, € possibile costruire soluzioni“Slatside the box” che “Inside the box".
La Fig. 4 illustra il caso 5X5.

Fig. 4. Soluzioni “Inside / Outside the box” relative afjeglia di punti 5X5.

La Fig. 5 presenta la soluzione per la griglia gonguale a 3, 4, 5 e 6 (rispettivamente), usandoschema a forma di
spirale. Nella figura la soluzione é di tipo “Inside the box” e, conflammdola con la figura, essa presenta due linee in
piu. Allo stesso modo, mettendo a confrontd leon laa, possiamo notare due line aggiuntive. Lo stessersiica se
prendiamo in esamd e c. In definitiva, quando si incrementadi un’unita, il numero di segmenti, soluzione del
problema, aumenta di due. Cio accade per ogni sshésolutivo del puzzle in questione, qualsiasi isSimetodo
utilizzato. A riprova di cio, possiamo disegnareauspirale quadrata attorno allo schema riportatdigara ¢ (o
considerare una soluzione differente), cosi & leactaé debbano essere aggiunte due linee in piogmeulteriore riga /
colonna inserita. Nella figura appena citata, §i ppprezzare la forma vagamente spiraliforme dellazione proposta
(su cui si innesta una cornice a forma di spiraledgata per ogmi > 5).
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Fig. 5. Alcune delle soluzioni par= 3,n=4,n=5 en = 6, che mostrano la cornice a forma di spiraledgata a
partire da n = 5.



Detto in un altro modo, Eqg. 1 fornisce il minimo numero di linee necessatiappresenta il humero di segmenti
rettilinei che servono per connettere tutti i pumientren & il numero di righe / colonne della nostra geglE
opportuno notare che questo risultato € indiperedéal particolare schema risolutivo consideratoake er tutti i
valori naturali della variabile, fatta eccezione per= 1 edn= 2.

h=2((n-1) OnON -{012} 1)

Un caso speciale & quello di uno spazio monodimea$, avendosi punti allineati. In tal casa/ n>2,h=1,
il puzzle in questione puo essere risoltolsiside the boxheOutside the boxa seconda della “lunghezza” —
uguale o superiore alla distanza fra i punti estidghproblema - del segmento utilizzato).

83.  Generalizzazione del problema aXnX...Xn punti disposti in uno spazio k-
dimensionale

Dopo aver mostrato la soluzione generale per o ceglinXn distribuiti su un piano, sorge un nuovo problema:
estendere il medesimo puzzle @XinX...Xn punti in uno spazi&-dimensionale, dovk corrisponde al numero
delle volte chen compare nella precedent punti in totale, appunto).

Per prima cosa, occupiamoci del problema e delktiva soluzione nel caso di uno spazio a tre dsitem,
dopodiché consideriamo la variante generalizzédaseluzione concernente uno spadzidimensionale.

Distinguiamo a tal proposito due tipi di soluziokd: prima, detta “limite superiore”, si rifa al giaenzionato
metodo della spirale, mentre la seconda, dettatdimferiore”, si basa sulla considerazione che agossibile
unire piu din punti con la prima linea e al massimo connettalién—1 usando qualsivoglia linea successiva
(nello specifico, € possibile colleganel punti con la prima lineay punti con la seconda linea edl punti
usando ogni linea ulteriore, ma questa precisaziomealtera in alcun modo il precedente assunto).

Siah, il numero di linee relativo al nostro “limite supme” edh il vincolo scaturente dall'assunto di cui sopra,
il numero minimo di segmenth, di cui necessitiamo per unikXnX...Xn punti, éhy<h<h,.

La Tabella 1 mostra il numero di linee nel caso del limite gigre e di quello inferiore, sia in due che in tre
dimensioni (utilizzando il metodo della spirale dreta applicato allo schema proposto in figdraquandon
assume i valori compresi tra 1 e 20. Inoltre, |lbbpa dei “Gap” riporta le differenze tra il numedblinee del
limite superiore e quello relativo al limite infere. L'ultima colonna contiene gli incrementi deinnero di linee
per il limite superiore in tre dimensioni, in capbndenza di incrementi unitari i

Tabella 1: Limite superiore / inferiore in 2 e 3 dimensioni.

Due dimensioni Tre dimensioni
Ga Ga Incrementi
Limite Limite b Limite Limite b limite
n |. . . . (Superiore- | .. . . (Superiore- .
inferiore superiore . inferiore superiore : superiore
Inferiore) Inferiore)
[n—n+1]
1 / / / / / / /
2 3 3 0 7 7 0 6




3 4 4 0 13 14 1 7
4 5 6 1 21 26 5 12
5 6 8 2 31 43 12 17
6 7 10 3 43 64 21 21
7 8 12 4 57 89 32 25
8 9 14 5 73 118 45 29
9 10 16 6 91 151 60 33
10 11 18 7 111 188 77 37
11 12 20 8 133 229 96 41
12 13 22 9 157 274 117 45
13 14 24 10 183 323 140 44
14 15 26 11 211 376 165 53
15 16 28 12 241 433 192 57
16 17 30 13 273 494 221 6]
17 18 32 14 307 559 252 65
18 19 34 15 343 628 289 64
19 20 36 16 381 701 32(¢ 73
20 21 38 17 421 778 357 771

Nel caso di uno spazio tridimensionale, usiamo dduzone “piano per piano”, partendo dallo schenwl d
corrispondente puzzl@eXn, collegando ciascuno di tali piani tramite un segto ulteriore. La colonna “limite
superiore” dellaTabella 1 mostra cheh, il numero di segmenti necessari, quamdoresce di un’unita, & dato da

hn+1:hn+4'(n_ 1) + 5, pen> 3.

La Fig. 6 mostra la soluzione (limite superiore) quamdo5 (h = 43).

Fig. 6.5X5X5 punti, 43 segmenti rettilinei.




Sfruttando IEqQ. 1 ed estendendone il risultato ad uno spazio tridgeerale, ci troviamo a moltiplicare tale valore per
il numero di piani definito dal valore di aggiungendo poi le-1 linee necessarie per connettere tali pianiara. ICio

ci fornisce il numero di segmenti necessari pereutuitti i punti.

Dunque, il limite superiore per un numero arbitati dimensionik (dovek > 2), & dato dalEq. 2, doveh rappresenta

il numero di segmenti rettilinei.

h=2Qn-1) M +n*2 -1= 2mM-1) {H*? -1 )

Estendendo & dimensioni la frontiera del limite inferiore chébaamo precedentemente introdotto, pep 2,
otteniamo IEq. 3. Essa indica il numero di segmenti rettilinei reszei per connettere® punti di uno spazidk-
dimensionale.

k _ k _
n“=n+(-0)n-1  Dunque T M=py | p=D"Tyy
n-1 n-1
n* -1
Ne consegue pertanto che h= - 3)

Prendendo unicamente in considerazione le soluzpano per piano”, per il limite inferiore del aasridimensionale,
collegando ciascuna “soluzione piana” con un segon@r1 linee in tutto), il risultato & dato dd&g. 4.

h=(@ln-2)[2+@2[n-3)[2+@2[n-4)[4+ (2[n-5)[4+ (2[n-6)[6+ (2[n-7)[6+..+n-1

Pertanto

h=n—1+i_mfzc(2cm—i —1)EFi21+(2m—imax—2)EEn—i_mZa?2EFi2U

Doveimay € il massimo valore (intero) di*all’interno della sommatoria (il massimo valdrec.n > Y!_, 2 - H

oz s e [ 4 e

Si ricava cosi che

-imax3+7-imax2+(3—35—2-n)-imax+2-n2—3-n+5

se N <2 (ipax +2)2

h = 4)

w

2 i + 9 e+ (2= 21) e + 2 1 — 4+ 13
se  n>2 (ipax +2)?

Doveipay = E (V2-n+1- S)J



La Tabella 2 mostra il numero di linee necessarie usando smiiiZpiano per piano”, nel caso dXnXn punti. La
colonna dei “Gap” contiene la differenza fra il tiemsuperiore e quello inferiore (riferito allo sjfeco valore din).

Tabella 2: Limite superiore / inferiore in 3 dimensioni.

Ga Incrementi Ga Incrementi
Limite Limite P limite Limite Limite Limite P limite Limite
n |. . . Superiore; ) . . n |. . . Superiore; ) . )

inferiore| superiorg . superiore | ipotetico inferiore| superiorg . superiore| ipotetico

Inferiore Inferiore
[n—n+1] [n—n+1]

1 / / / / / 11 133 222 89 39 211
2 7 7 0 6 7 12 157 265 108 43 253
3 13 14 1 7 14 13 183 311 128 46 299
4 21 26 5 12 26 14 211 361 150 50 341
5 31 43 12 17 40 1% 241 415 174 54 40(
6 43 64 21 21 59 1¢ 273 473 200 58 457
7 57 89 32 25 82 17 307 535 228 62 514
8 73 117 44 28 109 18 343 601 258 66 588
9 91 148 57 31 139 19 381 670 289 69 651
10 111 183 72 35 173 2D 421 743 322 73 72B

La Fig. 7 mostra i punti di connessione “schiacciando”

irqeeso risolutivo su un diagramma bidimensionale.

Definiamo il seguente schema come quello dellaalpiquadrata “pura”. Spirale quadrata non solo coamaice che
racchiude un differente schema interno: risolvémgrablemalnside the boxconnettendo tutti i punti senza visitarne
alcuno piu di una volta e senza incrociare alcimeal

Dunque,

E quindi (pem > 4)

no advant

Fig. 7. Lo schema della spirale quadrata “pura” in treetisioni.

h=@2[n-)[2+2[n-2)[2+ (2In-3)[4+ (2[n-4)[4+ (2[n-5)[6+

mh-6)B+(2M-7)B+...+n-1

h=n- 1+22E(2D11—|)EF 1+(2m—| —1)[€ J



2 imar + T i+ (2= 20) e + 2 0= 2+ 5

se N <2 (ipax + 2)?
h=1 )
g-imax3+9-imax2+(%—z-n)-imax+2-n2—3-n+13

se n> 2 (ipax + 2)?

DovVeinay = |3 (VZ-n+1-3)|.

Un metodo per ridurre la discrepanza tra il linstgeriore e quello inferiore & quello di combinareschema [5] della
Fig. 8 con quello della spirale quadrata.

Fig. 8.5X5 punti, schema base a 8 linee.

Non si tratta del miglior limite superiore che ératamente possibile definire sotto il vincolo aggivo di ricercare
unicamente soluzioni di tipo “piano per piano”;dtif, esistono sono altri schemi che possono affitesoluzione. E il
caso dell&Fig. 9, dellaFig. 10 e dellaFig. 11 Lo schema dell&ig. 11 € estendibile a tutti i valori pari dj pern > 6,
mentre esso migliora il limite superiore “standanmi¢avato dallo schema Fig. 8 pern =6, 8, 10, 12 e 14.

Fig. 10.7X7X7 punti, 85 segmenti rettilinei.



Fig. 11.10X10X10 punti, 178 segmenti rettilinei.

Analizzando i differenti schemi, il miglior limitsuperiore, pen > 15, & quello desumibile dallo schema riportato in
Fig. 8. La Tabella 3 mostra il limite superiore relativo al caso triginsionale, basandosi sulla soluzione “standard”
dellaFig. 8.

Tabella 3: Limite superiore per il puzzle degiKnXn punti considerando unicamente il pattern dEla 8.

Limite Limite Limite Limite

n | superiors n | superiord | n | superiord | n | superiorg
(nXnXn) (nXnXn) (nXnXn) (nXnXn)

1 / 16| 471 31 1799 49 4003
2 7 17| 532 321 1919 47 4181
3 14 18| 597 33 2043 48 4363
4 26 19( 666 34 2171 49 4549
5 43 20| 739 35 2302 50 4739
6 63 21 816 36| 2437 51 4932
7 87 22 897 37| 2576 520 5129
8 115 23 982 38 2719 53 5330
9 146 24 1071 39 2866 54 5535
10 181 25 1163 40 3017 59 5744
11 220 26 1259 41 3172 5 5957
12 263 27 1359 421 3331 57 6174
13| 309 28 1463 43 3493 58 6395
14] 359 29 1571 44 3659 59 6620
15| 413 30, 1683 45 3829 60 6849
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La Tabella 4 mostra il limite superiore per il caso a tre dimens affidandosi al metodo della spirale quadr&aesto
e il miglior limite superiore che siamo attualmestati in grado di definire per un valore arbitoadi n (nello specifico,
n>51).

Tabella 4: Limite superiore per puzzle deglKnXn punti seguendo lo schema della spirale quadratea”pe quello
basato sullo schema deHég. 8: sen> 42, otteniamo lo stesso risultato.

Miglior Miglior Miglior
. limite . limite . limite
Spirale ) Spirale ) Spirale .
n superiore | Gap n superiore | Gap n superiore | Gap
quadratd quadratg quadratg
attualmentg attualmentd attualmentd
individuato individuato individuato
1 / / / 18| 601 597 4 35| 2304 2302 2
2 7 7 0 19( 670 666 4 36| 2439 2437 2
3 16 14 2 20| 743 739 4 37| 2578 2576 2
4 29 26 3 21| 820 816 4 38| 2721 2719 2
5 45 43 2 22| 901 897 4 39| 2868 2866 2
6 65 63-62 |2—3]| |23 986 982 4 40| 3019 3017 2
7 89 8785 |2—4]| |24 1075 1071 4 41| 3173 3172 1
8 117 115-112 | 25| | 25| 1167 1163 4 42| 3331 3331 0
9 148 146 2 26| 1263 1259 4 43| 3493 3493 0
10| 183 181178 | 25| | 27| 1363 1359 4 44| 3659 3659 0
11| 222 220 2 28| 1467 1463 4 45| 3829 3829 0
12| 265 263-260 | 25| [29| 1575 1571 4 46| 4003 4003 0
13| 311 309 2 30| 1687 1683 4 47| 4181 4181 0
14| 361 359-358 [ 2—3| (31| 1803 1799 4 48| 4363 4363 0
15| 415 413 2 32| 1923 1919 4 49| 4549 4549 0
16| 473 471 2 33| 2046 2043 3 50| 4739 4739 0
17| 535 532 3 34| 2173 2171 2 51| 4932 4932 0

Come gia abbiamo avuto occasione di anticiparenper6, 8, 10, 12 o 14 il miglior limite superioreda&o su una
soluzione “piano per piano” € dato da=2[{n-1)[h+n-1-(1+2[{n-5))=2Mm*-3M+8, sfruttando lo schema
proposto da Roger Phillips [6].

Per ognin> 42, il numero di linee & definito dal(s).
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8§4. Conclusione

Quandon diventa molto granden(> 42), lo schema della spirale quadrata pura siaiessere il miglior modello
tridimensionale di tipo “piano per piano”, consertteci di pervenire ad un’ottima soluzione. Ess#rettanto buona di
quella ricavata dallo schema di cui afle. 8 per tutti glin > 42 (pern > 51, se consideriamo la totalita dei possibili
schemi 5X5, l'ultima / la piu esterna porzione dee schemi si sovrappone — si tratta di una comifma di spirale
guadrata). In aggiunta, lo schema della spiraledguia consente una soluzioieside the boxsenza bisogno di
incrociare alcuna linea o attraversare un puntovplte. Si tratta anche del migliore schema poks#nza incrociare
alcuna linea per un numero di dimensioni arbitradip 1 &k.

Definendot come il piu piccolo limite superiore trovato pércaso tridimensionale, cfiTabella 3, v n > 42,
perveniamo alEq. (6).

i + T e+ (5= 20 pae + 2 02 =2+ 5

se <2 (ipax +2)?
t= (6)
2 hmar + 9 e+ (2= 21) e + 2 1 =3+ 13

se  n>2 (ipax +2)?

DOVEipgy = E (V2-n+1- 3)J

Pertantdh, il limite superiore per il problemadimensionale, pud essere ulteriormente ridotto:
v n € N-{0}, sia t il miglior limite superiore che & stato precedemate individuato (dimostrato) per il problema
standard deghXnXn punti (cfr.Eq. (6) e Tabella 3- ad esempion =6 > t = 62),

h=tm°+n*-1 - h=({t+)m3-1 (7)

Sial il numero minimo di segmenti rettilinei necessaer risolvere il problema degfiXnX...Xn = n* punti , n €
N-{0, 1, 2}), abbiamo appena dimostrato che:

k —
N 11sl < (-1 M2 -1 (8)

L’'Eq. (8) puo essere ulteriormente perfezionata combinarittp (6) con laTabella 3 nel modo seguente:

n -1

<l<(t+)m2-1 %)
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85. Appendice Marco Ripa]: il problema degli n;Xn,Xnz punti

Consideriamo una variante del problema precedesi@on; < n, < n; le quantita di punti che contraddistinguono
ciascuna delle tre dimensioni del nostro box a &odinparallelepipedo.

Ci si propone di unir@e; - n; - nz punti utilizzando il minor numero possibile di segmti rettilinei consecutivi (I'origine
del secondo dovra coincidere con uno degli estaghprimo e I'origine del terzo coincidera con ttal estremo del
secondo).

Affrontiamo il problema sotto i vincoli accessohiecnon sia possibile passare per un dato puntdipifa volta, non si
possano incrociare linee, non sia possibile utiiezsegmenti che escano dal box / parallelepipedo.

Volendo, potremmo imporre il vincolo alternativodibiver tornare al punto di partenza, costruendocammino chiuso
in uno spazio 3D, ma é facilmente intuibile chelsjaai soluzione aperta del tipo che andrd a feroansente di far cio
utilizzando una sola linea in piu (qualsiasi siaumero di dimensioni considerato: 2).

La mia proposta é di “riciclare” il metodo dellairgpe quadrata pura (nei casi in cui non si dispogi di una
soluzione migliore — come ad esempio ser§ = n,= nz< 41).

La tecnica operativa € la seguente:

1) Si individui uno dei due piani “esterni” del bdgfiniti da h,; ng];

2) Partendo da uno degli spigoli, si tracci comémpr linea quella che unisca; punti, interrompendola in
corrispondenza dell’'ultimo punto della fila;

3) Il segmento successivo giacera sul piang ifis], sara ortogonale al precedente ed unjra 1 punti;

4) Si proceda con il metodo della spirale quadfagtiangolare, in questo caso) fino all’esaurimedglin, - n; punti
della faccia in oggetto;

5) Si tracci la linea ortogonale al piano in quasti e si replichi il medesimo procedimento conalecfa opposta. Si
ripeta il tutto per altre; — 2 volte.

Il numero di linee impiegate &€ dunque sempre mioauguale a

h:2’n1’n2_1 (10)

Infatti, h=(2-n,—1)- my+ n; — 1.

Tuttavia, (2 no— 1) - m+m—-1=2-NNo—m+m—1=2-n-N,—1=2n; - Np—mp+n,— 1=
= (2 ng— 1) N+ nN,— 1 (QED)

Il “risparmio”, in termini di segmenti non utilizaaé nullo se (e solo se)

m<2- (n3 - nz) +3 (11)

Generalizzando, (anche sg> 2 - (n; — ny) + 3), la(10) puo essere cosi riscritta:

h=2-n-n,-c (12)

Dovec = 1se il “risparmio” € nullo, mentre> 2 nei casi restanti.

A titolo esemplificativo, si considerino i segueodisi:
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ayn=5; n,=6; ng=9.

b)n;=11; n, =12; n; =13.

Mentre nella prima ipotesi= 1 (infatti5< 2 (9-3)+3)h=2-5-6 -1 =59, nel caso b) risultes 13,h=2-11-
12 — 13 = 251. Ci0 in virtt del fatto che le lindiecollegamento 5 e 6 permettono di “risparmiareadinea per tutti i
piani successivi e i piani “affrontati” dopo il $epossono essere risolti utilizzando due lineméno ciascuno (rispetto
ai primi quattro considerati).

Fig. 12.La spirale quadrata / rettangolare adattata @ da’'esempio b)n;= 11,n, =12,n; = 13.

Sen, = 2 (n; —n,) + 4, il metodo della spirale rettangolare (pura),riiéeal problema tridimensionale, puo essere
cosi sintetizzato:

h=n—1+[2(N3—) +2]- (2= 1)+ 2 (2 m—2)+[2(N3—1p) +4]- (2 m—3)+4 (2-m—4) +
+[2’(”3-”2)"‘6]‘(2‘”2—5)+6‘ (2'”2-6)"‘ +d

Dove d e il prodotto tra il numero di segmenti rettilinenpiegati per risolvere il piano che ne contienergno
('ultimo piano affrontato, quello che taglia appsimativamente a meta il nostrbox immaginario) ed

“ny—{[2-(ns-n)+2]+2+ [2- (n3-ny)+4]+4+ -}

La precedente pud dunque essere riscritta piu ciampente come
jmax

h=n1—1+Z[(Z-nz—2-j—1)-(2-(n3—n2)+2-(j+1))+2-(]'+1)-(2-n2—2-(]'+1))]+b
=0

Per cui
8'jmax3 . 2 . 2 i 2 . 2 . ]
h=- 3 + 6 Jmax” M2 =2 Jmax" M3 = 11" jimax™ =4 Jmax *NM2° + 4 jimax N2 N3 + 16" gy "Ny — 4
43 -]
'jmax'n3_%_4"n22+4'n2'Tl3+10'n2—2'n3—7+n1+b

Jmax Yappresenta il massimo valore del limite superétea sommatorig, tale che

n =¥ [2-(ny—n)+2-G+1D)+2-G+D]>n 22-F+1)- (3 —n, +J +2), mentre
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[nl_ 2'(jmax+1)'(n3_n2+jmax+2)]'(2'n2_2'jmax_3)
se ny — 2'(jmax'i_]-)'(nS_nZ'i_jmax'i_z)S 2'(n3_n2)+2'(jmax+2)

[2'(n3_n2)+2'(jmax+2)]'(Z'nz_z'jmax_3)+
{nl_2'(imax+1)'(n3_n2+jmax+2)_[2'(n3_n2)+2'(jmax+2)]}'(2'n2_2'jmax_4‘)
se n, — Z'Umax+1)'(n3_n2+jmax+2)> 2'(n3_n2)+2'(jmax+2)

Svolgendo i calcoli, si ricava che

4"jmax3_8'jmaxz'n2+4"jmaxz'n3+18'jmax2_z'jmax'n1+4'jmax'n22_4'jmax'n2'n3_22'jmax'n2+
10 jax M3 + 26 jmax +2° 0y Ny —3 0y +4-n,2—4-n, - ng —14-n, + 6 -1y + 12
se Ny < 2 Umax +2) " Umax — N2 + 13+ 2)

4"jmax3_8'jmaxz'n2+4"jmaxz'n3+20'jmax2_Z'jmax'nl+4'jmax'n22_4'jmax'n2'n3_24"jmax'n2+12'jmax'n3+
34 jpax+2 Ny —4 0 +4-n,2—4n, Ny — 181, + 10 - ng + 20
se My > 2 (max +2) " Umax — N2 + 13+ 2)

Cosi, la soluzione generale risulta essere la segue

4 jrmax" . . , . , . 35:j
%_Z'Jmaxz'n2+2']max2'n3 +7']max2_2']max' Ny — 6" fimax " N2 + 6" jimax - n3+ﬂ+
2'ny'ny,—2-n—4-n,+4-n3+5
se nlgz'(jmaxz_jmax' Ny + jmax N3+ 4 fmax —2 Ny +2-n3+4)
h={ (13)
4']'max3 . 2 . 2 . 2 . . . 59 jmax
T_Z']max "Ny + 2 fmax” N3+ 9 Jmax” =2 Jmax " M1~ 8 Jmax " N2+ 8 gy " Nz +—/—— +
2'ny'n,—3n—8:-n,+8:n3+13
se n1>2'(jmax2_jmax' Ny + jmax N3+ 4 fmax —2 Ny +2-n3+4)
DOVE jmax € il massimo valorg € Ny tale chen, > 2 [j2 + (ng —n, +3) - j + ny —ny, + 2]
—>jmax=E-(\/Tl32+n22—2'n2'n3+2'n3—2'n2+2'n1+1+n2—n3—3)J.
La (13) pud dunque essere piu elegantemente riscritta come
4 3 . 2 35 .
3 Jmax +[2- (3 —n2) + 7]+ jmax +[6 “(nz—ny) —2 'nl+?]']max+4'(n3_n2)+2'n1'(n2_1)+5
se n152'[jmax2+ (nz —n, +4)'jmax+2'(n3_n2)+4]
h= (14)

4 . . 59 .
> Jmax® + (25 (M3 = 12) + 9] Jimax” + [8- (M3 =12) =2+ 1y + = i + 8+ (03 =) + 1y - (2 — 3) + 13

se n1>2'[jmax2+ (n3_n2 +4)'jmax+2'(n3_n2)+4]

DOVE]max= E'(\/Tl32+n22—2'n2'n3+2'(n3—n2 +n1)+1+n2_n3_3)J.

N.B.

Per ovvie ragioni, 1g§14) & sempre applicabile, purché risulti > 2 - (n; — n,) + 4. In caso contrario, la soluzione
discende immediatamente dalli2), potendac assumere unicamente i valori 1 ec2=(1 se la(11) & verificatac = 2 se
la condiziong11) non é soddisfatta, ma (&4) non risulta applicabile — & dunque il cago= 2 - (n; — n,) + 3).
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Fig. 13.La spirale rettangolare e il suo sviluppo nei caspettivamente (da sinistra a destrapgdin, =0,n;—n, =1
edng—n, = 2.

Alla luce di quanto visto, & possibile estendengsilitato al cas&-dimensionalen; X n, X ... X ny, il meccanismo per
determinare un discreto limite superiore della zoloe ottimale resta il medesimo del cagsen,= ... =n:

h=0C+1-[IfZ3n -1 (15)

Dovet, il miglior limite superiore per il problena., X n,.; X n, (eccettuati i casi particolarissimi ricordati),l gisultato
della(12), esplicitato dallg10)-(14).

In concreto, si partira ricercando il piano indivado da fi..1 ; N, Si connetteranno i relativi punti utilizzando 8, — 1
linee, si traccera il segmento ortogonale secoadbrhensione contraddistinta dg punti, e cosi via.
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