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Notations utilisées.

0.1 Rappels sur les notations utilisées.

Pour les besoins de 
ette étude, nous utilisons les notations et symboles usuels

des mathématiques. Nous pensons souhaitable 
ependant de pré
iser quelques

notations.

En 
al
ul propositionnel, une proposition P est soit vraie soit fausse par déf-

inition. Le propos des mathématiques étant de relier logiquement un ensemble

de propositions les unes aux autres pour arriver à une 
on
lusion, formulée elle

même par une proposition, nous aurons besoin des 
onne
teurs logiques suivants

� symbole de négation ¬
� symbole de 
onjon
tion "et" ∧
� symbole de disjon
tion "ou in
lusif" ∨

ainsi que des symboles de relations

� symbole d'impli
ation =⇒
� symbole d'équivalen
e ⇐⇒

Nous aurons aussi re
ours à l'utilisation des quanti�
ateurs logiques suivants

� universel "Pour tout..." ∀
� existentiel "Il existe au moins un..." ∃
� existentiel "Il existe un et un seul..." ∃!

Les notations usuelles de la théorie des ensembles seront utilisées. Les symboles

d'appartenan
e et de non appartenan
e d'un élément a à un ensemble A

sont notés respe
tivement ∈ et /∈. De même, les symboles d'in
lusion et de non

in
lusion d'un ensemble A dans un ensemble B sont notés respe
tivement ⊂ et

6⊂. En�n, en fon
tion de nos besoins, nous notons les opérateurs d'interse
tion

et d'union d'ensembles respe
tivement

�

⋂

ou ∩
�

⋃

ou ∪.

Soient deux ensembles A et B, non né
essairement distin
ts, et soient a ∈ A et

b ∈ B deux éléments quel
onques de 
es deux ensembles, la paire ordonnée (a, b)
appartient à l'ensemble A×B, habituellement dénommé produit 
artésien de

l'ensemble A par l'ensemble B. Cette notion de produit est bien sur appli
able à

plus de deux ensembles. Un sous-ensemble Aj × Bk du produit 
artésien A× B

iii



iv NOTATIONS UTILISÉES.

permet de dé�nir la relation binaire R

(∀a ∈ A) (∀b ∈ B) ((aRb) ⇐⇒ ((a, b) ∈ Aj × Bk))

Cette dé�nition débou
he naturellement sur la notion de relation d'équiva-

len
e. Une relation binaire R sur un ensemble A est une relation d'équivalen
e

si et seulement si

(∀a ∈ A) (aRa)
(

∀(a, b) ∈ A2
)

((aRb) ⇐⇒ (bRa))
(

∀(a, b, c) ∈ A3
)

((aRb) ∧ (bRc) =⇒ (aRc))

La dé�nition de la relation d'équivalen
e entraine à son tour 
elle de 
lasse

d'équivalen
e. La 
lasse d'équivalen
e d'un élément a ∈ A engendrée par la

relation d'équivalen
e R est l'ensemble, que nous notons R (a)

((∀b ∈ A) (b ∈ R (a))) ⇐⇒ (aRb)

et nous avons

R (a) ⊂ A

L'ensemble des 
lasses d'équivalen
e R (aj) engendrées par la relation d'équiv-

alen
e R sur l'ensemble A est son ensemble quotient, que l'on note A/R.

L'ensemble A a un nombre d'éléments, �ni ou in�ni, et dans 
e dernier 
as,

dénombrable ou non dénombrable. Ce nombre est dé�ni 
omme le 
ardinal de

l'ensemble et est noté |A|.
Nous nous intéresserons plus parti
ulièrement aux ensembles suivants

� N Ensemble des entiers naturels.

� Z Ensemble des entiers relatifs.

� Q Ensemble des nombres rationnels.

� R Ensemble des nombres réels.

Dans les ensembles Z, Q et R, les éléments, autrement dit les nombres, autre que

l'élément nul peuvent être positifs où négatifs. Chaque ensemble A 
hoisi parmi


eux-
i, 
ontient le sous-ensemble de ses nombres négatifs, que nous notons A−
,

l'élément nul noté 0 et le sous-ensembles de nombres positifs que nous notons

A+
. Nous avons

A = A− ∪ {0} ∪A+

La notion de valeur absolue suit naturellement

(

∀a ∈ A−
)

(|a| = −a)
(

∀a ∈ A+
)

(|a| = a)

De même, pour 
haque ensemble A, 
hoisi maintenant parmi l'un quel
onque

des ensembles 
i-dessus, nous noterons A∗
l'ensemble de ses éléments non nuls

(a ∈ A∗) ⇐⇒ (a 6= 0)
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et

A = A∗ ∪ {0}

Nous utilisons les lois de 
ompositions internes usuelles appliquées aux éléments

de 
es ensembles, les nombres. Ces lois sont notées

� + pour l'addition

� × pour la multipli
ation.

Cependant, il nous arrivera souvent d'omettre 
e symbole, ainsi qu'il est d'usage.

Nous utilisons également les notations

� − pour la soustra
tion

� / pour la division.

Après avoir rappelé la dé�nition de la division Eu
lidienne dans l'ensemble

Z

(∀a ∈ Z) (∀b ∈ Z) (∃q ∈ Z) (∃r ∈ Z) (a = bq + r)

nous re
ourons, dans le 
as où r = 0, au symbole | pour la division exa
te

dans 
e même ensemble et nous notons

((∀a ∈ Z∗) (∀b ∈ Z∗) (b|a)) ⇐⇒ ((∃!c ∈ N∗) (a = bc))

La division eu
lidienne par un entier premier pn donné dans Z permet de dé�nir

la relation d'équivalen
e que nous notons R = pn

(∀a ∈ Z) (∀b ∈ Z) (apnb) ⇐⇒ pn| (a− b)

Cette relation d'équivalen
e engendre à son tour pn 
lasses d'équivalen
e, la

division eu
lidienne par l'entier premier pn ayant pour reste r possibles les entiers
0, 1, 2, · · · , pn−2 et pn−1. Ces pn 
lasses d'équivalen
e sont les éléments de

l'ensemble quotient que nous notons

Z/pnZ = {0, 1, 2, · · · , pn−2, pn−1}

Nous utilisons les notations employées habituellement dans la théorie des 
on-

gruen
es

(a ∈ Z) (b ∈ Z) (c ∈ Z∗) (a ≡ b [c] ⇐⇒ c|a− b)

Les intervalles bornés par deux éléments a et b d'un ensemble K sont notés

� ]a, b[ pour un ouvert
� [a, b] pour un fermé

� ]a, b] et [a, b[ pour les semis-ouverts.

Nous utiliserons les fon
tions dans leur dé�nition habituelle. Soient deux en-

sembles K et K′
et l'ensemble F des fon
tions f qui à un élément de k de K

asso
ie un élément k′de K′
. Nous noterons

fK −→ K′

k 7−→ k′ = f(k)

Dans tout 
e qui suit, les ensembles K et K′
seront le plus souvent l'ensemble R

lui même, ou l'un de ses sous-ensembles.
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Introdu
tion et remarques

préalables.

Les nombres premiers semblent se distribuer au sein des nombres entiers

de façon aléatoire. Il est depuis longtemps établi qu'étant donné un intervalle

[0, pk[ pris dans l'ensemble des nombres réels R où pk et pk+1 sont deux entiers

naturels premiers 
onsé
utifs, tout nombre entier naturel appartenant à l'inter-

valle [pk, p
2
k+1[ pris dans R est soit premier, soit multiple de l'un au moins des

nombres premiers appartenant à l'intervalle [0, pk[. Par ailleurs, un théorème

postulé par Joseph Bertrand et démontré par Pafnuty T
heby
hev [1℄ [2℄ énon
e

que

Théorème 1 de Bertrand T
heby
hev Pour tout entier naturel n > 1, il
existe au moins un entier naturel premier qui appartient à l'intervalle ]n, 2n].

En�n, la dé�nition de la 
ongruen
e entre deux nombres entiers a et b, tous
deux non nuls, modulo un troisième entier naturel c également non nul, que l'on

é
rit habituellement 
omme suit

(a ∈ N∗) (b ∈ N∗) (c ∈ N∗) ((a ≡ b [c]) ⇐⇒ (c|a− b))

donne à penser qu'il pourrait exister au moins une fon
tion Fc telle que

Fc : R −→ R

x 7−→ Fc(x)

pour laquelle

(a ∈ N∗) (b ∈ N∗) (c ∈ N∗) (Fc(a) = Fc(b) ⇐⇒ c|a− b)

Une telle fon
tion est à l'éviden
e périodique de période c. Nous nous proposons
dans les pages qui suivent de 
onstruire l'une possible de 
es fon
tions Fc puis

d'étudier 
ertaines de 
es propriétés, en insistant plus parti
ulièrement sur ses

propriétés de symétrie.

Puis, dans les 
hapitres qui suivent, nous nous intéresserons tout d'abord à à la


onje
ture forte de Goldba
h [5℄

Conje
ture 1 forte de Goldba
h Tout entier naturel pair n > 4 est la somme

de deux nombres premiers.

vii



viii INTRODUCTION ET REMARQUES PRÉALABLES.

Puis nous nous e�or
erons de démontrer le théorème qui suit, en utilisant 
er-

taines propriétés des fon
tions périodiques Spn−1
et Spn

, que nous introduisons

plus loin et dont les périodes respe
tives seront notées TSpn
et TSpn−1

Théorème 2 Pour tout entier naturel premier pn et sa fon
tion asso
iée Spn
,

soit l'ensemble des intervalles

[kpn, (k + 1) pn[

où k est un entier naturel dé
rivant N, et soit l'entier naturel

M1 =
1

4
TSpn−1

alors, pour tout k < M1, il existe au moins un entier

a ∈ [kpn, (k + 1) pn[

tel que

Spn
(a) 6= 0

soit en
ore

(∀k ∈ N) (k < M1) (∃a ∈ ([kpn, (k + 1) pn[∩N)) (Spn
(a) 6= 0)

Une 
onséquen
e de 
e théorème s'énon
e dans le théorème 
i-après

Théorème 3 de Bertrand-T
heby
hev étendu Etant donné un entier pre-

mier pn, il existe au moins un entier premier dans 
haque intervalle

[kpn, (k + 1) pn[

pour tout entier naturel k non nul tel que

(k + 1) pn < p2n+1

Cet autre théorème n'est pas sans rappeler le théorème de Bertrand-T
heby
hev.

Ces résultats nous permettront, pour �nir, de tirer 
ertaines 
on
lusions sur

deux 
onje
tures, l'une due à Adrien-Marie Legendre [3℄.

Conje
ture 2 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins

un entier naturel premier qui appartient à l'intervalle [n2, (n+ 1)2].

l'autre à Henri Bro
ard [4℄.

Conje
ture 3 de Bro
ard Pout tout entier naturel premier pn > 2, il ex-

iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent à l'intervalle

[p2n, p
2
n+1].



Dé�nitions.

0.2 Dé�nitions.

Nous dé�nissons 
ertains ensembles et 
ertaines fon
tions dont nous aurons

l'usage.

0.2.1 Ensembles �nis πpn
de nombres premiers

Soit πpn
l'ensemble 
ontenant tous les entiers premiers pj (distin
ts de 1) et

inférieurs ou égaux à un entier premier pn donné

πpn
= {pj| (c|pj ⇐⇒ c ∈ {1, pj}) ∧ (pj 6 pn)}

L'ensemble πpn
est totalement ordonné au sens de la relation <. Nous notons

qu'il est également bien ordonné, 
ar il possède un plus petit élément, que nous

notons p1 = 2. Nous avons ainsi

p1 = 2

p2 = 3

p3 = 5

p4 = 7

. . .

pn = supπpn

Nous posons |(πpn
)| = n

0.2.2 Les fon
tions élémentaires.

Nous sommes aussi amenés à dé�nir 
ertaines fon
tions, dont 
ertaines pro-

priétés seront mises à 
ontribution pour 
onduire notre étude.

ix
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Les fon
tions sa,pj
et sa,pj

.

Pour 
haque entier premier pj ∈ πpn
, nous dé�nissons ainsi les fon
tions

sa,pj
et sa,pj

, où a ∈ N

sa,pj
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ sa,pj
(x)

ave


sa,pj
(x) = sin

π

pj
(a+ x)

Cette fon
tion s'annule pour tous les (a+ x) multiples de pj.

sa,pj
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ sa,pj
(x)

ave


sa,pj
(x) = sin

π

pj
(a− x)

Cette fon
tion s'annule pour tous les (a− x) multiples de pj.

Les périodes de 
es deux fon
tions notées respe
tivement Tsa,pj
et Tsa,pj

sont

toutes deux égales à 2pj .

Nous noterons pour a = 0

s0,pj
(x) = spj

(x) = sin
π

pj
(x)

et pour a = 2m

s2m,pj
(x) = sin

π

pj
(2m− x)

Les fon
tions ca,pj
et ca,pj

.

De la même façon, nous dé�nissons les fon
tions ca,pj
et ca,pj

respe
tivement


omme

ca,pj
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ ca,pj
(x)

ave


ca,pj
(x) = cos

π

pj
(a+ x)

Cette fon
tion s'annule pour tous les (a+ x) multiples impaires de

1
2pj .

ca,pj
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ ca,pj
(x)
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ave


ca,pj
(x) = cos

π

pj
(a+ x)

Cette fon
tion s'annule pour tous les (a− x) multiples impaires de

1
2pj .

Les périodes de 
es deux fon
tions notées respe
tivement Tca,pj
et Tca,pj

sont

toutes deux égales à 2pj.

Nous noterons pour a = 0

c0,pj
(x) = cpj

(x) = cos
π

pj
(x)

et pour a = 2m

c2m,pj
(x) = cos

π

pj
(2m− x)

Nous pensons utile de rappeler que les fon
tions sin et 
os sont respe
tivement

impaire et paire.

0.2.3 Les fon
tions produits.

Nous sommes amenés pour nos besoins à dé�nir des fon
tions produits d'un

nombre �ni de fon
tions sa,pj
. Nous dé�nissons ainsi

Spn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Spn
(x)

(1)

ave


Spn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(x) =

j=n
∏

j=1

spj
(x)

où les entiers premiers pj appartiennent à l'ensemble πpn
, que nous désignons


omme l'ensemble de référen
e de la fon
tion Spn
.

De même, soit la fon
tion S2m,pn

S2m,pn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ S2m,pn
(x)

ave


S2m,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(2m− x) =

j=n
∏

j=1

s2m,pj
(x)

Nous remarquons que

(2m− x = X) ⇐⇒


S2m,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(2m− x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(x) = Spn

(X)




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et don


TS2m,pn
= TSpn

Ces deux fon
tions partagent d'intéressantes propriétés de symétries.

En�n, nous 
onstruisons une troisième fon
tion Gm,pn

Gm,pn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Gm,pn
(x)

ave


Gm,pn
(x) = Spn

(x)× S2m,pn
(x)

=





j=n
∏

j=1

spj
(x)









j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(2m− x)





=

j=n
∏

j=1

spj
(x) s2m,pj

(x)

Nous utiliserons également les fon
tions produits d'un nombre �ni de fon
tions

ca,pj
. Nous dé�nissons ainsi

Cpn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Cpn
(x)

ave


Cpn
(x) =

j=n
∏

j=1

cos
π

pj
(x) =

j=n
∏

j=1

cpj
(x)

où les entiers premiers pj appartiennent à l'ensemble πpn
, que nous désignons

également 
omme l'ensemble de référen
e de la fon
tion Cpn
.

Nous allons maintenant étudier 
es di�érentes fon
tions.



Chapitre 1

Quelques propriétés de la

fon
tion Spn.

1.1 Objet du 
hapitre

Etude de quelques propriétés de la fon
tion Spn
. Une propriété parti
ulière

des fon
tions Spn
lorsque n ≤ 5. Expli
ation simple sur la distribution de 
er-

tains nombres premiers inférieurs à 49.

1.2 Quelques propriétés de la fon
tion Spn

Nous rappelons la dé�nition de la fon
tion Spn

Spn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Spn
(x)

ave


Spn
(x) =

j=n
∏

j=1

spj
(x)

et

spj
(x) = sin

π

pj
(x)

1.2.1 Période et parité

La période de la fon
tion Spn
, notée TSpn

est le double du produit des

périodes Tspj
, soit le produit des éléments de πpn

multiplié par 2. Nous avons
don


TSpn
= 2×

j=n
∏

j=1

pj

1



2 CHAPITRE 1. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION SPN
.

La fon
tion Spn
étant le produit de fon
tions sin est impaire lorsque n est impair

et paire lorsque n est pair. Dans l'intervalle [0, TSpn
[, nous remarquons que la

fon
tion Spn
s'annule 
haque fois que x prend our valeur un entier non premier

ainsi que l'un des éléments de πpn
. En parti
ulier

Spn
(0) = Spn

(
TSpn

4
)

= Spn
(
TSpn

2
)

= Spn
(
3TSpn

4
)

= Spn
(TSpn

)

= 0

A titre d'illustration, nous présentons les graphes respe
tifs de la fon
tion S3

(voir la �gure-1.1 page-9)

S3 (x) = sin
(π

2
x
)

sin
(π

3
x
)

qui est une fon
tion paire et de la fon
tion S5 (voir la �gure-1.2 page-9)

S5 (x) = sin
(π

2
x
)

sin
(π

3
x
)

sin
(π

5
x
)

qui est une fon
tion impaire.

1.2.2 Quelques propriétés de symétrie

Nous nous proposons maintenant d'étudier quelques propriétés de symétrie

simples de la fon
tion S(pn) sur l'intervalle [0, TSpn
[. Nous nous 
ontenterons

d'étudier 
es propriétés aux voisinages des entiers

TSpn

4 et

TSpn

2 . Soient xp et

xq deux nombres réels tels que

(

1

2
(xp + xq) = lTSpn

)(

l ∈ {
1

4
,
1

2
}

)

⇐⇒ (xp + xq = kTSpn
)

(

k ∈ {
1

2
, 1}

)

Il vient

Spn
(xq) = Spn

(kTSpn
− xp)

=

j=n
∏

j=1

(

sin
π

pj
(kTSpn

− xp)

)

=

j=n
∏

j=1

(

sin

(

k
π

pj
TSpn

−
π

pj
xp

))

Posons pour tout pj > 2

2hj + 1 =
1

4pj
TSpn
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ave


hj ∈ N∗

alors

sin

(

k
π

pj
TSpn

−
π

pj
xp

)

= sin

(

4k (2hj + 1)π −
π

pj
xp

)

Par ailleurs, lorsque pj = 2

sin

(

k
π

pj
TSpn

−
π

pj
xp

)

= sin
(

k
π

2
TSpn

−
π

2
xp

)

= sin
(

2k (2h+ 1)π −
π

2
xp

)

ave
 h ∈ N∗
Nous obtenons alors les résultats suivants

Cas k = 1
2

sin

(

4k (2hj + 1)π −
π

pj
xp

)

= sin

(

2 (2hj + 1)π
π

pj
− xp

)

= sin

(

−
π

pj
xp

)

sin
(

2k (2h+ 1)π −
π

2
xp

)

= sin
(

(2h+ 1)π −
π

2
xp

)

= sin
(π

2
xp

)

d'où

Spn
(xq) = Spn

(kTSpn
− xp)

= sin
(

xp

π

2

)

j=n
∏

j=2

(

sin

(

−
π

pj
xp

))

= (−1)
n−1

j=n
∏

j=1

(

sin
π

pj
xp

)

Cas k = 1

sin

(

4k (2hj + 1)π −
π

pj
xp

)

= sin

(

4 (2hj + 1)π
π

pj
− xp

)

= sin

(

−
π

pj
xp

)
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sin
(

2k (2h+ 1)π −
π

2
xp

)

= sin
(

2 (2h+ 1)π −
π

2
xp

)

= sin
(

−
π

2
xp

)

d'où

Spn
(xq) = Spn

(kTSpn
− xp)

= sin
(

−xp

π

2

)

j=n
∏

j=2

(

sin

(

−
π

pj
xp

))

= (−1)n
j=n
∏

j=1

(

sin
π

pj
xp

)

Con
lusion

Sur l'intervalle [0, TSpn
[, nous pouvons é
rire

(

xp + xq =
1

4
TSpn

)

=⇒



Spn
(xq) = (−1)n−1

j=n
∏

j=1

(

sin
π

pj
xp

)





soit en
ore

(

xp + xq =
1

4
TSpn

)

=⇒
(

Spn
(xq) = (−1)n−1 Spn

(xp)
)

(1.1)

et de même

(

xp + xq =
1

2
TSpn

)

=⇒



Spn
(xq) = (−1)n

j=n
∏

j=1

(

sin
π

pj
xp

)





soit en
ore

(

xp + xq =
1

2
TSpn

)

=⇒ (Spn
(xq) = (−1)n Spn

(xp)) (1.2)

1.2.3 Une propriété parti
ulière de la fon
tion Spn
lorsque

n ≤ 5.

Soit alors une fon
tion sαj ,pj
telle que

sαj ,pj
(x) = sin

(

π

pj
(x− αj)

)

= spj
(x− αj)

où αj est un entier quel
onque pris dans l'intervalle [0, 2pj[. Nous dé�nissons
maintenant les fon
tions Upn

Upn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Upn
(x)
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où

Upn
(x) = s2 (x) spn

(x)

j=n−1
∏

j=2

sαj ,pj
(x)

Commençons par 
onsidérer le 
as où n = 5 et pn = 11. Cher
hons s'il existe
une fon
tion U11 qui s'annule pour 
haque entier de l'intervalle [0, 11[ et é
rivons

(∀x ∈ {0, 1, 2, · · · , 9, 10})



U11 = s2 (x) s11 (x)

j=4
∏

j=2

sαj ,pj
(x) = 0





Nous remarquons que

s11 (0) = 0

(∀x ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}) (s2 (x) = 0)

(∀x ∈ {1, 3, 5, 7, 9}) (s2 (x) 6= 0)

(∀x ∈ {1, 3, 5, 7, 9}) ((s11 (x) 6= 0))

L'une au moins des fon
tions sαj ,pj
doit s'annuler lorsque x est égal à l'un des

entiers impairs de l'intervalle [0, 11[. Ces fon
tions sont au nombre de trois, pj
appartenant à l'ensemble {3, 5, 7}. Nous devons avoir

(∀x ∈ {1, 3, 5, 7, 9}) (∃!j ∈ {2, 3, 4})
(

sαj ,pj
(x) = spj

(x− αj) = 0
)

Nous avons don
 un produit de trois fon
tions sαj ,pj
qui doit s'annuler pour


inq entiers distin
ts. Or, la di�éren
e de deux entiers distin
ts pris parmi 
es


inq est une puissan
e paire de 2, à l'ex
eption des 
ouples (1, 7) et (3, 9) pour
lesquels seules les fon
tions s1,3 et s3 s'annulent respe
tivement. Les fon
tions

sα3,5 et sα4,7 ne peuvent quant à elles que s'annuler respe
tivement pour un

et un seul des trois entiers restant de l'ensemble {1, 3, 5, 7, 9}. Il n'existe don


pas de fon
tion U11 qui s'annule en 
haque point entier de l'intervalle [0, 11[.
Par 
onséquent, il existe né
essairement sur 
haque intervalle [11k, 11 (k + 1) [,
k ∈ N , au moins un entier pour lequel la fon
tion S11 ne s'annule pas. Ces entiers

sont premiers pour tout intervalle dont la borne supérieure 11 (k + 1) ≤ 132.
On démontre de la même façon que pour tout pn < 11, il existe sur 
haque

intervalle [kpn, (k + 1) pn[, k ∈ N, au moins un entier pour lequel la fon
tion

Spn
ne s'annule pas. Ces entiers sont premiers pour tout intervalle dont la borne

supérieure (k + 1) pn ≤ p2n+1. Lorsque pn ≤ 5, nous avons

j=n
∏

j=1

pj < p2n+1

Dans la 
as parti
ulier où n = 3, pn = 5, alors

TS5 = 2 (2× 3× 5)

et

TS5

2
< 72 ⇐⇒ (2× 3× 5) < 72
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Sur l'intervalle [0, TS5

2 [

(

xp + xq =
TS5

2

)

⇐⇒



S5 (xq) =
(

−13
)

j=3
∏

j=1

(

sin
π

pj
xp

)






e qui implique

((

xp + xq =
TS5

2

)

∧ (xp 6= 0)

)

⇐⇒ (xq 6= 0)

or xp et xq sont né
essairement premiers, n'étant multiples ni de 2, ni de 3, ni
de 5 et dans le même temps inférieurs à 72. Dans 
e 
as simple, si xp est premier

supérieur stri
tement à 5, alors xq = 30− xp est également premier.

1.2.4 Nombre des valeurs entières pour lesquelles la fon
-

tion Spn
ne s'annule pas sur l'intervalle [0, TSpn

[

Considérons pour un entier premier impair pn sa fon
tion asso
iée Spn
. Soit

dans l'intervalle

[0, TSpn[

l'ensemble Bpn
des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur à pn.

Ainsi Bp4
= B7 est l'ensemble des entiers inférieurs à TSp4

= 420 et qui ne sont

divisibles par au
un des entiers premiers stri
tement inférieurs à p4, soient 2, 3
et 5.

Considérons ainsi l'ensemble B2 des entiers non multiples de 2, y 
ompris 1,
dans l'intervalle [0, TSpn

[ ; son 
ardinal |B2| est égal à

|B2| =

(

1−
1

2

)

TSpn

De même, l'ensemble B3 des entiers non multiples de 3, y 
ompris 1, pris dans
l'ensemble B2 a un 
ardinal égal à

|B3| =

(

1−
1

3

)

|B2|

=

(

1−
1

3

)[(

1−
1

2

)

TSpn

]

=

(

1−
1

2

)(

1−
1

3

)

TSpn

De pro
he en pro
he, nous pouvons 
al
uler le nombre |Bpn
| des entiers non

multiples de pn, y 
ompris 1
- pris dans l'ensemble des entiers non multiples de pn−1, pn−1 étant le nombre

premier immédiatement inférieur à pn
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- eux mêmes pris dans l'ensemble des entiers non multiples de pn−2, pn−2 étant

le nombre premier immédiatement inférieur à pn−1

- · · ·
- eux mêmes pris dans l'ensemble des entiers non multiples de pn−(j−1), pn−(j−1)

étant le nombre premier immédiatement inférieur à pn−j

- eux mêmes pris dans l'ensembles des entiers non multiples de 2 soit

|Bpn
| =

(

1−
1

pn

)

∣

∣Bpn−1

∣

∣TSpn

=

(

1−
1

2

)(

1−
1

3

)

....

(

1−
1

pn

)

TSpn

=

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

TSpn

En rappelant que

TSpn
= 2

j=n
∏

j=1

pj

nous trouvons

|Bpn
| =





j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)







2

j=n
∏

j=1

pj





= 2

j=n
∏

j=1

(pj − 1)

Par analogie ave
 la dé�nition usuelle du produit Eulerien, nous 
onvenons d'ap-

peler produit �ni Eulerien de rang n le produit

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

Remarque

La proportion d'entiers, que nous notons δn, pour lesquels la fon
tion Spn

ne s'annule pas dans l'intervalle [0, TSpn
[ est évidemment

δn =
TSpn

|Bpn
|

=

j=n
∏

j=1

1
(

1− 1
pj

)

or

lim
l→+∞

k=l
∑

k=0

(

1

pkj

)

=
1

(

1− 1
pj

)
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et don


δn =

j=n
∏

j=1

1
(

1− 1
pj

) =

j=n
∏

j=1

lim
l→+∞

k=l
∑

k=0

(

1

pkj

)

Si maintenant nous faisons tendre n vers l'in�ni, alors



 lim
n→+∞

δn = lim
n→+∞

j=n
∏

j=1

lim
l→+∞

k=l
∑

k=0

(

1

pkj

)



⇐⇒



 lim
n→+∞

δn =
+∞
∑

j=1

(

1

j

)

= ∞




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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12

1

-1

x

y

Figure 1.1 � Graphe de la fon
tion S3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30-2-4-6-8-10-12-14-16-18-20-22-24-26-28-30

1

-1

x

y

Figure 1.2 � Graphe de la fon
tion S5
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Chapitre 2

Quelques propriétés de la

fon
tion Gm,pn.

On doit à Christian Goldba
h d'avoir énon
é la 
onje
ture suivante

Conje
ture 4 forte de Goldba
h Pour tout entier naturel m > 2, l'entier
naturel pair 2m est la somme de deux nombres premiers.

Pour 
ette 
onje
ture, nous indiquons une appro
he au 
ours des deux 
hapitres

qui suivent, qui semble 
onduire à une démonstration rigoureuse. La voie 
hoisie

pour notre étude repose sur l'idée qu'il est possible de 
réer une fon
tion dé�nie

sur R et symétrique par rapport à un entier quel
onque m, dont les propriétés

permettent de mieux 
omprendre pourquoi 
ette 
onje
ture a des 
han
es d'être

vraie. Après avoir 
onstruit 
ette fon
tion, nous étudierons 
ertaines de ses pro-

priétés. En parti
ulier, nous 
her
herons à établir que 
ette fon
tion ne s'annule

pas pour 
ertains entiers, naturels et relatifs, pris dans son domaine de dé�nition.

Soit l'ensemble 
ontenant tous les nombres premiers pj inférieur ou égal à un

nombre premier pn donné

πpn
= {pj| (c|pj ⇐⇒ c ∈ {1, pj}) ∧ (pj ≤ pn)}

et la fon
tion Spn
déjà dé�nie (voir formule 1 page-xi) et étudiée pré
édemment

Spn
est une fon
tion périodique de période TSpn

(voir formule 1.2.1 page-1).

D'une façon similaire à 
elle employée pour 
onstruire la fon
tion Spn
, nous

allons 
onstruire les nouvelles fon
tions gm,pj
et Gm,pn

. Nous 
ommençons par

la fon
tion gm,pj

gm,pj
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ gm,pj
(x)

ave


gm,pj
(x) = sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

11
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où m ∈ N∗
Cette fon
tion peut également s'é
rire, en utilisant les notations que

nous avons introduites

gm,pj
(x) = spj

(x) spj
(2m− x)

= spj
(x) s2m,pj

(x)

Puis dé�nissons la fon
tion Gm,pn

Gm,pn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Gm,pn
(x)

ave


Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

où m ∈ N∗
Cette fon
tion peut également s'é
rire

Gm,pn
(x) = Spn

(x)Spn
(2m− x)

= Spn
(x)S2m,pn

(x)

ainsi que

Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

gm,pj
(x)

Nous attendons de l'étude de 
ette fon
tion qu'elle nous é
laire sur la nature de

la 
onje
ture forte de Goldba
h et sa vraisemblan
e.

2.1 Quelques propriétés des fon
tions gm,pj et Gm,pn

Les fon
tions gm,pj
et Gm,pn

présentent des propriétés de périodi
ité et de

symétrie que nous examinons i
i.

2.1.1 La fon
tion gm,pj

Périodi
ité

Rappelons que

Tspj
= 2pj

Nous avons

spj
(x) = (−1) spj

(

x+
1

2
Tspj

)

= (−1) spj

(

x−
1

2
Tspj

)
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et don


spj
(2m− x) = (−1) spj

(

(2m− x) +
1

2
Tspj

)

et

spj
(2m− x) = (−1) spj

(

(2m− x)−
1

2
Tspj

)

Considérons la fon
tion gm,pj

gm,pj
(x) = spj

(x) spj
(2m− x)

il vient

gm,pj
(x) = (−1)

2
spj

(

x+
1

2
Tspj

)

spj

(

(2m− x) +
1

2
Tspj

)

et

gm,pj

(

x+
1

2
T spj

)

= spj

(

x+
1

2
Tspj

)

spj

(

2m−

(

x+
1

2
Tspj

))

Nous établissons don
 que

gm,pj
(x) = gm,pj

(

x+
1

2
Tspj

)

et don
 que la fon
tion gm,pj
admet pour période

1

2
Tspj

= Tgpj,m = pj

Symétrie

Partant de la dé�nition de la fon
tion gm,pj

gm,pj
(x) = spj

(x) spj
(2m− x)

nous é
rivons

gm,pj
(2m− x) = spj

(2m− x) spj
(2m− (2m− x))

d'où

gm, pj (2m− x) = spj
(2m− x) spj

(x)

La 
ommutativité du produit des fon
tions spj
(2m− x) et spj

(x) nous permet

don
 d'é
rire

gm,pj
(x) = gm,pj

(2m− x)

En parti
ulier, lorsque x = 2m

gm,pj
(2m− 2m) = gm,pj

(2m) = gm,pj
(0)

et

spj
(2m− 2m) = spj

(0) = 0
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Zéros

Chaque nombre x pour lequel la fon
tion gm,pj
s'annule véri�ent

(

gm,pj
(x) = 0

)

⇐⇒
(

spj
(x) spj

(2m− x) = 0
)

et don
 sont soit de la forme hpj soit de la forme 2m − lpj, où h et l sont des
entiers naturels. Si les deux fon
tions spj

et s2m,pj
s'annulent simultanément

pour un même entier impair, alors m est né
essairement multiple de pj. Ces
deux fon
tions sont alors non distin
tes. En parti
ulier, nous notons qu'elles

s'annulent toutes deux lorsque x = 0, x = m et x = 2m sur l'intervalle [0, 2m].
Si par 
ontre seul x est multiple de pj , alors seule la fon
tion spj

s'annule.

Elle est distin
te de la fon
tion s2m,pj
. En parti
ulier, sur l'intervalle [0, 2m], la

fon
tion s2m,pj
ne s'annule pas lorsque x = 0, x = m et x = 2m.

Considérons la fon
tion gm,pj
sur l'un des intervalles

[kpj , kpj + Tgm,pj
[

Elle s'annule lorsque x prend pour valeur l'entier hpj . Egalement, en posant

m ≡ mj [pj ]

nous obtenons

(

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

= sin (hπ) = 0

)

⇐⇒ (x = 2mj − lpj)

et don
 sur l'intervalle 
onsidéré

[kpj, kpj + Tgm,pj
[= [kpj, (k + 1) pj [

nous avons deux entiers, kpj et (k + 1) pj − 2mj, pour lesquels la fon
tion gm,pj

s'annule.

Exemple

Nous présentons à titre d'illustration dans le 
as où pj = 5 et m = 13 le

graphe (voir la �gure-2.1 page-15) sur l'intervalle [0, 26[ de la fon
tion g5,13 de

période Tg5,13 = 5. En parti
ulier, 
e graphe sur les intervalles [0, 26[ et [−2, 28[
montre les propriétés de symétrie que nous avons établies plus haut.

2.1.2 La fon
tion Gm,pn

Périodi
ité

Nous avons montré que

Spn
(x) = (−1)Spn

(

x+
1

2
TSpn

)

= (−1)Spn

(

x−
1

2
TSpn

)
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28-1-2

1

-1

x

y

Figure 2.1 � Graphe de la fon
tion g5,13

et don


Spn
(2m− x) = (−1)Spn

(

(2m− x) +
1

2
TSpn

)

et également

Spn
(2m− x) = (−1)Spn

(

(2m− x)−
1

2
TSpn

)

Par 
onséquent, il nous est possible d'é
rire

Gm,pn
(x) = Spn

(x)Spn
(2m− x)

et

Gm,pn
(x) = (−1)2Spn

(

x+
1

2
TSpn

)

Spn

(

(2m− x) +
1

2
TSpn

)

)

et aussi

Gm,pn

(

x+
1

2
TSpn

)

= Spn

(

x+
1

2
TSpn

)

Spn

(

2m− (x+
1

2
TSpn

)

)

et �nalement

Gm,pn
(x) = Gm,pn

(x +
1

2
TSpn

)

Nous 
onstatons que la fon
tion Gm,pn
est périodique, de période

1
2TSpn

, et

nous posons

TGm,pn
=

1

2
TSpn
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Cette période a toujours une valeur entière paire, quel que soit n.

Symétrie

Nous pouvons également véri�er que sur l'intervalle [0, 2m[

Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)


e qu'on peut en
ore é
rire

Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

sin

(

π

pj
x

)

et don


(Gm,pn
(x) = Gm,pn

(2m− x)) ⇐⇒ (Gm,pn
(m− x) = Gm,pn

(m+ x))

En parti
ulier

(Gm,pn
(m− x) 6= 0) ⇐⇒ ((Spn

(m− x) 6= 0) ∧ (Spn
(m+ x) 6= 0))

De même

(Gm,pn
(m− x) = 0) ⇐⇒ ((Spn

(m− x) = 0) ∧ (Spn
(m+ x) = 0))

Par 
onstru
tion, l'entier m est 
entre de symétrie pour la fon
tion Gm,pn
sur

l'intervalle [0, 2m[. De plus, nous avons

Gm,pn

(

m−
1

2
TGm,pn

)

= Gm,pn

(

m+
1

2
TGm,pn

)

et don
 m est également 
entre de symétrie pour la fon
tion Gm,pn
sur l'inter-

valle

[m−
1

2
TGm,pn

,m+
1

2
TGm,pn

[

Nous remarquons en�n que

Gm,pn
(−x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
(−x)

)

sin

(

π

pj
(2m+ x)

)

= (−1)
n

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m+ x)

)

et

Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
(x)

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)
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S'il existe des valeurs entières non nulles prises par x pour lesquelles

|Gm,pn
(−x)| = |Gm,pn

(x)|

alors nous devons avoir

(∀pj ∈ πpn
)

(

sin

(

π

pj
(2m+ x)

)

= sin

(

π

pj
(2m− x)

))

or

sin

(

π

pj
(2m+ x)

)

=

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

cos

(

π

pj
(2x)

)

+ cos

(

π

pj
(2m− x)

)

sin

(

π

pj
(2x)

)

et don


(

sin

(

π

pj
(2m+ x)

)

= sin

(

π

pj
(2m− x)

))

⇐⇒

(

cos

(

π

pj
(2x)

)

= 1 ⇐⇒ sin

(

π

pj
(2x)

)

= 0

)

Ce
i implique né
essairement

(∃h0 ∈ Z∗)



x = h0

j=n
∏

j=1

pj





Et nous véri�ons

(∀pk ∈ πpn
) (∃h1 ∈ Z∗)



sin





π

pk
h0

j=n
∏

j=1

pj



 = sin (h1π) = 0






e qui entraine

Gm,pn



h0

j=n
∏

j=1

pj



 = Gm,pn



−h0

j=n
∏

j=1

pj



 = 0

En revan
he, lorsque

(h0 ∈ Z∗)



x 6= h0

j=n
∏

j=1

pj





alors

Gm,pn
(x) 6= Gm,pn

(−x)

Par 
onséquent, 0 n'est pas un 
entre de symétrie de la fon
tion Gm,pn
.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62-2-4

1

x

y

Figure 2.2 � Graphe de la fon
tion G5,13 sur l'intervalle [−2, 58[

Exemples

Nous présentons à titre d'illustration dans le 
as où pn = 5 et m = 13 le

graphe sur l'intervalle [−2, 58[ de la fon
tion G5,13 de période TG5,13 = 30 (voir
la �gure-2.2 page-18). En parti
ulier, 
e graphe montre sur les intervalles [0, 26[
et [−2, 28[ les propriétés de symétrie que nous avons établies plus haut.

Autres propriétés

Nous n'avons jusqu'à présent fait au
une hypothèse sur le paramètre m dont

la valeur a, à l'éviden
e, une 
ertaine importan
e dans le 
omportement de la

fon
tion Gm,pn
et en parti
ulier, dans la façon dont 
ette fon
tion s'annule sur

son domaine de dé�nition. Par 
onstru
tion, la fon
tion s'annule pour la valeur

x lorsque

Spn
(x) = 0

ou bien

Spn
(2m− x) = S2m,pn

(x) = 0

Cas 1 : m ≤ pn L'intervalle [0,m[ est in
lus dans l'intervalle [0, pn[. Nous
savons que la fon
tion Spn

s'annule pour toutes les valeurs entières prises par

x dans 
et intervalle [0, pn[, hormis 1. Par 
onséquent, par symétrie, la fon
tion

Gm,pn
s'annule a priori pour toutes les valeurs entières prises par x dans l'in-

tervalle [0, 2m[, hormis 1 et 2m− 1 pour lesquels 
ette fon
tion ne s'annule pas
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né
essairement. Cependant, si 2m− 1 est divisible par l'un au moins des entiers

premiers inférieurs ou égal à pn, alors la fon
tion Gm,pn
s'annule pour toutes les

valeurs entières prises par x dans l'intervalle [0, 2m[. Nous illustrons 
e 
as par

0 1 2 3 4 5 x

y

Figure 2.3 � Graphe de la fon
tion G5,3 sur l'intervalle [−2, 30[

les graphes des fon
tions G5,3 et G5,4 sur les intervalles respe
tifs [0, 6[, [0, 8[ et
[0, 10[ (voir les �gures 2.3 et 2.4 pages 19 et 20).

Cas 2 : m > pn L'intervalle [0, pn[ est in
lus dans l'intervalle [0,m[. Par 
on-
séquent, la fon
tion Gm,pn

peut a priori ne pas s'annuler pour toutes les valeurs

entières prises par x dans l'intervalle [0, 2m[. Nous illustrons 
e 
as par les

graphes des fon
tions G7,6 et G7,7 sur les intervalles respe
tifs [0, 12[ et [0, 14[
(voir les �gures 2.5 et 2.6 pages 21 et 22). C'est 
e dernier 
as, où l'entier m est


hoisi stri
tement supérieur à l'entier premier pn, qui fait l'objet d'une étude

plus approfondie dans 
e qui suit.

Nous montrerons que pour tout entier premier pn > 11, il existe au moins

un entier dans 
haque intervalle

[kpn, (k + 1) pn[

pour lequel la fon
tion Spn
ne s'annule pas, lorsque k est inférieur à un 
ertain

entier dont la valeur dépend de pn. De plus, lorsque

(k + 1) pn < p2n+1
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x

y

Figure 2.4 � Graphe de la fon
tion G5,4 sur l'intervalle [−2, 30[


et entier est premier. Nous remarquons aussi que tout entier qui annule la

fon
tion Spn
, annule la fon
tion Gm,pn

. La ré
iproque n'est pas vraie. En e�et,


ette fon
tion s'annule également lorsque pour l'un au moins des entiers premiers

pj , nous avons

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

= 0

Les entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn
ne s'annule pas.

A 
haque entier m nous faisons 
orrespondre la fon
tion

Gm,pn
(x) =

j=µ
∏

j=1

sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

et nous 
hoisissons les entiers premiers pn et pn+1, 
onsé
utifs dans l'ensemble

des nombres premiers, tels que

p2n < 2m < p2n+1

Nous étudions la façon dont la fon
tion Gm,pn
s'annule sur l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16-1 x

y

Figure 2.5 � Graphe de la fon
tion G7,6 sur l'intervalle [−2, 30[

Cet intervalle est 
entré sur l'entier m et 
ontient TGm,pn
entiers, ave


TGm,pn
=

j=n
∏

j=1

pj

Considérons les entiers ak de 
et intervalle et pour eux tous leurs restes respe
tifs
αk,j modulo 
ha
un des entiers premiers pj de l'ensemble πpn

. Pour 
ha
un de


es entiers, nous avons pour 
haque indi
e j

ak ≡ αk,j [pj ]

ave


αk,j ∈ Z/pjZ

Reportons dans 
ha
une des

∏j=n
j=1 pj lignes du tableau suivant 
ha
un des en-

tiers ak de l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

et leurs restes respe
tifs modulo pj
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16-1 x

y

Figure 2.6 � Graphe de la fon
tion G7,7 sur l'intervalle [−2, 30[

≡ [p1] ≡ [p2] ≡ [pj ] ≡ [pn]
α1,1 α1,2 . . . α1,j . . . α1,n

α2,1 α2,2 . . . α2,j . . . α2,n

α3,1 α3,2 . . . α3,j . . . α3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
αk,1 αk,2 . . . αk,j . . . αk,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
α∏j=n

j=1
pj−2,1 α∏j=n

j=1
pj−2,2 . . . α∏j=n

j=1
pj−2,i . . . α∏j=n

j=1
pj−2,n

α∏j=n

j=1
pj−1,1 α∏j=n

j=1
pj−1,2 . . . α∏j=n

j=1
pj−1,i . . . α∏j=n

j=1
pj−1,n

α∏j=n

j=1
pj ,1

α∏j=n

j=1
pj ,2

. . . α∏j=n

j=1
pj ,i

. . . α∏j=n

j=1
pj ,n

Cha
un des restes αk,j peut prendre pj valeurs entières distin
tes prises dans

l'ensemble

{0, 1, 2, · · · , j, · · · , pj − 1}

Don
, 
haque ligne du tableau peut s'é
rire de

∏j=n
j=1 pj façons distin
tes. Nous

remarquons de plus que deux lignes distin
tes 
ontenant exa
tement les mêmes

restes αk,j , pour 
haque valeur que peut prendre l'indi
e j, 
orrespondent né
es-
sairement à deux entiers distin
ts ak1

et ak2
qui sont tels que

(∀pj ∈ πpn
) [(ak1

≡ ak2
[pj]) ⇐⇒ ((ak1

− ak2
) ≡ 0 [pj ])]
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Nous en déduisons qu'il ne peut y avoir qu'un seul de 
es nombres dans l'inter-

valle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

Par 
onséquent, sur 
et intervalle, deux lignes du tableau prises parmi les

∏j=n

j=1 pj
lignes possibles ne peuvent être identiques et l'ensemble de 
es lignes 
ontient

toutes les lignes qu'il est possible de 
onstruire ave
 tous les restes αk,j . Con-

sidérons maintenant les entiers aκ de l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

pour lequel la fon
tion Gm,pn
ne s'annule pas. Pour 
ha
un d'entre eux, au
un

des restes αk,j modulo pj n'est nul et 
ha
un d'eux ne peut prendre une valeur

que parmi pj − 1 entiers. Le nombre de 
es entiers ak 
ontenu dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

est don
 égal à

∏j=n

j=1 (pj − 1). De plus, il est 
lair que nous devons véri�er

(∀aκ) (∀pj ∈ πpn
) (aκ − (2m− aκ) ≡ 2m [pj ])

Soient les ensembles des entiers premiers impairs

{

p
(m)
j

}

et

{

p
q(m)
j

}

qui divisent

et ne divisent pas respe
tivement m, et don
 2m. Nous avons

{

p
(m)
j

}

∪
{

p
q(m)
j

}

= πpn
− {2}

L'ensemble

{

p
(m)
j

}

est vide si m est lui même premier ou multiple d'entiers

premiers impairs n'appartenant pas à πpn
. Nous avons

(

∀p
(m)
j ∈

{

p
(m)
j

})(

2m ≡ 0 [p
(m)
j ]

)

De même

(

∀p
q(m)
j ∈

{

p
q(m)
j

})(

∃µj ∈ Z∗/p
q(m)
j

)(

2m ≡ µj [p
q(m)
j ]

)

Nous posons

∣

∣

∣

{

p
(m)
j

}∣

∣

∣ = ρ

Ce qui entraîne

∣

∣

∣

{

p
q(m)
j

}∣

∣

∣ = (n− 1)− ρ

Supposons qu'il existe au moins un entier premier impair pk ∈ πpn
qui divise

2m− aκ. Alors

(∃pk ∈ πpn
) ((aκ ≡ 2m [pk]) ⇔ ((2m− aκ) ≡ 0 [pk]))
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et dans 
e 
as

Gm,pn
(ak) = Gm,pn

(2m− ak) = 0

A l'inverse, les entiers ak tels que

(∀pj ∈ πpn
) (aκ 6≡ 2m [pj])

véri�ent

Gm,pn
(ak) = Gm,pn

(2m− ak) 6= 0

Pour 
ha
un de 
es entiers ak, au
un de ses restes αk,j modulo pj n'est nul.

Deux 
as se présentent alors

Cas 1

({

p
(m)
j

}

= ∅
)

⇔
(∣

∣

∣

{

p
q(m)
j

}∣

∣

∣ = |πpn
− {2}| = n− 1

)

Au
un de ses restes αk,j n'est de plus égal au reste µj modulo pj de 2m. Cha
un

de ses restes αk,j ne peut don
 prendre une valeur que parmi pj − 2 entiers. Le

nombre de 
es entiers ak 
ontenu dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

pour lesquels la fon
tion Gm,pn
ne s'annule pas sur 
e même intervalle est don


égal à

ΓGm,pn
=

j=n
∏

j=2

(

p
q(m)
j − 2

)

(2.1)

A titre d'exemple, l'entier pn et le paramètre m étant 
hoisis respe
tivement

égal à 7 et 31, la fon
tion G31,7 a pour période

TG31,7 = 210

Nous véri�ons que 72 < 62 < 112. De plus, 31 /∈ π7. L'intervalle d'étude est

[−
1

2
210 + 31 = −74,

1

2
210 + 31 = 136[

Il 
ontient 210 entiers. Nous avons

{

p
(m)
j

}

= ∅

et

{

p
q(m)
j

}

= π7 − {2} = {3, 5, 7}

Par 
onséquent,

∣

∣

∣

{

p
(m)
j

}∣

∣

∣ = 0 et

∣

∣

∣

{

p
q(m)
j

}∣

∣

∣ = 3. L'ensemble des entiers qui

n'annulent pas la fon
tion G31,7 sur l'intervalle [−74, 136[ est l'ensemble

{−59,−47,−41,−17,−11, 1, 19, 31, 43, 61, 73, 79, 103, 109, 121}

Il 
ontient 15 entiers et l'on véri�e bien que

ΓG31,7
=

j=3
∏

j=2

(

p
(m)
j − 2

)

= (3− 2) (5− 2) (7− 2) = 15
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Cas 2

({

p
(m)
j

}

6= ∅
)

⇔
(∣

∣

∣

{

p
(m)
j

}∣

∣

∣ = ρ
)

⇔
(∣

∣

∣

{

p
q(m)
j

}∣

∣

∣ = (n− 1)− ρ
)

Au
un de ses restes αk,j n'est de plus égal au reste µj modulo p
q(m)
j de 2m.

Cha
un de ses restes αk,j ne peut don
 prendre une valeur que parmi pj − 1

entiers pour 
haque entier premier pj ∈
{

p
(m)
j

}

. De même, 
ha
un de 
es restes

αk,j ne peut prendre une valeur que parmi pj − 2 entiers pour 
haque entier

premier pj ∈
{

p
q(m)
j

}

. Le nombre de 
es entiers ak 
ontenu dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

pour lesquels la fon
tion Gm,pn
ne s'annule pas sur 
e même intervalle est don


égal à

ΓGm,pn
=

k=ρ
∏

k=1

(

p
(m)
k − 1

)

l=n−ρ
∏

l=2

(

p
q(m)
l − 2

)

(2.2)

Il est 
lair que le 
as pré
édent n'est que le 
as parti
ulier du 
as présent où

ρ = 0, et nous pouvons é
rire

(∀n ∈ N∗)





j=n
∏

j=2

(pj − 2) ≤ ΓGm,pn
<

j=n
∏

j=2

(pj − 1)





les ensembles

{

p
(m)
j

}

et

{

p
q(m)
j

}

étant les ensembles des entiers premiers impairs

qui divisent et ne divisent pas respe
tivement m. A titre d'exemple, l'entier

premier pn et le paramètre m étant 
hoisis respe
tivement égaux à 7 et 30, la
fon
tion G30,7 a pour période

TG30,7 = 210

Nous véri�ons que 72 < 60 < 112. De plus

30 ≡ 0 [3]

et

30 ≡ 0 [5]

L'intervalle d'étude est

[−
1

2
210 + 30 = −75,

1

2
210 + 30 = 135[

Il 
ontient 210 entiers. Nous avons

{

p
(m)
j

}

= {3, 5}
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et

{

p
q(m)
j

}

= π5 − {2, 3, 5} = {7}

Par 
onséquent,

∣

∣

∣

{

p
(m)
j

}∣

∣

∣ = 2 et

∣

∣

∣

{

p
q(m)
j

}∣

∣

∣ = 1. L'ensemble des entiers qui

n'annulent pas la fon
tion G30,7 sur l'intervalle [−75, 135[ est l'ensemble

{−71,−67,−61,−53,−47, 107, 113, 121, 127, 131}

∪ {−43,−41,−37,−29,−23, 83, 89, 97, 101, 103}

∪ {−19,−13,−11,−1, 1, 59, 61, 71, 73, 79}

∪ {13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}

que nous avons dé
oupé en quatre sous-ensembles de 
ardinal 10 
ha
un pour

des raisons de typographie et de 
larté. Cet ensemble 
ontient don
 40 entiers

et l'on véri�e bien que

ΓG30,7
=

k=2
∏

k=1

(

p
(m)
k − 1

)

l=1
∏

l=1

(

p
q(m)
l − 2

)

= (3− 1) (5− 1) (7− 2) = 40

2.2 Etude sur l'intervalle [0, 2m[

Le résultat auquel nous venons de parvenir indique que la fon
tion Gm,pn
ne

s'annule pas pour un nombre signi�
atifs d'entiers de l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

Ces entiers sont né
essairement soit des entiers premiers qui n'appartiennent

pas à πpn
, soit des entiers multiples d'entiers premiers qui n'appartiennent pas

à πpn
. Il existe également deux entiers premiers pν et pν+1, ave
 ν ∈ N∗

, tels

que pour les fon
tions Gm,pν
et Gm,pν+1


orrespondantes, nous ayons

TGm,pν
< 2m < TGm,pν+1

La fon
tion Gm,pν
ne s'annule pas non plus pour un nombre signi�
atifs d'entiers

de l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m[

2.2.1 Les zéros

Considérons don
 
es deux fon
tions Gm,pn
et Gm,pν

sur l'intervalle fermé

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m]

où pν est tel que

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m] ⊂ [0, 2m[
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Nous avons établi pré
édemment

TGm,pν
=

j=ν
∏

j=1

pj

On remarquera que les bornes de l'intervalle [− 1
2TGm,pν

+ m, 1
2TGm,pν

+ m],
que nous notons respe
tivement Aν et Bν sont de même parité. Pour 
es deux

mêmes bornes, nous avons

(∀pj ≤ pν) (Aν ≡ Bν [pj])

Nous supposerons aussi que l'entier m n'est pas premier. Rappelons maintenant

Gm,pn
(x) = Spn

(x)S2m,pn
(x)

ave


Spn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(2m− x) =

j=n
∏

j=1

spj
(x)

S2m,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin
π

pj
(2m− x) =

j=n
∏

j=1

s2m,pj
(x)

La fon
tion Spn
s'annule pour an entiers pris dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

et bn entiers pris dans l'intervalle

]m,
1

2
TGm,pν

+m]

Symétriquement, la fon
tion S2m,pn
s'annule pour an = bn entiers pris dans

l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

et bn = an entiers pris dans l'intervalle

]m,
1

2
TGm,pν

+m]

Par 
onséquent, le nombre d'entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn
s'annule

dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

est inférieur ou égal à an + bn, lorsque le nombre d'entiers pour lesquels la

fon
tion Spn
s'annule dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m]
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est lui égal à an + bn + 1.
L'ensemble des entiers pour lesquels la fon
tion Spn

s'annule dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m]

est aussi l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est inférieur

ou égal à pn. Nous le notons Cpn
et nous avons

|Cpn
| = an + bn + 1 (2.3)

De 
e qui pré
ède, il s'ensuit que

� le nombre d'entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn
s'annule dans l'inter-

valle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

est inférieur ou égal à (an + bn). Ces entiers sont les éléments de l'ensemble

noté Dpn
et nous avons

|Dpn
| ≤ an + bn (2.4)

� le nombre d'entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn
ne s'annule pas dans

l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

est supérieur à

1
2TGm,pν

− (an + bn). Ces entiers sont les éléments de

l'ensemble noté Epn
et nous avons

|Epn
| >

1

2
TGm,pν

− (an + bn) (2.5)

Nous dé�nissons à présent dans l'intervalle [− 1
2TGm,pν

+m, 1
2TGm,pν

+m]

- l'ensemble A2 des entiers dont le plus petit diviseur premier est 2, et son


omplémentaire B2 dans 
et intervalle. Ces deux ensembles ont respe
tivement

pour 
ardinal |A2| et |B2|. Nous avons les égalités stri
tes

|A2| =
1

2
TGm,pν

|B2| =

(

1−
1

2

)

TGm,pν

B2 est l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur à

2.
- l'ensemble A3 des entiers dont le plus petit diviseur premier est 3, et son


omplémentaire B3 dans l'ensemble B2. Ces deux ensembles ont respe
tivement

pour 
ardinal |A3| et |B3| et nous avons en
ore les égalité stri
tes

|A3| =
1

3

(

1−
1

2

)

TGm,pν
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|B3| =

(

1−
1

3

)(

1−
1

2

)

TGm,pν

B3 est l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur à

3.
Pour l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier 5 ≤ pj ≤ pν , il
n'y a plus d'égalité stri
te, sauf lorsque

m ≡ 0 [pj ]

Ainsi, l'ensemble A5 est l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier

est 5, et son 
omplémentaire dans l'ensemble B3 est B5 . Ces deux ensembles

ont respe
tivement pour 
ardinal |A5| et |B5| et nous avons les inégalités

|A5| ≤
1

5

(

1−
1

2

)(

1−
1

3

)

TGm,pν

|B5| ≥

(

1−
1

5

)(

1−
1

2

)(

1−
1

3

)

TGm,pν

B5 est l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur à

5.
De façon générale, l'ensemble Apj

est l'ensemble des entiers dont le plus petit

diviseur premier est pj, et son 
omplémentaire dans l'ensemble Bpi−1
est Bpj

. Ces deux ensembles ont respe
tivement pour 
ardinal

∣

∣Apj

∣

∣

et

∣

∣Bpj

∣

∣

et nous

avons les inégalités

∣

∣Apj

∣

∣ ≤
1

pj

k=j−1
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

TGm,pν
(2.6)

∣

∣Bpj

∣

∣ ≥

k=j
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

TGm,pν
(2.7)

Pour tout j, Bpj
est l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier

est supérieur à pj . Nous avons de plus

TGm,pν
= Ap1

∪ Bp1

Bp1
= Ap2

∪ Bp2

Bp2
= Ap3

∪ Bp3

· · ·

Bpj−2
= Apj−1

∪ Bpj−1

Bpj−1
= Apj

∪ Bpj

· · ·

Bpn−1
= Apj

∪ Bpn
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et don


Bp1
= Ap2

∪Ap3
∪ Bp3

et en pro
édant de pro
he en pro
he

(∀j ∈ N∗) (j ≤ n)

(

Bp1
=

k=j−1
⋃

k=2

Apk
∪ Bpj

)

Par ailleurs, il est 
lair que les ensembles Apj
sont distin
ts et disjoints deux à

deux et que l'ensemble Cpn
des entiers dont le plus petit diviseur premier est

inférieur ou égal à pn, ave
 1 < j ≤ n, sur l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m[

est égal à

Cpn
=

j=n
⋃

j=1

Apj

et a pour 
ardinal

|Cpn
| =

j=n
∑

j=1

∣

∣Apj

∣

∣

(2.8)

Pour �nir, l'ensemble Bpn
des entiers dont le plus petit diviseur premier est

supérieur à pn est le 
omplémentaire de l'ensemble Cpn
des entiers dont le plus

petit diviseur premier est inférieur ou égal à pn dans l'ensemble des entiers


ontenus dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m]

et don


|Bpn
| = TGm,pν

− (an + bn) (2.9)

Posons maintenant

u1 =
1

2

v1 =

(

1−
1

2

)

u2 =
1

3

(

1−
1

2

)

v2 =

(

1−
1

3

)(

1−
1

2

)

u3 =
1

5

(

1−
1

3

)(

1−
1

2

)

=
1

p3

k=2
∏

k=1

(

1−
1

pk

)
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v3 =

(

1−
1

5

)(

1−
1

3

)(

1−
1

2

)

=

k=3
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

· · ·

uj =
1

pj

k=j−1
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

vj =

k=j
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

Les grandeurs uj et vj sont les termes des deux suites

uj =
1

pj

k=j−1
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

(2.10)

et

vj =

k=j
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

(2.11)

et nous avons

(∀j ∈ N∗) (uj + vj = vj−1)

et

(∀j ∈ N∗)

(

uj =
1

pj
vj−1

)

Nous posons également par 
onvention u0 = 0 et v0 = 1. De plus

uj+1 =
1

pj+1

k=j
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

=
1

pj+1

(

1−
1

pj

) k=j−1
∏

k=1

(

1−
1

pk

)

d'où

(

uj+1 =
pj

pj+1

(

1−
1

pj

)

uj

)

⇐⇒

(

uj+1

uj

=
pj − 1

pj+1
<

pj
pj+1

< 1

)


e qui établi la dé
roissan
e de la suite uj. Maintenant

(∀j ∈ N)

(

uj =
1

pj
vj−1

)

et don


j=n
∑

j=1

uj =

j=n
∑

j=1

1

pj
vj−1

Nous pouvons maintenant aborder le 
hapitre suivant qui présente l'appro
he

d'une démonstration de la 
onje
ture forte de Goldba
h [5℄. Nous ferons appel

à des résultats déjà 
onnus.
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Chapitre 3

Sur la 
onje
ture forte de

Goldba
h

Comme annon
é au terme des pages pré
édentes, 
ommençons par établir

quelques résultats en nous inspirant des travaux de Franz Mertens [6℄.

3.1 Un minorant de la somme des inverses des n

premiers nombres premiers

Considérons la somme S des inverses des nombres premiers. Nous avons

S =
∞
∑

j=1

1

pj

et pour 
haque entier premier pj

1

1− 1
pj

=

∞
∑

k=1

1

pkj

Soit maintenant pn le n-ième entier premier et 
hoisissons l'entier P tel que

pn ≤ P < pn+1

alors

j=n
∏

j=1

∞
∑

k=0

(

1

pj

)k

=
∑

n∈Npn

1

n

où Npn
est l'ensemble des entiers naturels dont le plus grand diviseur premier

est pn. Il est 
lair que
j=P
∑

j=1

1

j
<

j=n
∏

j=1

∞
∑

k=0

(

1

pj

)k

33
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or

1

1− 1
pj

=

∞
∑

k=1

1

pkj
= 1 +

1

pj
+

1

p2j
+ · · · = 1 +

1

pj
+

1

p2j

(

1 +
1

pj
+ · · ·

)

et

1

p2j

(

1 +
1

pj
+ · · ·

)

=
1

p2j

∞
∑

k=0

1

pkj
=

1

p2j

1

1− 1
pj

=
1

pj (pj − 1)

et don


j=P
∑

j=1

1

j
<

j=n
∏

j=1

(

1 +
1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

mais

1 >

∫ x=2

x=1

dx

x
∫ x=2

x=1

dx

x
>

1

2
>

∫ x=3

x=2

dx

x
· · ·

∫ x=j

x=j−1

dx

x
>

1

j
>

∫ x=j+1

x=j

dx

x

· · ·
∫ x=pn

x=pn−1

dx

x
>

1

pn
>

∫ x=pn+1

x=pn

dx

x

· · ·
∫ x=P

x=P−1

dx

x
>

1

P
>

∫ x=P+1

x=P

dx

x

et don




1 +

∫ x=pn

x=1

dx

x
>

j=P
∑

j=1

1

j
>

∫ x=P+1

x=1

dx

x





⇐⇒


1 + [lnx]x=P
x=1 >

j=P
∑

j=1

1

j
> [lnx]x=P+1

x=1





et



1 + ln (P ) >

j=P
∑

j=1

1

j
> ln (pn + 1)





=⇒


1 + ln (P ) >

j=P
∑

j=1

1

j
> ln (P )




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Il s'ensuit

ln ln (P ) < ln

j=n
∏

j=1

(

1 +
1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

et nous avons

ln

j=n
∏

j=1

(

1 +
1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

=

j=n
∑

j=1

ln

(

1 +
1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

Rappelons maintenant que

(∀x ∈ R)







exp (x) =
∞
∑

j=1

xj

j!



 =⇒ (exp (x) ≥ 1 + x)





et don


exp

(

1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

≥ 1 +
1

pj
+

1

pj (pj − 1)

et par 
onséquent

ln ln (P ) ≤

j=n
∑

j=1

ln exp

(

1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

soit en
ore

ln ln (P ) ≤

j=n
∑

j=1

(

1

pj
+

1

pj (pj − 1)

)

mais

j=n
∑

j=1

1

pj (pj − 1)
<

j=n
∑

j=1

1

p2j
<

∞
∑

j=1

1

p2j
< 1

et �nalement



ln ln (P ) ≤ 1 +

j=n
∑

j=1

(

1

pj

)



⇐⇒



ln ln (P )− 1 ≤

j=n
∑

j=1

(

1

pj

)





(3.1)

3.2 Un majorant de la somme des inverses des n

premiers nombres premiers

Posons, pour 1 ≤ j ≤ n

aj =
1

ln pj

bj =
ln pj
pj
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Bj =

k=j
∑

k=1

bk

Dans un premier temps, 
onsidérons

Bj =

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

=

k=j
∑

k=1

ln p
1
pk

k = ln

k=j
∏

k=1

p
1
pk

k

Nous remarquons que la fon
tion

y = x
1
x = exp

(

1

x
lnx

)

admet pour dérivée

d

dx
y =

d

dx

(

1

x
lnx

)

exp

(

1

x
ln x

)

=

(

1

x2
(1− lnx)

)

x
1
x

et que 
ette dérivée est négative lorsque x > e. Par 
onséquent, pour tout k > 2

ln pk
pk

<
ln k

k

et don


k=m
∑

k=2

ln pk
pk

<
k=m
∑

k=2

ln k

k

mais

∫ x=k

x=k−1

lnx

x
dx <

ln k

k
<

∫ x=k+1

x=k

lnx

x
dx

et don


k=m
∑

k=2

ln k

k
<

∫ x=m+1

x=2

lnx

x
dx

et �nalement

k=m
∑

k=2

ln pk
pk

<
k=m
∑

k=2

ln k

k
< [

1

2
(lnx)2]m+1

2

et

k=m
∑

k=1

ln pk
pk

<
ln 2

2
+

j=m
∑

k=2

ln k

k
<

1

2

(

(ln (m+ 1))
2 − ln 2 (ln 2− 1)

)

Nous véri�ons alors numériquement que

Bj =

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

< ln pj
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lorque j ≤ 10. Supposons que 
ette dernière relation soit vraie jusqu'au rang m,

alors

Bm+1 =

k=m+1
∑

k=2

ln pk
pk

= Bm +
ln pm+1

pm+1
< ln pm +

ln pm+1

pm+1

et

Bm+1 =
k=m+1
∑

k=2

ln pk
pk

< ln pm + ln p
1

pm+1

m+1

et

Bm+1 =

k=m+1
∑

k=2

ln pk
pk

< ln pmp
1

pm+1

m+1

Supposons aussi

(

p
pm

pm+1

m+1 < pm

)

⇐⇒
(

ppm

m+1 < ppm+1

m

)

soit en
ore

pm ln pm+1 < pm+1 ln pm

or la fon
tion Identité 
roît plus vite que la fon
tion ln. Par 
onséquent, il

existe un entier premier pn tel que

(

(∀pj > pn)

(

pj < p

pj

pj+1

j+1

))

=⇒

(

pjp
1

pj+1

j+1 < p

pj+1

pj+1

j+1 < pj+1

)

Nous véri�ons que pn = p3 = 5. Nous avons don
 montré que

(∀j)

(

Bj =

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

< ln pj

)

A présent, soit l'entier premier pn et 
hoisissons l'entier P tel que

pn ≤ P < pn+1

Considérons la suite

(aj−1 − aj)Bj−1

et pour 
ha
un de ses termes, développons. Il vient

(a1 − a2)B1 =

(

1

ln p1
−

1

ln p2

)

ln p1
p1

=
1

ln p1

ln p1
p1

−
1

ln p2

ln p1
p1

=
1

p1
−

1

ln p2

ln p1
p1
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(a2 − a3)B2 =

(

1

ln p2
−

1

ln p3

)(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

)

=
1

ln p2

(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

)

−
1

ln p3

(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

)

=
1

p2
+

ln p1
p1

1

ln p2
−

(

ln p1
p1

1

ln p3
+

ln p2
p2

1

ln p3

)

(a3 − a4)B3 =

(

1

ln p3
−

1

ln p4

)(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

+
ln p3
p3

)

=
1

ln p3

(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

++
ln p3
p3

)

−
1

ln p4

(

ln p1
p1

+
ln p2
p2

+
ln p3
p3

)

=
1

p3
+

(

ln p1
p1

1

ln p3
+

ln p2
p2

1

ln p3

)

−

(

ln p1
p1

1

ln p4
+

ln p2
p2

1

ln p4
+

ln p3
p3

1

ln p4

)

· · ·

(aj−1 − aj)Bj−1 =

(

1

ln pj−1
−

1

ln pj

) k=j−1
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

ln pj−1

k=j−1
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pj

k=j−1
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

pj−1
+

1

ln pj−1

k=j−2
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pj

k=j−1
∑

k=1

ln pk
pk

(aj − aj+1)Bj =

(

1

ln pj
−

1

ln pj+1

) k=j
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

ln pj

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pj+1

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

pj
+

1

ln pj

k=j−1
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pj+1

k=j
∑

k=1

ln pk
pk

· · ·

(an−1 − an)Bn−1 =

(

1

ln pn−1
−

1

ln pn

) k=n−1
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

ln pn−1

k=n−1
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pn

k=n−1
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

pn−1
+

1

ln pn−1

k=n−2
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

ln pn

k=n−1
∑

k=1

ln pk
pk
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(

an −
1

lnP

)

Bn =

(

1

ln pn
−

1

lnP

) k=n
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

ln pn

k=n
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

lnP

k=n
∑

k=1

ln pk
pk

=
1

pn
+

1

ln pn

k=n−1
∑

k=1

ln pk
pk

−
1

lnP

k=n
∑

k=1

ln pk
pk

E�e
tuons la somme

j=n−1
∑

j=1

(aj − aj+1)Bj +

(

an −
1

lnP

) k=n
∑

k=1

ln pk
pk

+
1

lnP

k=n
∑

k=1

ln pk
pk

ave


k=n
∑

k=1

ln pk
pk

= Bn

et, d'après 
e que nous avons établi plus haut

(∀j ∈ N∗) (Bj < ln pj)

il vient





j=n−1
∑

j=1

(aj − aj+1)Bj +

(

an −
1

lnP

)

Bn =

j=n
∑

j=1

1

pj
−

1

lnP
Bn





⇐⇒




j=n
∑

j=1

1

pj
=

j=n−1
∑

j=1

(aj − aj+1)Bj +

(

an −
1

lnP

)

Bn +
1

lnP
Bn





et en expli
itant les termes

j=n
∑

j=1

1

pj
=

j=n−1
∑

j=1

(

1

ln pj
−

1

ln pj+1

)

Bj +

(

1

ln pn
−

1

lnP

)

Bn +
1

lnP
Bn

soit en
ore

j=n
∑

j=1

1

pj
=

j=n−1
∑

j=1

1

ln pj ln pj+1
(ln pj+1 − ln pj)Bj+

1

ln pn lnP
(lnP − ln pn)Bn+

1

lnP
Bn

et don


j=n
∑

j=1

1

pj
<

j=n−1
∑

j=1

1

ln pj+1
(ln pj+1 − ln pj) +

1

lnP
(lnP − ln pn) +

1

lnP
Bn
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Nous avons

1

ln pj+1
(ln pj+1 − ln pj) <

∫ x=pj+1

x=pj

1

ln x
d lnx <

1

ln pj
(ln pj+1 − ln pj)

et

1

ln pj+1

j=n−1
∑

j=1

(ln pj+1 − ln pj) <

j=n−1
∑

j=1

∫ x=pj+1

x=pj

1

lnx
d lnx

mais

j=n−1
∑

j=1

∫ x=pj+1

x=pj

1

lnx
d lnx =

∫ x=pn

x=p1

1

lnx
d lnx = ln ln pn − ln ln 2

de la même façon

1

lnP
(lnP − ln pn) <

∫ x=P

x=pn

1

lnx
d lnx <

1

ln pn
(lnP − ln pn)

ave


∫ x=P

x=pn

1

lnx
d lnx = ln lnP − ln ln pn

Nous obtenons �nalement l'inégalité

j=n
∑

j=1

1

pj
< ln lnP − ln ln 2 +

ln pn
lnP

(3.2)

3.3 Une approximation de la valeur du produit

�ni Eulerien de rang n

Nous avons de façon générale

(

∀a ∈ R+
) (

∀b ∈ R+
)

(a < b)

(

1

b
<

∫ x=b

x=a

1

x
dx <

1

a

)

et

∫ x=b

x=a

1

x
dx = ln b− ln a = ln

b

a

Posons

b

a
=

pj
pj − 1

=

(

1−
1

pj

)−1

il vient

∀pj ∈ N
1

pj
<

∫ x=pj

x=pj−1

1

x
dx <

1

pj − 1
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soit en
ore

∀pj ∈ N
1

pj
< ln

pj
pj − 1

<
1

pj − 1

mais

ln
pj

pj − 1
= − ln

pj − 1

pj
= − ln

(

1−
1

pj

)

et don


∀pj ∈ N
1

pj
< − ln

(

1−
1

pj

)

<
1

pj − 1

Maintenant posons

− ln

(

1−
1

pj

)

=
1

pj
+ ǫj

Il est 
lair que

0 < ǫj <
1

pj − 1
−

1

pj
<

1

(pj − 1)
2 <

1

j2

Nous avons

−

j=n
∑

j=1

ln

(

1−
1

pj

)

=

j=n
∑

j=1

1

pj
+

j=n
∑

j=1

ǫj

mais

j=n
∑

j=1

ǫj <

j=n
∑

j=1

1

j2
< 2

et don


j=n
∑

j=1

1

pj
< −

j=n
∑

j=1

ln

(

1−
1

pj

)

<

j=n
∑

j=1

1

pj
+ 2

Or

j=n
∑

j=1

ln

(

1−
1

pj

)

= ln

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

et nous pouvons é
rire

j=n
∑

j=1

1

pj
< − ln

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

<

j=n
∑

j=1

1

pj
+ 2

soit en
ore, ave
 pn ≤ P < pn+1

ln lnP − 1 < − ln

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

< ln lnP − ln ln 2 +
ln pn
lnP

+ 2

et, en posant e = exp(1)

ln

(

lnP

e

)

< − ln

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

< ln

(

lnP

e

)

− ln ln 2 +
ln pn
lnP

+ 3
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Il existe don
 un nombre µn tel que

(

0 < lnµn < 3− ln ln 2 +
ln pn
lnP

)

⇐⇒

(

1 < µn < exp

(

3− ln ln 2 +
ln pn
lnP

))

et tel que

− ln

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

= ln

(

lnP

e

)

+ lnµn = ln
(µn

e
lnP

)

Posons

(µn

e
= mn

)

⇐⇒

(

1

e
< mn < exp

(

2− ln ln 2 +
ln pn
lnP

))

il vient

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

=
1

mn lnP
= vn > 0 (3.3)

3.4 L'ébau
he d'une démonstration

Revenons maintenant dans le 
adre de la 
onje
ture forte de Goldba
h et plus

spé
i�quement dans 
elui que nous avons 
onsidéré au paragraphe pré
édent.

Soit don
 l'entier m, 
hoisi non premier, et les entiers premiers pn et pn+1,


onsé
utifs dans l'ensemble des nombres premiers, tels que

p2n < 2m < p2n+1

et la fon
tion Gm,pn

Gm,pn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Gm,pn
(x)

ave


Gm,pn
(x) =

j=n
∏

j=1

sin

(

π

pj
x

)

sin

(

π

pj
(2m− x)

)

Cette fon
tion est périodique de période

TGm,pn
=

j=n
∏

j=1

pj

Les diviseurs de m, supposé non premier, appartiennent à l'ensemble πpn
et

don


Gm,pn
(m) = 0
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Par ailleurs, nous savons qu'il existe deux entiers premiers pν et pν+1, 
onsé
u-

tifs dans l'ensemble des nombre premiers, pour lesquels les périodes respe
tives

TGm,pν
et TGm,pν+1

des fon
tions 
orrespondantes Gm.pν
et Gm,pν+1

véri�ent

TGm,pν
< 2m < TGm,pν+1

Soient les deux suites uk (voir l'équation 2.10 page 31) et vk (voir l'équation 2.11
page 31), que nous avons déjà introduites

uk =
1

pk

k−1
∏

h=1

(

1−
1

ph

)

vk =

k
∏

h=1

(

1−
1

ph

)

Nous avons

uk =
1

pk
vk−1

et don


k=n
∑

k=1

uk =

k=n
∑

k=1

1

pk
vk−1

Maintenant, soient d'un 
oté dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm.pν

+m] ⊂ [0, 2m]

les ensembles dé�nis au 
hapitre pré
édent

� Apk
l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est pk. Cet

ensemble a pour 
ardinal |Apk
|, qui véri�e l'inégalité (voir l'équation 2.6

page 29)

|Apk
| ≤

1

pk

j=k−1
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

TGm,pν

� Bpn
l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur

à pn. Cet ensemble a pour 
ardinal |Bpn
|, qui véri�e l'inégalité (voir l'équa-

tion 2.7 page 29)

|Bpn
| ≥

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

TGm,pν
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� Cpn
l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est inférieur

ou égal à pn. Cet ensemble a pour 
ardinal (voir l'équation 2.3 page 30)

|Cpn
| =

k=n
∑

k=1

|Apk
|

qui véri�e l'inégalité

|Cpn
| ≤ TGm,pν

n
∑

k=1

uk (3.4)

et d'un autre 
oté, soient aussi dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[

les ensembles dé�nis au 
hapitre pré
édent

� Dpn
l'ensemble des entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn

s'annule. Cet

ensemble a pour 
ardinal |Dpn
|, qui véri�e l'inégalité (voir l'équation 2.4

page 28)

|Dpn
| ≤ an + bn

� Epn
l'ensemble des entiers pour lesquels la fon
tion Gm,pn

ne s'annule

pas. Cet ensemble a pour 
ardinal |Epn
|, qui véri�e l'inégalité (voir l'équa-

tion 2.5 page 28)

|Epn
| ≥

1

2
TGm,pν

− (an + bn)

La 
onje
ture forte de Goldba
h se trouverait démontrée si nous pouvions véri-

�er

(

|Dpn
| <

1

2
TGm,pν

)

⇐⇒ (|Epn
| > 0)

3.4.1 Considérations sur l'ensemble Bpn

Considérons Bpn
l'ensemble des entiers de l'intervalle

[−
1

2
TGm,pn

+m,
1

2
TGm,pn

+m[

dont le plus petit diviseur premier est supérieur à pn Nous avons

|Bpn
| ≥

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

TGm,pν
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ave


TGm,pν
=

j=ν
∏

j=1

pj

Par ailleurs, nous avons montré que (voir l'équation 3.3 page 42)

j=n
∏

j=1

(

1−
1

pj

)

=
1

mn lnP
= vn > 0

ave


(µn

e
= mn

)

⇐⇒

(

1

e
< mn < exp

(

2− ln ln 2 +
ln pn
lnP

))

⇐⇒

(

e >
1

mn

> exp

(

−2 + ln ln 2−
ln pn
lnP

))

et

pn ≤ P < pn+1

et don


(

|Bpn
| ≥

1

mn lnP
TGm,pν

)

=⇒



|Bpn
| ≥

exp
(

−2 + ln ln 2− ln pn

lnP

)

lnP
TGm,pν





Maintenant, nous observons que

(TGm,pν
⊂ [0, 2m]) ⇐⇒ ((∃λ ∈ Q∗) (1 ≤ λ < pν+1) (λTGm,pν

= 2m))

ave
 p2n < 2m < p2n+1 et don


(

p2n < λTGm,pν
< p2n+1 ⇐⇒

p2n
λ

< TGm,pν
<

p2n+1

λ

)

=⇒

(

p2n
pν+1

< TGm,pν
< p2n+1

)

et don


|Bpn
| >

p2n
pν+1 lnP

exp

(

−2 + ln ln 2−
ln pn
lnP

)

Or, P peut prendre arbitrairement n'importe quelle valeur entre pn et pn+1.

Choisissons P = pn et nous obtenons �nalement

|Bpn
| >

p2n
pν+1 ln pn

exp (−3 + ln ln 2)

soit plus expli
itement

|Bpn
| >

p2n
29pν+1 ln pn

>
pn

29 ln pn
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On peut alors voir que le 
ardinal |Bpn
| de l'ensemble Bpn

des entiers dont le

plus petit diviseur premier est supérieur à pn véri�e numériquement

(|Bpn
| > 1) ⇐⇒ (pn ≥ p35 = 149)


e qui semble indiquer que 
et ensemble n'est pas vide, dès que pn ≥ 149.

3.4.2 Considérations sur l'ensemble Cpn

Considérons l'ensemble Cpn
. Son 
ardinal véri�e les relations suivantes

|Cpn
| = an + bn

(voir l'équation 2.3 page 28) et

|Cpn
| ≤ TGm,pν

k=n
∑

k=1

uk

(voir l'équation 3.4 page 44)

Con
entrons nous d'abord sur l'équation 3.4, il vient

k=n
∑

k=1

uk =

k=n
∑

k=1

1

pk
vk−1 =

1

2
+

k=n
∑

k=2

1

pk
vk−1

Nous pouvons aussi é
rire (voir les équations 2.10 et 3.3, pages 31 et 42)

k=n
∑

k=2

uk <

k=n
∑

k=1

1

mk−1pk ln pk−1

soit en
ore

k=n
∑

k=2

uk <
1

e

k=n
∑

k=2

1

pk ln pk−1
<

1

e

k=n
∑

k=2

1

pk ln pk
<

1

2e

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk ln pk

maintenant

pk − pk−1

pk ln pk
<

∫ x=pk

x=pk−1

dx

x ln x
<

pk − pk−1

pk−1 ln pk−1

et

∫ x=pk

x=pk−1

dx

x lnx
=

∫ x=pk

x=pk−1

d lnx

lnx

et don


k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk ln pk
<

k=n
∑

k=2

∫ x=pk

x=pk−1

d lnx

lnx
<

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk−1 ln pk−1

soit en
ore

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk ln pk
<

∫ x=pn

x=p1

d lnx

lnx
<

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk−1 ln pk−1
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et �nalement

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk ln pk
< [ln lnx]x=pn

x=p1
<

k=n
∑

k=2

pk − pk−1

pk−1 ln pk−1

Par 
onséquent

k=n
∑

k=2

uk <
1

2e
(ln ln pn − ln ln 2)

Dans l'intervalle [− 1
2TGm,pν

+m,m[, le nombre d'entier pour lesquels la fon
tion
Gm,pn

s'annule est inférieur où égal à an + bn. Ces nombres sont soit pairs,

auxquels 
as nous avons

(∀k < m)

(

2k ∈ [−
1

2
TGm,pν

+m,m[

)

(Spn
(2k) = Spn

(2m− 2k) = 0)

soit impairs. Le 
ardinal de l'ensemble de 
es nombres impairs dans l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,
1

2
TGm,pν

+m[

est égal à

1
2TGm,pν

et les inégalitées suivantes sont véri�ées

(

1

2
(an + bn) ≤

1

2
TGm,pν

k=n
∑

k=2

uk

)

⇐⇒

(

1

2
(an + bn) <

1

4e
(ln ln pn − ln ln 2)TGm,pν

)

Maintenant, le 
ardinal de l'ensemble des nombres impairs pour lesquels la fon
-

tion Gm,pn
s'annule sur l'intervalle [− 1

2TGm,pν
+m,m[ est lui aussi inférieur ou

égal à

1
2 (an + bn). Le 
ardinal de l'ensemble des nombres impairs dans 
e même

intervalle est

1
4TGm,pν

. Cher
hons alors les valeurs de pn pour lesquelles

(

1

4e
(ln ln pn − ln ln 2)TGm,pν

≤
1

4
TGm,pν

)

⇐⇒ ((ln ln pn − ln ln 2) ≤ e)

Il vient

((ln ln pn − ln ln 2) ≤ e) ⇐⇒ (ln ln pn ≤ e + ln ln 2)

⇐⇒
(

ln pn ≤ ee+ln ln 2
)

⇐⇒
(

pn ≤ ee
e+ln ln 2

)

et nous véri�ons numériquement

ee
e+ln ln 2

= 36 465,95

Par 
onséquent, le 
ardinal de l'ensemble des nombres impairs pour lesquels la

fon
tion Gm,pn
s'annule sur l'intervalle

[−
1

2
TGm,pν

+m,m[
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est inférieur à

1
4TGm,pν

pour tout entier premier pn < 36 466. Nous terminons

en remarquant que

((

1

2
p2n < m <

1

2
p2n+1

)

∧ (pn = 36 466)

)

=⇒
(

1

2
1 329 765 293< m < 2 (1 329 765 293)

)

3.4.3 Une 
on
lusion qui semble s'imposer

En nous appuyant sur les résultats qui pré
èdent, nous pouvons a�rmer

que d'un 
oté la fon
tion Gm.pn
ne peut pas s'annuler pour tout les entiers de

l'intervalle [− 1
2TGm,pν +m, 12TGm,pν +m[ lorque pn < 36 466. De l'autre 
oté,

dans 
e même intervalle, il existe au moins un entier premier supérieur à pn
dès lors que pn > p35 = 149. La 
onje
ture forte de Godlba
h semble don


partiellement véri�ée, au moins pour tout entier m ≤ 1
21 329 765 293 et nous

pouvons énon
é le théorème suivant

Théorème 4 partiel de Goldba
h Pour tout entier naturel 2 ≤ m < 1
21 329 765 293,

l'entier naturel pair 2m est la somme de deux nombres premiers.



Chapitre 4

Sur une extension de la


onje
ture de Joseph

Bertrand

4.1 Objet du 
hapitre

Joseph Bertrand avait proposé une 
onje
ture démontrée par Panufty T
heby-


hev et que nous avons déjà mentionnée dans notre introdu
tion

Théorème 5 de Bertrand T
heby
hev Pour tout entier naturel n > 1, il
existe au moins un entier naturel premier qui appartient à l'intervalle ]n, 2n].

Dans un esprit très pro
he et sur la base de résultats obtenus manuellement,

nous émettons la 
onje
ture suivante

Conje
ture 5 Etant donné un entier premier pn, il existe au moins un entier

premier dans 
haque intervalle [kpn, (k + 1) pn[ pour tout entier k non nul tel

que (k + 1) pn < p2n+1.

Nous essaierons au 
ours de 
e 
hapitre de démontrer 
ette 
onje
ture.

4.2 Outils utilisés.

Nous rappelons la dé�nition de l'ensemble πpn
qui 
ontient tout nombre

premier pj inférieur ou égal à un nombre premier pn donné

πpn
= {pj| ((c|pj) ⇐⇒ (c ∈ {1, pj}) ∧ (pj ≤ pn))}

Considérons la fon
tion

Spn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Spn
(x)

49
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ave


Spn
(x) =

j=n
∏

j=1

spj
(x)

Cette fon
tion s'annule si et seulement si x prend pour valeur 
elle de l'un, ou

du produit de plusieurs, des éléments de πpn
. Sa période est

TSpn
= 2

j=n
∏

j=1

pj

La fon
tion Spn
étant le produit de fon
tions sin est

� impaire lorsque n est impair

� paire lorsque n est pair

Dans l'intervalle [0, TSpn
[, nous avons

Spn
(TSpn

) = Spn
(
TSpn

4
) = Spn

(
TSpn

2
) = Spn

(
3TSpn

4
) = 0

Nous rappelons aussi que, pour deux entiers xp et xq pris dans l'intervalle

[0, TSpn
[, nous avons (voir les équations 1.1 et 1.2 page 4)

(

xp + xq =
1

4
TSpn

)

=⇒
(

Spn
(xq) = (−1)n−1 Spn

(xp)
)

(

xp + xq =
1

2
TSpn

)

=⇒ (Spn
(xq) = (−1)

n
Spn

(xp))

4.3 Vers une extension du théorème de Bertrand

T
heby
hev.

4.3.1 Les fon
tions Spn
et Spn−1

sur l'intervalle [0, 1

2
TSpn

[

Nous notons que

[0,
1

2
TSpn

[= [0,
1

4
TSpn

[∪[
1

4
TSpn

,
1

2
TSpn

[

Soit maintenant in
luse dans l'intervalle [0, 1
2TSpn

] la suite des sous-intervalles

[
l

4
TSpn−1

,
l + 1

4
TSpn−1

] (l ∈ N)

Ces sous-intervalles sont au nombre de 2pn dans l'intervalle [0, 12TSpn
[. Nous

notons les bornes de 
es sous-intervalles

M0 = O0 = 0
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M1 =
1

4
TSpn−1

M2 =
2

4
TSpn−1

M3 =
3

4
TSpn−1

· · ·

Ml =
l

4
TSpn−1

· · ·

Mpn
=

pn
4
TSpn−1

· · ·

M2pn
=

2pn
4

TSpn−1

Toutes les bornes Ml sont entières et multiples de pn−1, et nous avons

[M0,M2pn
[=

l=2pn−1
⋃

l=0

[Ml,Ml+1[

et

(∀l 6≡ 0 [pn]) (Ml 6≡ 0 [pn])

La �gure 4.1 (voir page 52)montre les bornes Ml de 
haque sous-intervalle sur

la représentation 
ir
ulaire de l'intervalle [0, 1
2TSpn[ dans le 
as où

(n = 6) ⇐⇒ ((pn = 13) ∧ (pn−1 = 11))

Considérons maintenant la fon
tion Spn−1
sur l'intervalle [0, 1

2TSpn
] et sup-

posons qu'il existe un sous-intervalle ]At, Bt = At + pn[, dans lequel 
ette fon
-
tion Spn−1

s'annule pour tous les entiers impairs. At est un entier naturel supposé

non nul et n'est pas né
essairement multiple de pn. Ce sous-intervalle ]At, Bt[

ontient pn − 1 entiers. Les diviseurs de 
ha
un de 
es entiers appartiennent

ex
lusivement à l'ensemble πpn−1
. Deux 
as se présentent alors

� Ce sous-intervalle ]At, Bt[ 
ontient un entier Ml. En raison des propriétés

de symétrie de la fon
tion Spn−1
, 
haque entierMl de l'intervalle [M0,M2pn−1

[
appartient à l'un des sous-intervalles ]At, Bt[. En parti
ulier, l'entierM0 =
0 appartient à l'un des sous-intervalles ]At, Bt[. Or nous savons que Spn−1

(1) 6=
0. Ce 
as doit don
 être é
arté.

� Ce sous-intervalle ]At, Bt[ ne 
ontient pas d'entier Ml. En raison des pro-

priétés de symétrie de la fon
tion Spn−1
, 
haque sous-intervalle [Ml,Ml+1[


ontient un sous-intervalle ]At, Bt[.
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O0

Or

M1
M2

M3

M4

M5

M6

M7

M8

M9

M10

M11
M12 M13 M14

M15

M16

M17

M18

M19

M20

M21

M22

M23

M24
M25

Figure 4.1 � Les sous-intervalles [Ml,Ml+1[ sur la représentation 
ir
ulaire de

l'intervalle

[

0, 12TSpn

[

En raison des propriétés de symétrie de la fon
tion Spn−1
, 
ha
un des 2pn sous-

intervalles [Ml,Ml+1[ in
lus dans l'intervalle [0, 12TSpn
[ 
ontient lui même un

sous-intervalle ]At, Bt[. Ces sous-intervalles ]At, Bt[ sont don
 également au

nombre de 2pn sur l'intervalle [0, 1
2TSpn

[. Nous les notons

]A0, B0[

]A1, B1[

· · ·

]At, Bt[

]At+1, Bt+1[

· · ·

]A2pn−2, B2pn−2[

]A2pn−1, B2pn−1[

et nous avons

(∀t ∈ {0, 1, 2, · · · , 2pn − 2, 2pn − 1}) (At ∈ [Mt,Mt+1[⇐⇒ Mt < At < Mt+1)

Nous 
onviendrons de dire que l'ensemble des sous-intervalles ]At, Bt[ est en-
gendré par le sous-intervalle ]A0, B0[ et nous dé�nirons 
et ensemble 
omme la
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famille indexée des sous-intervalles {]At, Bt[}. Il est important de remarquer

que le sous-intervalle [M0,M1[ peut 
ontenir plusieurs sous-intervalles distin
ts
deux à deux et que nous notons ]A0, B0[u, ave
 l'indi
e u ∈ N pouvant prendre

plusieurs valeurs distin
tes. Chaque sous-intervalle ]A0, B0[u engendre don
 la

famille {]At, Bt[u}. Dans tous 
e qui suit, nous 
hoisissons l'une de 
es familles

{]At, Bt[u}, que nous notons plus simplement {]At, Bt[}. Pour 
haque t ∈ N tel

que 0 ≤ t ≤ 2pn − 1, nous avons, en raison des propriétés de symétrie de la

fon
tion Spn−1

At + At+1

2
= Mt+1 =

t+ 1

4
TSpn−1

De façon générale, pour deux entiers de parités distin
tes t1 et t2, où

0 ≤ t1 < t2 ≤ 2pn − 1

nous avons

At1 +At2

2
= M t1+t2

2
+ 1

2

Ainsi

At+1 +At+2

2
= Mt+2

et don


At+2 −At

2
= Mt+2 −Mt+1 =

1

4
TSpn−1

et �nalement

At+2 −At =
1

2
TSpn−1

et de façon plus générale, pour q ∈ N

At+2q −At =
q

2
TSpn−1

Egalement, pour 
haque t tel que 0 ≤ t ≤ pn − 1, nous avons, en raison des

propriétés de symétrie de la fon
tion Spn

(

1

2
(At +A2pn−1−t) =

1

4
TSpn

)

⇐⇒

(

A2pn−1−t +At =
1

2
TSpn

)

Nous pouvons don
 é
rire

(∀pj ∈ πpn
) (A2pn−1−t ≡ −At [pj ]) (4.1)

En parti
ulier, pour l'entier αt 
hoisi dans l'ensemble Z/pnZ = {0, 1, pn − 1}

(At ≡ αt [pn]) ⇐⇒ (A2pn−1−t ≡ −αt [pn])

La �gure 4.2 montre la position des sous-intervalles ]At, Bt[ dans la représenta-
tion 
ir
ulaire de l'intervalle [M0,M2pn−1[= [0, 12TSpn

[ et 
omme dans la �gure

4.1, dans le 
as où

(pn = 13) ⇐⇒ (n = 6)
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O0

Or

A0A1A2

A3
A4

A5

A6

A7

A8

A9A10

A11 A12 A13 A14

A15A16

A17

A18

A19

A20

A21
A22

A23A24A25

Figure 4.2 � Les sous-intervalles ]At, Bt[ sur la représentation 
ir
ulaire de

l'intervalle

[

0, 12TSpn

[

Par sou
i de 
larté pour l'illustration, la �gure montre uniquement la borne At

de 
haque sous-intervalle ]At, Bt[.
Par ailleurs, l'ensemble des sous-intervalles ]At, Bt[ 
ontient lui même deux sous-

ensembles dont les éléments sont respe
tivement les sous-intervalles ]A2τ , B2τ [
et ]A2τ+1, B2τ+1[, et nous avons pour q ∈ N et 0 ≤ q ≤ τ ≤ pn − 1

(∀τ) (∀q)
(

A2τ+2q −A2τ =
q

2
TSpn−1

)

(∀τ) (∀q)
(

A2τ+1+2q −A2τ+1 =
q

2
TSpn−1

)

Ces deux relations montrent que pour deux entiers de même parité t1 et t2, où

0 ≤ t1 < t2 ≤ pn − 1

At2 6≡ At1 [pn]

Considérons alors le sous-ensemble des sous-intervalles ]At, Bt[ dans l'intervalle
[0, 12TSpn

[, où t est 
hoisi pair. Cet ensemble 
ontient pn sous-intervalles. Il en

va de même pour l'autre sous-ensemble des sous-intervalles ]At, Bt[, où t est


hoisi impair. Il y a don
 pn entiers At pour t de parité donnée. En�n, nous

remarquons que

((∀τ ∈ Z/pnZ) (∀q ∈ Z/pnZ) (q ≤ τ))
(

A2τ+2q = A2τ +
q

2
TSpn−1

)
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((∀τ ∈ Z/pnZ) (∀q ∈ Z/pnZ) (q ≤ τ))
(

A2pn−1−2τ+2q = A2pn−1−2τ +
q

2
TSpn−1

)

et don


((∀τ ∈ Z/pnZ) (∀q ∈ Z/pnZ) (q ≤ τ))
(

∀pj ∈ πpn−1

)

(A2τ+2q ≡ −A2pn−1−2τ+2q [pj ])

Nous pouvons maintenant énon
é le lemme suivant

Lemme 1 Soit l'intervalle [0, 12TSpn
[, où pn ≥ 13 est l'entier premier de rang

n dans l'ensemble des nombres premiers. Soit dans 
et intervalle l'ensemble

des 2pn sous-intervalles [ l4TSpn−1,
l+1
4 TSpn−1[= [Ml,Ml+1[ et supposons qu'il

existe au moins un sous-intervalle ]At, Bt[, où Bt = At + pn, dans lequel la

fon
tion Spn−1
s'annule pour tous les entiers qu'il 
ontient, alors

� 
e sous-intervalle est entièrement 
ontenu dans le sous-intervalle [Mt,Mt+1[
ave
 Mt < At

� il existe un sous-intervalle ]At, Bt[ dans 
ha
un des 2pn sous-intervalles

[ l4TSpn−1,
l+1
4 TSpn−1[= [Ml,Ml+1[. Nous numérotons 
es sous-intervalles

]A0, B0[, ]A1, B1[,..., ]At, Bt[,..., ]A2pn−2
, B2pn−2

[ , ]A2pn−1
, B2pn−1

[, ave


(∀t ∈ {0, 1, 2, · · · , 2pn − 2, 2pn − 1}) (At ∈ [Mt,Mt+1[⇐⇒ Mt < At < Mt+1)

� l'ensemble de 
es sous-intervalles ]At, Bt[ 
ontient lui même deux sous-

ensembles dont les éléments sont respe
tivement les sous-intervalles ]A2k, B2k[
et ]A2k+1, B2k+1[, et nous avons

(∀pj ∈ πpn
) (At ≡ −A2pn−1−t [pj ])

En parti
ulier, l'entier at étant 
hoisi dans l'ensemble

Z/pnZ = {0, 1, · · · , pn − 1}


ha
un de 
es deux sous-ensembles 
ontient un et un seul sous-intervalle

]At, Bt[, où
At ≡ at [pn]

et

(At ≡ at [pn]) ⇐⇒ (A2pn−1−t ≡ −at [pn])

Posons

1

2
TSpn−1 ≡ α [pn]

A0 ≡ a0 [pn]

Il vient, l'index τ1 variant de 1 à pn − 1

A2 = A0 +
1

2
TSpn−1 ≡ a2 = a0 + α [pn]

A4 = A0 +
2

2
TSpn−1 ≡ a4 = a0 + 2α [pn]
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A6 = A0 +
3

2
TSpn−1 ≡ a6 = a0 + 3α [pn]

· · ·

A2τ1 = A0 +
τ1
2
TSpn−1 ≡ a2τ1 = a0 + τ1α [pn]

· · ·

A2(pn−1) = A0 +
(pn − 1)

2
TSpn−1 ≡ a2(pn−1) = a0 + (pn − 1)α [pn]

De même, posons

A2pn−1 ≡ a2pn−1 = −a0 [pn]

Il vient, l'index τ2 variant de −1 à − (pn − 1)

A(2pn−1)−2 = A2pn−1 −
1

2
TSpn−1 ≡ a2pn−3 = a2pn−1 − α [pn]

A(2pn−1)−4 = A2pn−1 −
2

2
TSpn−1 ≡ a2pn−5 = a2pn−1 − 2α [pn]

A(2pn−1)−6 = A2pn−1 −
3

2
TSpn−1 ≡ a2pn−1−7 = a2pn−1 − 3α [pn]

· · ·

A(2pn−1)−2τ2 = A2pn−1 −
τ2
2
TSpn−1 ≡ a2pn−1−2τ2 = a2pn−1 − τ2α [pn]

· · ·

A(2pn−1)−2(pn−1) = A2pn−1 −
pn − 1

2
TSpn−1 ≡ a1 = a2pn−1 − (pn − 1)α [pn]

et

a2pn−3 ≡ − (a0 + α) [pn]

a2pn−5 ≡ − (a0 + 2α) [pn]

a2pn−1−7 ≡ − (a0 + 3α) [pn]

· · ·

a2pn−1−2τ2 ≡ − (a0 + τ2α) [pn]

· · ·

a1 = a2pn−1−2(pn−1) ≡ − (a0 + (pn − 1)α) [pn]

L'un des entiers a2τ1 , soit a2λ, et lui seulement, est nul, et

a2λ = a0 + λα ≡ 0 [pn]

Nous remarquons que dans le 
as où a0 = 0, alors

A0 ≡ 0 [pn]
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et

A(2pn−1)−2τ2 ≡ a(2pn−1)−2τ2 = −τ2α [pn]

Posons maintenant τ2 = pn − τ1

A(2pn−1)−2(pn−τ1) = A2τ1−1 ≡ a2τ1−1 = jα [pn]

Nous pouvons �nalement é
rire

((∀τ ∈ Z/pnZ) (A0 ≡ 0 [pn]) ⇐⇒ (A2τ −A2τ−1 ≡ 0 [pn])) (4.2)

Considérons à nouveau l'ensemble des sous-intervalles {]At, Bt[}. Choisissons
trois indi
es entiers t1, t2 et t3 distin
ts deux à deux tels que

M2t1 =
2t1
4

TSpn−1

M2(pn−1)−2t1 =
pn − 1− t1

4
TSpn−1

M2t2 =
2t2
4

TSpn−1

M2(pn−1)−2t2 =
pn − 1− t2

4
TSpn−1

M2t3 =
2t3
4

TSpn−1

M2(pn−1)−2t3 =
pn − 1− t3

4
TSpn−1

alors

A2t1 =
2t1
4

TSpn−1 +A0

A2(pn−1)−2t1 =
2 (pn − 1− t1)

4
TSpn−1 −A0

A2t2 =
2t2
4

TSpn−1 +A0

A2(pn−1)−2t2 =
2 (pn − 1− t2)

4
TSpn−1 −A0

A2t3 =
2t3
4

TSpn−1 +A0

A2(pn−1)−2t3 =
2 (pn − 1− t3)

4
TSpn−1 −A0

Il vient

M2t2 −M2t1 = A2t2 −A2t1 =
2 (t2 − t1)

4
TSpn−1

M2t3 −M2t2 = A2t3 −A2t2 =
2 (t3 − t2)

4
TSpn−1
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M2t1 −M2t3 = A2t1 −A2t3 =
2 (t1 − t3)

4
TSpn−1

et de même

M2(pn−1)−2t2−M2(pn−1)−2t1 = A2(pn−1)−2t2−A2(pn−1)−2t1 = −
2 (t2 − t1)

4
TSpn−1

M2(pn−1)−2t3−M2(pn−1)−2t2 = A2(pn−1)−2t3−A2(pn−1)−2t2 = −
2 (t3 − t2)

4
TSpn−1

M2(pn−1)−2t1−M2(pn−1)−2t3 = A2(pn−1)−2t1−A2(pn−1)−2t3 = −
2 (t1 − t3)

4
TSpn−1

Supposons maintenant que

A2t1 ≡ 0 [pn]

alors

A2t2 =
2 (t2 − t1)

4
TSpn−1

A2t3 =
2 (t3 − t1)

4
TSpn−1

et nous avons

((A2t1 ≡ 0 [pn]) ∧ (A2t2 +A2t3 ≡ 0 [pn])) =⇒ (t2 + t3 ≡ 2t1 [pn]) (4.3)

Posons maintenant t1 = 0. Nous avons déjà établi que (voir l'équation 4.2

page 57)

(∀j ∈ Z/pnZ) (A2t1 = A0 ≡ 0 [pn] ⇐⇒ A2t2 −A2t2−1 ≡ 0 [pn])

et dans 
e 
as

A2t2−1 = A2(pn−1)−2t3

et don


A2t2 −A2t2−1 = A2t2 −A2(pn−1)−2t3 =
2t2
4

TSpn−1 −
2 (pn − 1− t3)

4
TSpn−1

et �nalement

A2t2 −A2t2−1 =
2 (t2 − (pn − 1− t3))

4
TSpn−1 =

2 (t2 − pn + 1 + t3)

4
TSpn−1

Nous devons don
 avoir

t2 + t3 + 1 ≡ 0 [pn]

Nous aboutissons alors à une 
ontradi
tion 
ar nous avions montré plus haut

(voir l'équation 4.3 page 58)

((A2t1 ≡ 0 [pn]) ∧ (A2t2 +A2t3 ≡ 0 [pn])) =⇒ (t2 + t3 ≡ 2t1 = 0 [pn])

Par 
onséquent

(∀]At, Bt[∈ {]At, Bt[}) ((At ≡ 0 [pn]) ⇐⇒ (t 6= 0)) (4.4)

Ce résultat, obtenu pour l'une des familles {]At, Bt[u}, est valable pour 
ha
une
d'entre elles et nous pouvons énon
er le théorème suivant
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Théorème 6 Pour tout entier naturel premier pn et sa fon
tion asso
iée Spn
,

soit l'ensemble des intervalles

[kpn, (k + 1) pn[

où k est un entier naturel dé
rivant N, et soit l'entier naturel

M1 =
1

4
TSpn−1

alors

(∀k ∈ N) (k < M1) (∃a ∈ ([kpn, (k + 1) pn[∩N)) (Spn
(a) 6= 0)

Entre autres 
onséquen
es, la 
onje
ture que nous avions énon
ée plus haut est

véri�ée et nous pouvons énon
er 
e qui est maintenant un théorème

Théorème 7 Etant donné un entier premier pn, il existe au moins un entier

premier dans 
haque intervalle [kpn, (k + 1) pn[ pour tout entier naturel k non

nul tel que (k + 1) pn < p2n+1.

Ce dernier théorème permet d'établir une formule. Considérons la suite des

sous-intervalles

[pn, 2pn[

[2pn, 3pn[

· · ·

[kpn, (k + 1) pn[

· · ·

[(pn − 1) pn, p
2
n[

Cha
un de 
es sous-intervalles 
ontient au moins un nombre premier que nous

notons respe
tivement pν+1, pν+2, · · · , pν+k+1, · · · , pν+pn
, et nous avons évidem-

ment

pn+1 ≤ pν+1 ≤ 2pn

pn+2 ≤ pν+2 ≤ 3pn

· · ·

pn+k+1 ≤ pν+k+1 ≤ (k + 1) pn

· · ·

pn+pn
≤ pν+pn

≤ p2n

et �nalement





j=n+pn
∏

j=n+1

pj ≤ pn!p
pn−1
n



⇐⇒





j=n+pn
∏

j=n+1

pj ≤ (pn − 1)!ppn

n





(4.5)
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Chapitre 5

A propos de deux autres


onje
tures.

5.1 Une 
onje
ture de Jean Marie Legendre

Jean Marie Legendre a énon
é la 
onje
ture suivante.

Conje
ture 6 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins

un entier naturel premier qui appartient à l'intervalle [n2, (n+ 1)2].

Nous indiquons une appro
he qui pourrait 
onduire à une démonstration rigoureuse

de 
ette 
onje
ture. Nous rappelons la dé�nition de la fon
tion Spn

Spn
: R −→ [−1, 1]

x 7−→ Spn
x

ave


Spn
(x) =

j=n
∏

j=1

spj
(x)

et

spj
(x) = sin

π

pj
(x)

Nous utilisons le théorème suivant, démontré pré
édemment (voir le théorème 7

page 59).

Théorème 8 Etant donné un entier premier pn, il existe au moins un entier

premier dans 
haque intervalle [kpn, (k + 1) pn[ pour tout entier naturel k non

nul tel que (k + 1) pn < p2n+1.

Les entiers k et k + 1 ont leurs diviseurs ex
lusivement dans πpn
. Au
un d'eux

n'est divisible par un entier premier stri
tement supérieur à pn. La réunion des

61
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intervalles

⋃

∞

j=1[pj , pj+1[ dé
rit l'ensemble des nombres réels positifs supérieurs
ou égaux à 2. Nous avons

∞
⋃

j=1

[pj , pj+1[= R+ − {1}

Nous véri�ons tout d'abord que

12 < 3 < 22

22 < 5 < 7 < 32

32 < 11 < 13 < 42

. . .

Considérons, 
e qui est toujours possible, l'entier naturel m tel que

pj ≤ m < m+ 1 ≤ pj+1. Il vient

p2j ≤ m2 < (m+ 1)
2 ≤ p2j+1

L'intervalle [p2j , p
2
j+1] 
ontient un ensemble �ni d'intervalles [kpj , (k + 1) pj[, où

k ∈ N . Il existe alors un entier K tel que

Kpj < p2j+1 < (K + 1)pj

Considérons m2
et

(m+ 1)
2
= m2 + 2m+ 1

Il est 
lair que

(∃k ∈ N)
(

m2 ∈ [kpj , (k + 1) pj[
)

Pour que la 
onje
ture de Legendre soit vraie, il su�t de montrer que

(∀k ∈ N)
(

m2 ∈ [kpj , (k + 1)pj [
)

=⇒
(

(m+ 1)2 ≥ (k + 2) pj

)

puis d'invoquer le théorème 
i-dessus (voir le théorème 7 page 59). Il nous su�t

de démontrer que

2m+ 1 > 2pj

On peut voir que 
ette dernière inégalité est toujours vraie. En e�et

2m+ 1 > 2pj ⇐⇒ m ≥ pj


e qui est l'hypothèse de départ. La 
onje
ture est don
 démontrée dans le 
as

oùm+1 est inférieur àKpj,Kpj étant dé�ni 
omme le plus grand entier naturel

multiple de pj inférieur à p2i+1.

Il nous reste maintenant à véri�er 
e qui se passe dans les intervalles

[(K − 1)pj,Kpj[
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et

[Kpj, (K + 1)pj[

où

p2i+1 ∈ [Kpj, (K + 1)pj [

Nous avons

Kpj < p2i+1 < (K + 1)pj

et don
 les entiers naturels

p2i+1 − (2m+ 1)

et

(m+ 1)2 − (2m+ 1)

soit m2
, sont tous deux stri
tement inférieur à Kpj . En e�et

(m ≥ pj) ⇐⇒
(

p2i+1 − 2m ≤ p2i+1 − 2pj
)

⇐⇒
(

p2i+1 − (2m+ 1) < p2i+1 − 2pj
)

et don


(m+ 1)2 − (2m+ 1) < p2i+1 − (2m+ 1) < Kpj

Ce
i 
omplète la démonstration de 
ette 
onje
ture et permet d'énon
er 
e qui

est maintenant un théorème.

Théorème 9 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins

un entier naturel premier qui appartient à l'intervalle [n2, (n+ 1)2].

5.2 Une 
onje
ture de Henri Bro
ard

Henri Bro
ard a proposé de son 
oté 
ette autre 
onje
ture

Conje
ture 7 de Bro
ard Pout tout entier naturel premier pn > 2, il ex-

iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent à l'intervalle

[p2n, p
2
(n+1)].

Nous allons établir qu'il existe au moins quatre sous-intervalles [kpn, (k+1)pn[,
ave
 k ∈ N, 
ontenus dans l'intervalle [p2n, p

2
n+1[, pour 
haque entier premier pn.

Ces sous-intervalles sont plus expli
itement de la forme

[(pn + k)pn, (pn + k + 1)pn[ (k ∈ N∗)

Nous savons que

(∀n ∈ N∗) (pn+1 − pn ≥ 2) ⇐⇒
(

p2n+1 ≥ p2n + 4pn + 1
)

or p2n + 4pn est la borne supérieure du quatrième sous-intervalle

[(pn + k)pn, (pn + k + 1)pn[ (k = 3)

Cha
un de 
es quatres sous-intervalles 
ontient au moins un entier premier, en

raison du théorème énon
é 
i-dessus (voir le théorème 7 page 59). La 
onje
ture

est don
 véri�ée et 
onduit au théorème suivant
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Théorème 10 de Bro
ard Pout tout entier naturel premier pn > 2, il ex-

iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent à l'intervalle

[p2n, p
2
(n+1)].



Chapitre 6

Lemme portant sur la

fon
tion S1
pn

Les fon
tions Spn
et S1

pn
s'annulent pour les mêmes entiers impairs de l'in-

tervalle [0, TSpn
[. L'étude de 
ertaines propriétés de la fon
tion S1

pn
peut don


nous é
lairer sur le 
omportement de la fon
tion Spn
elle même.

6.1 Une propriété de la fon
tion S1
pn
.

Un entier premier pn ≥ 13 étant donné, 
onsidérons la fon
tion S1
pn

sur

l'intervalle fermé [kpn, (k + 1) pn]

S1
pn

(x) =

j=n
∏

j=2

sin

(

π

pj
x

)

et supposons qu'elle s'annule pour tous les entiers impairs mh de 
et intervalle,

où h ∈ N∗
. Ces entiers sont de la forme

mh =

(

k=n
∏

k=2

pak

k

)(

k=ν
∏

k=n+1

pak

k

)

Il existe don
 au moins une fon
tion spj
qui s'annule pour 
ha
un de 
es entiers

mh. Nous avons

spj
(mh) = sin

π

pj
(mh) = 0

mh étant impair, nous avons pour 
haque entier premier pj qui divise mh

(

spj
(mh) = sin

π

pj
(mh) = 0

)

⇐⇒

(

spj

(

1

2
mh

)

= sin
π

2

(

mh

pj

)

= ±1

)

65
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et nous pouvons é
rire

spj

(

1

2
mh

)

= ±1 ⇐⇒ cpj

(

1

2
mh

)

= 0

Considérons alors la fon
tion C1
pn

telle que

C1
pn

(x) =

j=n
∏

j=2

cos

(

π

pj
x

)

Cette fon
tion s'annule pour 
haque nombre

1
2mh de l'intervalle fermé

[
1

2
kpn,

1

2
(k + 1) pn]

Ces nombres sont tous stri
tement rationnels et nous avons

(∀h)

(

(mh+1 −mh = 2) ⇐⇒

(

1

2
mh+1 −

1

2
mh = 1

))

et

(∀h)

((

mh ±
1

2

)

∈ N

)

Nous remarquons de plus que

C1
pn

(x) = C1
pn

(

x+
1

2
−

1

2

)

=

j=n
∏

j=2

cos

(

π

pj

(

x+
1

2

)

−
1

2

)

Considérons maintenant

cos

(

π

pj

(

x−
1

2

))

= cos

(

π

pj

(

x−
1

2

)

+ (2lj + 1)
π

2
− (2lj + 1)

π

2

)

ave
 lj ∈ N. Il vient

cos

(

π

pj

(

x−
1

2

))

= cos

(

π

pj

(

x−
1

2

)

+ (2lj + 1)
π

pj

pj
2

− (2lj + 1)
π

2

)

= cos

(

π

pj

((

x−
1

2

)

+ (2lj + 1)
pj
2

)

− (2lj + 1)
π

2

)

et

cos

(

π

pj

(

x−
1

2

))

= ± sin

(

π

pj

(

x+
1

2
((2lj + 1) pj − 1)

))

Par 
onséquent

j=n
∏

j=2

cos

(

π

pj

(

x−
1

2

))

= ±

j=n
∏

j=2

sin

(

π

pj

(

x+
1

2
((2lj + 1) pj − 1)

))
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Posons

α =
1

2
((2lj + 1) pj − 1)

et imposons à α d'être indépendant de l'indi
e j, alors α peut prendre 
omme

valeur

α =
1

2





j=n
∏

j=2

pj − 1





et nous é
rivons

j=n
∏

j=2

cos

(

π

pj

(

x−
1

2

))

= ±

j=n
∏

j=2

sin

(

π

pj
(x+ α)

)

En parti
ulier, lorsque la fon
tion S1
pn

s'annule pour 
ha
un des entiers naturels

impairs mh de l'intervalle [kpn, (k + 1) pn] alors la fon
tion C1
pn

s'annule pour


ha
un des nombres rationnels

1
2mh de l'intervalle [ 12kpn

, 1
2 (k + 1) pn] et, dans


e même intervalle, nous avons

j=n
∏

j=2

cos

(

π

pj

(

1

2
mh

))

= ±

j=n
∏

j=2

sin

(

π

pj

(

1

2
(mh + 1) + α

))

= 0

Ce qui revient à dire que la fon
tion S1
pn

s'annule pour 
ha
un des entiers de l'in-

tervalle [ 12 (kpn + 1)+α, 1
2 ((k + 1) pn + 1)+α]. Nous pouvons énon
é le lemme

suivant

Lemme 2 Soit un entier premier pn ≥ 13 et la fon
tion S1
pn
, si 
ette fon
tion

s'annule pour tous les entiers impairs de l'intervalle [kpn, (k + 1) pn], alors il

existe un nombre α = 1
2

(

∏j=n
j=2 pj − 1

)

tel que la fon
tion S1
pn

s'annule pour

tous les entiers de l'intervalle [ 12 (kpn + 1) + α, 1
2 ((k + 1) pn + 1) + α].

Posons

1

2
(kpn + 1) + α = a

1

2
((k + 1) pn + 1) + α = b

Il est 
lair que l'un et l'un seulement des deux nombres a et b est entier suivant la
parité de l'entier naturel k. Soient maintenant mh1

et mh2
deux entiers impairs

distin
ts pris dans l'intervalle [kpn, (k + 1) pn] tels que mh1
< mh2

, alors leurs

images respe
tives dans l'intervalle [a, b] sont α+ 1
2 (mh1

+ 1) et α+ 1
2 (mh2

+ 1).
Elles sont distin
tes et nous avons

α+
1

2
(mh2

+ 1)− α+
1

2
(mh1

+ 1) =
1

2
mh2

−
1

2
mh1

> 0

Ainsi, la fon
tion S1
13 s'annule pour tous les entiers impairs de l'intervalle [2184, 2197[,

où k = 168, et tous les entiers de l'intervalle [8599.5, 8606] (voir la �gure 6.1

page 68). De même, 
ette fon
tion s'annule pour tous les entiers impairs de l'in-

tervalle [9113, 9126[, où k = 701, et tous les entiers de l'intervalle [12064, 12070.5]
(voir la �gure 6.2 page 68).



68 CHAPITRE 6. LEMME PORTANT SUR LA FONCTION S1
PN

2184 2185 2186 2187 2188 2189 2190 2191 2192 2193 2194 2195 2196 x

8596 8597 8598 8599 8600 8601 8602 8603 8604 8605 8606 8607 8608 x

Figure 6.1 � La fon
tion S1
13 sur les intervalles [2184, 2197[ et [8599.5, 8606[

9114 9115 9116 9117 9118 9119 9120 9121 9122 9123 9124 9125 9126 x

12062 12063 12064 12065 12066 12067 12068 12069 12070 12071 12072 12073 12074 x

Figure 6.2 � La fon
tion S1
13 sur les intervalles [9113, 9126[ et [12064, 12070.5[
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6.2 Remer
iements.

Je tiens à remer
ier i
i tous 
eux qui par leurs en
ouragements tout au long

de mon existen
e m'ont donné tout 
e dont j'ai eu besoin pour aimer 
e monde,

l'admirer et 
her
her à le 
omprendre. Ce mémoire est aussi le témoignage que

leurs e�orts ont porté leurs fruits.

6.3 Logi
iels utilisés.

Ce mémoire n'aurait jamais vu le jour sans les logi
iels suivants :

- L

A

T

E

X. Ce remarquable logi
iel a été tout simplement indispensable. La

possibilité de travailler sur des do
uments toujours 
lairs et fa
ilement modi�-

ables m'a permis de développer mes idées sans avoir à re
ourir à des brouillons.

Que toute la 
ommunauté L

A

T

E

X soit i
i remer
iée.

- WinGCLC. Ce logi
iel de géométrie s'est révélé d'emploi aisé. Il a permis

la réalisation de toutes les illustrations de 
e mémoire. Je tiens à en remer
ier

vivement son auteur, Monsieur Pedrag Jani
i
 de l'Université de Belgrade ainsi

que ses nombreux 
o-auteurs.
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