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Notations utilisées.

0.1 Rappels sur les notations utilisées.

Pour les besoins de cette étude, nous utilisons les notations et symboles usuels
des mathématiques. Nous pensons souhaitable cependant de préciser quelques
notations.

En calcul propositionnel, une proposition P est soit vraie soit fausse par déf-
inition. Le propos des mathématiques étant de relier logiquement un ensemble
de propositions les unes aux autres pour arriver a une conclusion, formulée elle
méme par une proposition, nous aurons besoin des connecteurs logiques suivants

— symbole de négation —

— symbole de conjonction "et" A

— symbole de disjonction "ou inclusif" v
ainsi que des symboles de relations

— symbole d’implication =

— symbole d’équivalence <—-
Nous aurons aussi recours a 'utilisation des quantificateurs logiques suivants

— universel "Pour tout..." V

— existentiel "Il existe au moins un..." 3

— existentiel "Il existe un et un seul..." 3!
Les notations usuelles de la théorie des ensembles seront utilisées. Les symboles
d’appartenance et de non appartenance d’un élément ¢ & un ensemble A
sont notés respectivement € et ¢. De méme, les symboles d’inclusion et de non
inclusion d’un ensemble A dans un ensemble B sont notés respectivement C et
¢ . Enfin, en fonction de nos besoins, nous notons les opérateurs d’intersection
et d’'union d’ensembles respectivement

- Noun

- Jouu.
Soient deux ensembles A et B, non nécessairement distincts, et soient a € A et
b € B deux éléments quelconques de ces deux ensembles, la paire ordonnée (a, b)
appartient a I’ensemble A x B, habituellement dénommé produit cartésien de
I’ensemble A par I’ensemble B. Cette notion de produit est bien sur applicable &
plus de deux ensembles. Un sous-ensemble A; x By du produit cartésien A x B
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iv NOTATIONS UTILISEES.

permet de définir la relation binaire R
(Va € A) (Vb eB) ((aRb) <= ((a,b) € A; x By))

Cette définition débouche naturellement sur la notion de relation d’équiva-
lence. Une relation binaire R sur un ensemble A est une relation d’équivalence
si et seulement si

(Va € A) (aRa)
(V(a,b) € A*)  ((aRb) <> (bRa))
(V(a,b,c) € A®)  ((aRb) A (bRc) => (aRc))

La définition de la relation d’équivalence entraine & son tour celle de classe
d’équivalence. La classe d’équivalence d’un élément a € A engendrée par la
relation d’équivalence R est 1’ensemble, que nous notons R (a)

(VbeA) (beR(a))) < (aRD)

et nous avons

R(a) C A

L’ensemble des classes d’équivalence R (a;) engendrées par la relation d’équiv-
alence R sur l’ensemble A est son ensemble quotient, que ’on note A/R.
L’ensemble A a un nombre d’éléments, fini ou infini, et dans ce dernier cas,
dénombrable ou non dénombrable. Ce nombre est défini comme le cardinal de
Iensemble et est noté |A|.
Nous nous intéresserons plus particuliérement aux ensembles suivants

— N Ensemble des entiers naturels.

— Z Ensemble des entiers relatifs.

— Q Ensemble des nombres rationnels.

— R Ensemble des nombres réels.
Dans les ensembles Z, Q et R, les éléments, autrement dit les nombres, autre que
I’élément nul peuvent étre positifs ou négatifs. Chaque ensemble A choisi parmi
ceux-ci, contient le sous-ensemble de ses nombres négatifs, que nous notons A~
I’élément nul noté 0 et le sous-ensembles de nombres positifs que nous notons
A*. Nous avons

A=A"U{0}UAT

La notion de valeur absolue suit naturellement
(VaeA™) (la| =—a)
(Va € AT)  (la] = a)

De méme, pour chaque ensemble A, choisi maintenant parmi 'un quelconque
des ensembles ci-dessus, nous noterons A* ’ensemble de ses éléments non nuls

(a € A") <= (a #0)
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et
A=A"uU{0}

Nous utilisons les lois de compositions internes usuelles appliquées aux éléments
de ces ensembles, les nombres. Ces lois sont notées

— + pour ’addition

— X pour la multiplication.
Cependant, il nous arrivera souvent d’omettre ce symbole, ainsi qu’il est d’usage.
Nous utilisons également les notations

— — pour la soustraction

- / pour la division.
Aprés avoir rappelé la définition de la division Euclidienne dans I’ensemble
Z

NMaeZ)(WMbeZ)(3qeZ)(IreZ) (a=bg+r)

nous recourons, dans le cas ou r = 0, au symbole | pour la division exacte
dans ce méme ensemble et nous notons

(Va € Z*) (Wb e Z*)  (bla)) = ((Ble € N*) (a = bc))

La division euclidienne par un entier premier p,, donné dans Z permet de définir
la relation d’équivalence que nous notons R = p,,

(Va € Z)(VbeZ) (apnb) < pn|(a—0b)

Cette relation d’équivalence engendre & son tour p, classes d’équivalence, la
division euclidienne par ’entier premier p,, ayant pour reste r possibles les entiers
0,1,2, -+, pp—2 et pp_1. Ces p, classes d’équivalence sont les éléments de
I’ensemble quotient que nous notons

Z/an = {07 15 27 T 7pn725pn71}

Nous utilisons les notations employées habituellement dans la théorie des con-
gruences
(a€Z)(beZ)(ceZ) (a=b [« cla—1D)

Les intervalles bornés par deux éléments a et b d’un ensemble K sont notés

— ]a,b[ pour un ouvert

- [a,b] pour un fermé

- Ja, b et [a, b pour les semis-ouverts.
Nous utiliserons les fonctions dans leur définition habituelle. Soient deux en-
sembles K et K’ et ’ensemble F des fonctions f qui & un élément de k& de K
associe un élément k’de K’. Nous noterons

fK — K
k— k' = f(k)

Dans tout ce qui suit, les ensembles K et K’ seront le plus souvent I’ensemble R
lui méme, ou 'un de ses sous-ensembles.
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Introduction et remarques
préalables.

Les nombres premiers semblent se distribuer au sein des nombres entiers
de facon aléatoire. Il est depuis longtemps établi qu’étant donné un intervalle
[0, pi[ pris dans ’ensemble des nombres réels R ou py et pi41 sont deux entiers
naturels premiers consécutifs, tout nombre entier naturel appartenant & l'inter-
valle [py, py 411 pris dans R est soit premier, soit multiple de I'un au moins des
nombres premiers appartenant a lintervalle [0, pg[. Par ailleurs, un théoréme
postulé par Joseph Bertrand et démontré par Pafnuty Tchebychev [1] [2] énonce
que

Théoréme 1 de Bertrand Tchebychev Pour tout entier naturel n > 1, il
existe au moins un entier naturel premier qui appartient & Uintervalle |n, 2n).

Enfin, la définition de la congruence entre deux nombres entiers a et b, tous
deux non nuls, modulo un troisiéme entier naturel ¢ également non nul, que I’on
écrit habituellement comme suit

(aeN)(beN)(ceN") ((a=b [d]) < (cla—0b))
donne & penser qu’il pourrait exister au moins une fonction F telle que
F.:R—R
x+— F.(x)
pour laquelle
(aeN")(beN*)(ceN") (Fcla)=F.(b) < cla—0b)

Une telle fonction est & I’évidence périodique de période ¢. Nous nous proposons
dans les pages qui suivent de construire 'une possible de ces fonctions F, puis
d’étudier certaines de ces propriétés, en insistant plus particuliérement sur ses
propriétés de symétrie.

Puis, dans les chapitres qui suivent, nous nous intéresserons tout d’abord & a la
conjecture forte de Goldbach [5]

Conjecture 1 forte de Goldbach Tout entier naturel pair n > 4 est la somme
de deux nombres premiers.
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Puis nous nous efforcerons de démontrer le théoréme qui suit, en utilisant cer-
taines propriétés des fonctions périodiques S, _, et Sp,, que nous introduisons
plus loin et dont les périodes respectives seront notées 17'S,, et TS, _,

Théoréme 2 Pour tout entier naturel premier p,, et sa fonction associée Sy,
soit l’ensemble des intervalles

[kpn, (K + 1) pn

ol k est un entier naturel décrivant N, et soit l’entier naturel
1
M, = ZTSpnfl
alors, pour tout k < My, il existe au moins un entier

a € [kpp, (k+1)p,|

tel que
Spn (a‘) ?é 0

soit encore
(Vk € N) (k < My) (3a € ([kpn, (k + 1) pu[ON)) (S, (a) #0)

Une conséquence de ce théoréme s’énonce dans le théoréme ci-aprés

Théoréme 3 de Bertrand-Tchebychev étendu Etant donné un entier pre-
mier Py, il existe au moins un entier premier dans chaque intervalle

[k, (K + 1) pn

pour tout entier naturel k non nul tel que

(k+1)p, <p2,y

Cet autre théoréme n’est pas sans rappeler le théoréme de Bertrand-Tchebychev.

Ces résultats nous permettront, pour finir, de tirer certaines conclusions sur
deux conjectures, I'une due & Adrien-Marie Legendre [3].

Conjecture 2 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins
un entier naturel premier qui appartient a Uintervalle [n?, (n + 1)2].

lautre & Henri Brocard [4].

Conjecture 3 de Brocard Pout tout entier naturel premier p, > 2, il ex-
iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent a ['intervalle

[p%ap%-l-l]'



Définitions.

0.2 Deéfinitions.

Nous définissons certains ensembles et certaines fonctions dont nous aurons
I'usage.

0.2.1 Ensembles finis 7, de nombres premiers

Soit mp, I’ensemble contenant tous les entiers premiers p; (distincts de 1) et
inférieurs ou égaux & un entier premier p,, donné

T, = {pjl (clpj == c € {1,p;}) A (pj < pn)}

L’ensemble m, est totalement ordonné au sens de la relation <. Nous notons
qu’il est également bien ordonné, car il posséde un plus petit élément, que nous
notons p; = 2. Nous avons ainsi

p1 =2
p2 =3
p3=>5
pa=7

Pn = SUp Tp,

Nous posons |(mp,)| =n

0.2.2 Les fonctions élémentaires.

Nous sommes aussi amenés & définir certaines fonctions, dont certaines pro-
priétés seront mises & contribution pour conduire notre étude.

ix
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Les fonctions s, ,, et 5, .

Pour chaque entier premier p; € m,, , nous définissons ainsi les fonctions
Sap; e Sap,,0la €N

Sap; R — [-1,1]
T Sq,p; ()

avec -
Sa,p; (z) = sin — (a + x)

pj

Cette fonction s’annule pour tous les (a 4+ x) multiples de p;.

Sap; R — [-1,1]
T 5gp (T)

avec -
Sap, (x) = sin — (a — x)

pj

Cette fonction s’annule pour tous les (a — x) multiples de p;.

Les périodes de ces deux fonctions notées respectivement T's, . et 15, . sont
toutes deux égales & 2p;.

Nous noterons pour a =0

S0, (2) = sp, (1) = sinpij ()

et pour a = 2m

S2mp, () = sin}? (2m — x)
j

Les fonctions ¢, ;; et ¢y, -

De la méme fagon, nous définissons les fonctions c, p; et ¢4, respectivement
comme
Cap; : R — [-1,1]
T Cap, (2)

avec -
Ca,p; () = cos — (a + x)

pj

Cette fonction s’annule pour tous les (a + ) multiples impaires de %pj.

Cap, : R — [-1,1]

T Cqp; ()
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avec

7r
Ca,p,; (T) = cos — (a + )
pj

Cette fonction s’annule pour tous les (a — x) multiples impaires de 3p;.

Les périodes de ces deux fonctions notées respectivement T'c, p, et Tc, . sont
toutes deux égales a 2p;.

Nous noterons pour a =0

c%@:%w:miw

et pour a = 2m

Comp, (T) = cos]; (2m — x)
j

Nous pensons utile de rappeler que les fonctions sin et cos sont respectivement
impaire et paire.
0.2.3 Les fonctions produits.

Nous sommes amenés pour nos besoins & définir des fonctions produits d’un
nombre fini de fonctions s, ,,. Nous définissons ainsi

Sp, 1R — [—1,1] )
z+— S, (2)
avec

S, (@) = [Jsin = (@) = [ s, (@

ol les entiers premiers p; appartiennent & ’ensemble 7, , que nous désignons
comme l’ensemble de référence de la fonction S,,,.

De méme, soit la fonction Sop, p,
Sbﬂhpn :HQAAA%[Afl,L

T —> Som p, ()

avec

i=n j=n
SQm,Pn ((E) = H sin o (2m - (E) = H SQm,pj (-T)
=1 P j=1
Nous remarquons que

2m—2z=X)<=
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et donc
TSomp, =TSp,

Ces deux fonctions partagent d’intéressantes propriétés de symétries.

Enfin, nous construisons une troisieme fonction G, p,

Gmp, R — [-1,1]
z+— G p, (T)

avec
Gm,p, (T) = Sp, (T) X S2m7pn ()
j=n j=n
Sp H sin — (2m — x)
=1 j=1 P
j=n
= SPJ (CE) S2m1pj (x)
j=1

Nous utiliserons également les fonctions produits d’un nombre fini de fonctions
Ca,p,- Nous définissons ainsi

avec

ou les entiers premiers p; appartiennent & ’ensemble 7, , que nous désignons
également comme I’ensemble de référence de la fonction Cp,,

Nous allons maintenant étudier ces différentes fonctions.



Chapitre 1

Quelques propriétés de la
fonction 5y, .

1.1 Objet du chapitre

Etude de quelques propriétés de la fonction S, . Une propriété particuliére
des fonctions S, lorsque n < 5. Explication simple sur la distribution de cer-
tains nombres premiers inférieurs a 49.

1.2  Quelques propriétés de la fonction S,
Nous rappelons la définition de la fonction S,

Sp, 1R — [—1,1]
z+— S, (2)

avec )
Jj=n
Sp. () =[] sp, (2)
j=1
et

sp,; (x) = sin p_J (z)

1.2.1 Période et parité

La période de la fonction S, , notée TS, est le double du produit des
périodes T'sy, soit le produit des éléments de 7, multipli¢ par 2. Nous avons
donc

TSpn =2 Xﬁpj

Jj=1



2 CHAPITRE 1. QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION Sp,,.

La fonction S, étant le produit de fonctions sin est impaire lorsque n est impair
et paire lorsque n est pair. Dans 'intervalle [0, TS, [, nous remarquons que la
fonction ), s’annule chaque fois que  prend our valeur un entier non premier
ainsi que I'un des éléments de 7, . En particulier

TS
Spn (0) = S n( 41)”' )
— TSpn
- Spn( 92 )
3TS,,
= Spn( 4 be )
= Spn (TSpn)
=0

A titre d’illustration, nous présentons les graphes respectifs de la fonction Sj
(voir la figure-1.1 page-9)

S3 (x) = sin (gz) sin (g:c)

qui est une fonction paire et de la fonction S5 (voir la figure-1.2 page-9)

S5 (x) = sin (gx) sin (gx) sin (gx)

qui est une fonction impaire.

1.2.2 Quelques propriétés de symétrie

Nous nous proposons maintenant d’étudier quelques propriétés de symétrie

simples de la fonction S(p,) sur lintervalle [0,T'S,,[. Nous nous contenterons

TSpy .
2. Soient z;, et

e s .. . TS
d’étudier ces propriétés aux voisinages des entiers —= et
x4 deux nombres réels tels que

1 11 1
(5 (xp +x4) = lTSpn) (l € {Z’ 5}) = (xp+ x4 =kTS,,) (k c {5, 1})
I1 vient

Spn (Tg) = Sp,, (KT'Sp,, — )

Posons pour tout p; > 2
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avec

hj € N*
alors

™ ™
sin | k—T'S,, — —x>sin<4k 2h-+17r—:c>
(kZ75,. ~ T, @ty +1)7 - T,

Par ailleurs, lorsque p; = 2
T T T T
sin ( k=TS, — —= ) = sin (k—TS L= =T )
( p] p p] p 2 Pn 2 p
= sin (2% (2h + 1) 7 — T )
avec h € N* Nous obtenons alors les résultats suivants
Cas k = %

sin <4l€ (2hj + 1) ™ — lzp) = sin

pj

sin (2k 2h + 1) 7 — gzp) — sin ((zh F 1) — gzp)

-on (3
d’on
Sp.. (2q) = Sp,, (KT'Sp,, — p)
(o ;_usm(——wp))
Cas k=1

sin <41€ (2h; +1)m — lzp) = sin <4 (2h; +1) = zp)
4 Iy

Dj j
. ( ﬂ- )
= Sin —X
p; "
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sin (Qk (2h+1)7 — gxp) — sin (2 2h+1)7 — gxp)

d’ou
Spn (Tg) = Sp,, (KT'Sp,, — xp)
j=n
™ .
=sin (=) 11 (30 ()
=
j=n
=(-1)" H (sin —xp>
=1 J
Conclusion

Sur l'intervalle [0, TS}, [, nous pouvons écrire

1 =
(xp + 4= ZTSP"> — [ 5, (x,) = (-1)""! H (sin 5%)
j=1 I
soit encore
1 n—1
2y + 2= TS, | = (Sp, (@) = (1)"7'Sp, (@) (LD)

et de méme
1 = 7T
(acp +xzq = §T5pn> = [ Sp, (z4) = (-1)" H (sin p—acp)

soit encore

(xp Ty = %Tspn) = (Sp,, (2g) = (=1)" Sp, (p)) (1.2)

1.2.3 Une propriété particuliére de la fonction S, lorsque
n < 5.

Soit alors une fonction s, ;. telle que
. (T
Sy (@) = sin (2 (@ = ) ) = 5y, (2 =)
J

ol ¢ est un entier quelconque pris dans l'intervalle [0,2p;[. Nous définissons
maintenant les fonctions U,

Up, :R— [-1,1]
z+— Up, (x)
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ou
]nl

Upn (‘r) = 32 Spn H Say 7177

Commengons par considérer le cas ou n = 5 et p, = 11. Cherchons s’il existe
une fonction U1 qui s’annule pour chaque entier de l'intervalle [0, 11] et écrivons

(VZL' € {Oﬂ 1725 e 597 10}) Ull - 52 S11 H Saj, pJ

Nous remarquons que

S11 (0)
(Vx € {0,2,4,6,8,10}) (s2 (x) = 0)
(Ve € {1,3,5,7,9}) (s2 (z) #0)
(Vl‘ € {1’3a 5’7a9}) ((511 ( ) 7& O))

L’une au moins des fonctions s4; ,; doit s’annuler lorsque x est égal a I'un des
entiers impairs de l'intervalle [0, 11[. Ces fonctions sont au nombre de trois, p;
appartenant & ’ensemble {3,5,7}. Nous devons avoir

(Vo € {1,3,5,7,9}) (31 € {2,3,4}) (sa,.p, (x) = sp, (x — ;) = 0)

Nous avons donc un produit de trois fonctions s, p, qui doit s’annuler pour
cinq entiers distincts. Or, la différence de deux entiers distincts pris parmi ces
cing est une puissance paire de 2, a I'exception des couples (1,7) et (3,9) pour
lesquels seules les fonctions s; 3 et s3 s’annulent respectivement. Les fonctions
Sas,5 €t Sq,,7 Ne peuvent quant & elles que s’annuler respectivement pour un
et un seul des trois entiers restant de l’ensemble {1,3,5,7,9}. Il n’existe donc
pas de fonction Uy; qui s’annule en chaque point entier de I'intervalle [0, 11].
Par conséquent, il existe nécessairement sur chaque intervalle [11k,11 (k4 1) |,
k € N, au moins un entier pour lequel la fonction S1; ne s’annule pas. Ces entiers
sont premiers pour tout intervalle dont la borne supérieure 11 (k + 1) < 132.
On démontre de la méme facon que pour tout p, < 11, il existe sur chaque
intervalle [kp,, (k+ 1) pn[, & € N, au moins un entier pour lequel la fonction
Sp,, ne s’annule pas. Ces entiers sont premiers pour tout intervalle dont la borne
supérieure (k + 1) p, < p2_,. Lorsque p,, <5, nous avons

j=n
H pj < pi+1
j=1
Dans la cas particulier ou n = 3, p,, = 5, alors
TS5 =2(2x3x5)
et

75;

5 <T? <= (2x3x5) <7
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TS5 [

Sur l'intervalle [0, =

Ts = s
<:cp +xy = 75> = | S5 (zq) = (—13) H (sin fzp)
=1\ Pi
ce qui implique

(5 20= Z) i #0) = 70

or x, et x4 sont nécessairement premiers, n’étant multiples ni de 2, ni de 3, ni
de 5 et dans le méme temps inférieurs a 72. Dans ce cas simple, si x,, est premier
supérieur strictement & 5, alors £, = 30 — z,, est également premier.

1.2.4 Nombre des valeurs entiéres pour lesquelles la fonc-
tion S, ne s’annule pas sur lintervalle [0,7'S,,|

Considérons pour un entier premier impair p, sa fonction associée S, . Soit
dans l'intervalle
[0, TSpn|

I’ensemble B, , des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur a p,.
Ainsi B,, = B~ est 'ensemble des entiers inférieurs & 7S, = 420 et qui ne sont
divisibles par aucun des entiers premiers strictement inférieurs a py4, soient 2, 3
et 5.

Considérons ainsi I’ensemble Bs des entiers non multiples de 2, y compris 1,
dans l'intervalle [0,T'S),,[; son cardinal |By| est égal &

1
Bl = (1-3) TS,

De méme, ’ensemble B3 des entiers non multiples de 3, y compris 1, pris dans
I’ensemble B, a un cardinal égal &

1
Bal = (1- 3 ) B
1 1
=(1—-= 1—-= )T
(1-3)[(-3) 7]
1 1
=(1—-=)(1—-=)T
(1-3) (1=5) s
De proche en proche, nous pouvons calculer le nombre [B,,, | des entiers non
multiples de p,, y compris 1

- pris dans ’ensemble des entiers non multiples de p,,_1, p,_1 étant le nombre
premier immédiatement inférieur a p,
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- eux mémes pris dans I’ensemble des entiers non multiples de p,_s, p,_2 étant
le nombre premier immeédiatement inférieur & p,_1

- eux mémes pris dans I’ensemble des entiers non multiples de p,,_ (1), Pn—(j—1)
étant le nombre premier immédiatement inférieur & p,,—;
- eux mémes pris dans I’ensembles des entiers non multiples de 2 soit

En rappelant que

nous trouvons

j=n 1 j=n
B, | = <1—> 2Hpj

j=1 Pj j=1
Jj=n

=211 (-1
j=1

Par analogie avec la définition usuelle du produit Eulerien, nous convenons d’ap-
peler produit fini Eulerien de rang n le produit

m(-;)

Remarque

La proportion d’entiers, que nous notons J,, pour lesquels la fonction S,
ne s’annule pas dans l'intervalle [0,7S,, [ est évidemment

TS n
=B,
7‘7.:" 1
)

or

k

. L1 1
lim - | =7
=+ 0 pj (1 _ L)

p;

b
Il
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et donc

Si maintenant nous faisons tendre n vers l'infini, alors

j=n k=l
1 1
lim 4, = lim lim E <= lim §, = g <—> =0
n—-+oo n~>+oo l—>+oo % pj n—-+oo - _j
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FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction S3

FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction S5
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Chapitre 2

Quelques propriétés de la
fonction Gy, p,,.

On doit & Christian Goldbach d’avoir énoncé la conjecture suivante

Conjecture 4 forte de Goldbach Pour tout entier naturel m > 2, lentier
naturel pair 2m est la somme de deux nombres premiers.

Pour cette conjecture, nous indiquons une approche au cours des deux chapitres
qui suivent, qui semble conduire & une démonstration rigoureuse. La voie choisie
pour notre étude repose sur 1'idée qu’il est possible de créer une fonction définie
sur R et symétrique par rapport & un entier quelconque m, dont les propriétés
permettent de mieux comprendre pourquoi cette conjecture a des chances d’étre
vraie. Aprés avoir construit cette fonction, nous étudierons certaines de ses pro-
priétés. En particulier, nous chercherons & établir que cette fonction ne s’annule
pas pour certains entiers, naturels et relatifs, pris dans son domaine de définition.

Soit I’ensemble contenant tous les nombres premiers p; inférieur ou égal & un
nombre premier p, donné

T, = {pjl (c|lpj = c € {1,p;}) A (p; < pn)}

et la fonction S, déja définie (voir formule 1 page-xi) et étudiée précédemment
Sp,. est une fonction périodique de période T'S,, (voir formule 1.2.1 page-1).
D’une fagon similaire & celle employée pour construire la fonction S, , nous
allons construire les nouvelles fonctions gy, ,, et Gy, p, - Nous commengons par
la fonction g, p,

Gmp; - R — [=1,1]

T Gmp, (T)

G, () = sin (plj:c) sin (191] (2m — x))

11

avec
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ou m € N* Cette fonction peut également s’écrire, en utilisant les notations que
nous avons introduites

m.p; (¥) = 8p; (2) p; (2m — )
= 8p; (%) S2m,p, (7)
Puis définissons la fonction Gy, p,

Gmp, R — [-1,1]
z+—> G p, (T)

avec

G, (1) = jﬁ sin (pl]x) sin (pl] (2m — x))

j=1

ot m € N* Cette fonction peut également s’écrire

Gmp, (T) = Sp, () Sp, (2m — )
= Sp, () Sam,p, (2)

ainsi que
Jj=n
Gmp, (¥) = H gm.p; (T)
j=1
Nous attendons de ’étude de cette fonction qu’elle nous éclaire sur la nature de
la conjecture forte de Goldbach et sa vraisemblance.
2.1 Quelques propriétés des fonctions g, ,. et Gy, ,

Les fonctions g, p, et Gm,p, présentent des propriétés de périodicité et de
symétrie que nous examinons ici.

2.1.1 La fonction g,
Périodicité

Rappelons que

Nous avons
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et donc )
Sp; (2m —x) = (—1) sp, ((2m —x)+ §Tspj)
et )
sp; (2m —1x) = (—1) sy, <(2m —x)— iTSpj)
Considérons la fonction g, p,
Gmp; () = 5p, () 5p, (2m — )

il vient

) 1 1
Im,p; (x) = (_1) Sp; (x + iTspj) Sp; ((27’77, - ‘T) + §T8Pj)

1 1 1
Gm.p; <x + ET Spj> = Sp; (:I: + §Tspj> Sp; <2m - (:I: + §Tspj>)

Nous établissons donc que

et

1
Gm,p; (z) = Im,p; <:c + §T5Pj)

et donc que la fonction gy, ,; admet pour période
1
ETSPJ‘ =Tgp;m =Pj

Symeétrie
Partant de la définition de la fonction g, p,
9m,p; (z) = Sp; () Sp; (2m — )
nous écrivons
Gmp; (2m —x) = 8, (2m — x) 55, (2m — (2m — 7))

d’ou
gm.p; (2m — ) = 5,, (2m — 2) s, ()

13

La commutativité du produit des fonctions s,, (2m — x) et s,, () nous permet

donc d’écrire
9m,p; (r) = 9m,p; (2m —x)
En particulier, lorsque = = 2m
Im,p; (2m —2m) = 9m.p; (2m) = 9m,p; (0)

et
5p; (2m —2m) = s, (0) =0
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Zéros

Chaque nombre x pour lequel la fonction g,, ,, s’annule vérifient
(gmop, (@) = 0) <= (sp, () 5p, (2m —x) = 0)

et donc sont soit de la forme hp; soit de la forme 2m — Ip;, ou h et | sont des
entiers naturels. Si les deux fonctions s, et S3,, ,, s’annulent simultanément
pour un méme entier impair, alors m est nécessairement multiple de p;. Ces
deux fonctions sont alors non distinctes. En particulier, nous notons qu’elles
s’annulent toutes deux lorsque z = 0, x = m et = 2m sur Uintervalle [0, 2m].
Si par contre seul z est multiple de p;, alors seule la fonction s, s’annule.
Elle est distincte de la fonction 53, .. En particulier, sur I'intervalle [0, 2m], la
fonction $3,,, ,, ne s’annule pas lorsque z = 0, z = m et z = 2m.

Considérons la fonction g, ,, sur I'un des intervalles

[kpjs kpj + Tgm.p, |
Elle s’annule lorsque = prend pour valeur 'entier hp;. Egalement, en posant
m=m; [p]

nous obtenons

<sin (1 (2m — :c)> = sin (hr) = 0) = (z =2m; — Ip;)

pj
et donc sur l'intervalle considéré
[kpj, kpj + Tgmp,; [= [kps, (k + 1) pj|
nous avons deux entiers, kp; et (k + 1) p; —2my, pour lesquels la fonction gy, p,
s’annule.

Exemple

Nous présentons a titre d’illustration dans le cas ot p; = 5 et m = 13 le
graphe (voir la figure-2.1 page-15) sur l'intervalle [0, 26] de la fonction gs 13 de
période T'gs 13 = 5. En particulier, ce graphe sur les intervalles [0, 26] et [—2, 28]
montre les propriétés de symétrie que nous avons établies plus haut.

2.1.2 La fonction G,,,
Périodicité

Nous avons montré que

Spu (@) = (1)), (:c +2TS > — (-1)8,, (:c - %TSpn>
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FI1GURE 2.1 — Graphe de la fonction g5 13

et donc )
Sp, 2m —z) = (-1)S,, ((Qm —z)+ §TS n)

et également

1
Sp, 2m —z) = (—-1)S,, ((Qm —x) — §TSpn)
Par conséquent, il nous est possible d’écrire
vapn (1") = Spn (:C) Spn (2m - 1")
et . X
Gmﬁpn (:C) = (71)2Spn <:C —+ iTS n> Spn <(2m — :C) —+ ETS n))

et aussi

1 1 1
Gm.pn (m + §TS n) =5, (:I: + §TS n) Sp., (2m —(x+ §TS n))

et finalement )
Grmpn (z) = Gm,pn (z+ §TS )

15

Nous constatons que la fonction G, p, est périodique, de période %TSpn, et

nous posons
1
TGm,p, = §TSpn
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Cette période a toujours une valeur entiére paire, quel que soit n.

Symeétrie
Nous pouvons également vérifier que sur Uintervalle [0, 2m]
= ™ ™
Gmp, () = H sin (—:I:) sin (— (2m — x))
i=1 pj pj
ce qu’on peut encore écrire
G (x) = Jﬁ sin (1 (2m — :c)) sin (1:1:)
m,pn . pJ
et donc
(Gmp, (2) = G p, (2m = 7)) &= (G p, (M =) = G p,, (M + 7))
En particulier
(Gm,p, (m =) #0) == ((Sp,, (m =) #0) A (S, (m+2) #0))
De méme
(Gmp, (M=) =0) <= ((Sp, (M — ) =0) A (Sp, (m+z) =0))

Par construction, I’entier m est centre de symétrie pour la fonction G, p, sur
Pintervalle [0, 2m]. De plus, nous avons

1 1
Gm.p, <m - §TGm1pn) = Gm,p, <m + gTGm,pn)

et donc m est également centre de symétrie pour la fonction G, , sur l'inter-
valle

1 1
[m - §TGm,Pn’ m+ §TGm7pn[
Nous remarquons enfin que

Grp, (—2) = ﬁsin (% (—x)) sin (1 (2m + :c))

Dy

= (1" Jﬁ: sin (%x) sin (1 (2m + x))

Dj

et

G, (1) = ﬁsin (1 (x)) sin (1 (2m — x))

o \P P;
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S’ existe des valeurs entiéres non nulles prises par z pour lesquelles

|Gm,pn (—z)| = |Gm,pn (z)]

alors nous devons avoir

(Vp; € mp,) (sin <pl] (2m + z)) = sin (;9% (2m — x)>)

sin <1 (2m + z)) -

pj

sin <plj (2m — z)) cos <plj (2x)> + cos <plj (2m — z)) sin (% (2z))
et donc
(sin (% (2m + x)) — sin (pl] (2m — x))) —
(cos (p% (250)) =1 <= sin (;91] (250)) = 0)

Ceci implique nécessairement
j=n
(3ho € Z*) | = = ho Hpj
j=1
Et nous vérifions
P
(Vpr € mp,,) (3h1 € Z*) | sin | —ho H pj | =sin(him) =0

j=1

ce qui entraine

j=n j=n
Gm,pn h'O H pb;j| = Gm,pn *hO H b | = 0
j=1 j=1

En revanche, lorsque
j=n
(ho € Z*) | = # ho [ [ ps
j=1

alors
Gm.p, (z) # Gm,pn (=)

Par conséquent, 0 n’est pas un centre de symétrie de la fonction G, 5, -
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A

FIGURE 2.2 — Graphe de la fonction G5 13 sur U'intervalle [—2, 58]

Exemples

Nous présentons & titre d’illustration dans le cas ou p, = 5 et m = 13 le
graphe sur l'intervalle [—2, 58] de la fonction G5 13 de période T'G5 13 = 30 (voir
la figure-2.2 page-18). En particulier, ce graphe montre sur les intervalles [0, 26]
et [—2, 28] les propriétés de symétrie que nous avons établies plus haut.

Autres propriétés

Nous n’avons jusqu’a présent fait aucune hypothése sur le paramétre m dont
la valeur a, & I’évidence, une certaine importance dans le comportement de la
fonction Gy, p, et en particulier, dans la fagon dont cette fonction s’annule sur
son domaine de définition. Par construction, la fonction s’annule pour la valeur
x lorsque

Sp,. () =0

ou bien

Sp,, (2m —z) = S2m.pn () =0

Cas 1 : m < p, L’intervalle [0, m[ est inclus dans l'intervalle [0, p,[. Nous
savons que la fonction .S, s’annule pour toutes les valeurs entiéres prises par
x dans cet intervalle [0, p,,[, hormis 1. Par conséquent, par symétrie, la fonction
Gm,p, s’annule a priori pour toutes les valeurs entiéres prises par x dans l'in-
tervalle [0, 2m[, hormis 1 et 2m — 1 pour lesquels cette fonction ne s’annule pas



2.1. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS Gyr.p, ET Garpy 19

nécessairement. Cependant, si 2m — 1 est divisible par I'un au moins des entiers
premiers inférieurs ou égal & p,,, alors la fonction G, 5, s’annule pour toutes les
valeurs entiéres prises par x dans U'intervalle [0,2m][. Nous illustrons ce cas par

FI1GURE 2.3 — Graphe de la fonction G5 3 sur l'intervalle [—2, 30[

les graphes des fonctions G5 3 et Gs 4 sur les intervalles respectifs [0, 6[, [0, 8] et
[0, 10[ (voir les figures 2.3 et 2.4 pages 19 et 20).

Cas 2 : m > p, L’intervalle [0, p,[ est inclus dans I’intervalle [0, m[. Par con-
séquent, la fonction G, p, peut a priori ne pas s’annuler pour toutes les valeurs
entiéres prises par z dans l'intervalle [0,2m[. Nous illustrons ce cas par les
graphes des fonctions G7¢ et G7 7 sur les intervalles respectifs [0, 12] et [0, 14]
(voir les figures 2.5 et 2.6 pages 21 et 22). C’est ce dernier cas, ou l'entier m est
choisi strictement supérieur a l’entier premier p,, qui fait 'objet d’une étude
plus approfondie dans ce qui suit.

Nous montrerons que pour tout entier premier p, > 11, il existe au moins
un entier dans chaque intervalle

[k, (K + 1) pn

pour lequel la fonction S),, ne s’annule pas, lorsque k est inférieur & un certain
entier dont la valeur dépend de p,,. De plus, lorsque

(k+1)p, <p2,y
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FIGURE 2.4 — Graphe de la fonction G5 4 sur l'intervalle [—2,30[

cet entier est premier. Nous remarquons aussi que tout entier qui annule la
fonction S, , annule la fonction G, p, . La réciproque n’est pas vraie. En effet,
cette fonction s’annule également lorsque pour 'un au moins des entiers premiers

Pj, NOUS avons
m
sin (— (2m — x)) =0
Pj

Les entiers pour lesquels la fonction G,, ), ne s’annule pas.
A chaque entier m nous faisons correspondre la fonction
J=Hw ' - ' T
Gmp, () = J];[l sin (p—ﬂ:c) sin (p_] (2m — x)>

et nous choisissons les entiers premiers p,, et p,41, consécutifs dans I’ensemble
des nombres premiers, tels que

2 2
pn < 2m < pn+1

Nous étudions la fagon dont la fonction G, p, s’annule sur I'intervalle

1 1
[7§TGm,pn + m, §TGm,pn + m[
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FI1GURE 2.5 — Graphe de la fonction G7 ¢ sur l'intervalle [—2, 30[

Cet intervalle est centré sur l'entier m et contient T'G,, p,, entiers, avec

j=n
Tvapn = H pJ
j=1

Considérons les entiers ay de cet intervalle et pour eux tous leurs restes respectifs
ay,; modulo chacun des entiers premiers p; de 'ensemble 7, . Pour chacun de
ces entiers, nous avons pour chaque indice j

ak = ag,j [pj]

avec

ax,; € L/p;Z

Reportons dans chacune des H;i’f p; lignes du tableau suivant chacun des en-
tiers a de l'intervalle

1 1
[7§TGm,pn + m, iTGmypn + m[

et leurs restes respectifs modulo p;
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FIGURE 2.6 — Graphe de la fonction G7 7 sur l'intervalle [—2,30[

= [p] = [po] = [pj] = [pa
aq1 aq.2 N aq 5 . a1 n
Q21 a2 2 N Qa2 j . Q2 n
Qa3 1 Qa3 2 ce Qs j N a3 n
Qg1 QL 2 N Qg 5 N Qk.n
H; Tpi—21 HJ T Pi—2,2 HJ T pi—20 H] Tpi—2mn
H; Tpi—1,1 HJ T pi—1,2 HJ Tpi—li H] Tpi—1n
(67 (67 ce (67 . (%
H] TPl HJ 1 P32 HJ 1 Py H] T pim

Chacun des restes oy, ; peut prendre p; valeurs entiéres distinctes prises dans
I’ensemble

{071527"' 5j7"' 7pJ71}
Donc, chaque ligne du tableau peut s’écrire de H;i’f p; fagons distinctes. Nous
remarquons de plus que deux lignes distinctes contenant exactement les mémes

restes ay, ;, pour chaque valeur que peut prendre I'indice j, correspondent néces-
sairement & deux entiers distincts ay, et ax, qui sont tels que

(Vpj € mp, ) [(ar, = ar,  [ps]) == ((ar, —ar,) =0 [ps])]
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Nous en déduisons qu’il ne peut y avoir qu'un seul de ces nombres dans I’inter-

valle ) 1
[7§TGm,pn + m, iTGmypn =+ m[

Par conséquent, sur cet intervalle, deux lignes du tableau prises parmi les H;z? Dj
lignes possibles ne peuvent étre identiques et ’ensemble de ces lignes contient
toutes les lignes qu’il est possible de construire avec tous les restes ay, ;. Con-
sidérons maintenant les entiers a,, de 'intervalle

1 1
[7§TGm,pn + m, iTGmypn =+ m[
pour lequel la fonction G, p, ne s’annule pas. Pour chacun d’entre eux, aucun

des restes ay, ; modulo p; n’est nul et chacun d’eux ne peut prendre une valeur
que parmi p; — 1 entiers. Le nombre de ces entiers a contenu dans l'intervalle

1 1
[_§TGm7pn +m, iTGm,pn +m|
est donc égal & H;i’f (p;j — 1). De plus, il est clair que nous devons vérifier
(Vay) (Vp; € mp,) (s — (2m —ax) = 2m  [p;])

Soient les ensembles des entiers premiers impairs {pgm)} et {p;-(m)} qui divisent
et ne divisent pas respectivement m, et donc 2m. Nous avons

(o™} =7, - (2}

L’ensemble {pgm)} est vide si m est lui méme premier ou multiple d’entiers

premiers impairs n’appartenant pas & m,, . Nous avons

(VpEm) € {pEm)}) (2m =0 [pgm)])

De méme

(vp;,“”) € {p;‘(m)}) (3Mj € Z*/p;(m)) (2m = [p;“”)])

Nous posons
{3 =v

{p, ™} =-1-»

Supposons qu’il existe au moins un entier premier impair py € mp, qui divise
2m — a,. Alors

Gpr € mp,) ((an =2m [p1]) & ((2m —as) =0 [ps]))

Ce qui entraine
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et dans ce cas
Gmp, (ar) = Gmp, C2m —ar) =0

A Tinverse, les entiers ay tels que

(Vp; € mp,) (an # 2m  [p;])
vérifient
Gm,pn (ak) = Gm,pn (2m - ak) 7£ 0
Pour chacun de ces entiers aj, aucun de ses restes «j ; modulo p; n’est nul.
Deux cas se présentent alors

({57} =0) & ({fni™ Y = 1m. — 231 =n 1)

Aucun de ses restes oy, ; n’est de plus égal au reste 1; modulo p; de 2m. Chacun
de ses restes ay, ; ne peut donc prendre une valeur que parmi p; — 2 entiers. Le
nombre de ces entiers a; contenu dans l'intervalle

Cas 1

1 1
[7§TGm,pn + m, §TGm,pn + m[

pour lesquels la fonction Gy, p, ne s’annule pas sur ce méme intervalle est donc

égal &
j=n ,
TGy, = 11 (7, = 2) (2.1)

j=2
A titre d’exemple, 'entier p,, et le paramétre m étant choisis respectivement
égal & 7 et 31, la fonction G317 a pour période

TGs1,7 =210
ous vérifions que < < . De plus 7. L’intervalle d’étude est
N ifi que 7% < 62 < 112. De plus, 31 ¢ L’ lle d’étud
1 1
[—5210+ 31 = —-74, 5210+ 31 =136]

Il contient 210 entiers. Nous avons
{p§m)} =0

{p;(m)} =77 — {2} = {37 5, 7}
{p§m)}’ =0et Hp;(m)}‘ = 3. L’ensemble des entiers qui

n’annulent pas la fonction Gy 7 sur U'intervalle [—74, 136[ est I’ensemble

{—59, —47, —41,—17,—11,1,19, 31,43, 61, 73, 79, 103, 109, 121}

et

Par conséquent,

Il contient 15 entiers et I'on vérifie bien que

O (B =2) =3-26-2(T-2) =15

Jj=2
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Cas 2

(i} 20) & ({5} =) = ([{p "} = -1 -0)

Aucun de ses restes oy ; n’est de plus égal au reste p; modulo p;(m) de 2m.
Chacun de ses restes oy, ; ne peut donc prendre une valeur que parmi p; — 1
entiers pour chaque entier premier p; € {pg»m)}. De méme, chacun de ces restes
oy, ne peut prendre une valeur que parmi p; — 2 entiers pour chaque entier
premier p; € {p;(m)}. Le nombre de ces entiers aj, contenu dans I'intervalle

1 1
[7§TGm,pn + m, iTGmypn + m[

pour lesquels la fonction Gy, 5, ne s’annule pas sur ce méme intervalle est donc
égal &
l=n—p

Ly, = kf[p (ri™ -1) (n ~2) (2:2)
k=1

=2

Il est clair que le cas précédent n’est que le cas particulier du cas présent ou
p = 0, et nous pouvons écrire

j=n j=n
(vneN) | [[ @i -2 <Ta,.,, <[[@-D
j=2

Jj=2

les ensembles {pgm)} et {p;(m)} étant les ensembles des entiers premiers impairs

qui divisent et ne divisent pas respectivement m. A titre d’exemple, ’entier
premier p, et le paramétre m étant choisis respectivement égaux & 7 et 30, la
fonction G'z0,7 a pour période

TGs07 = 210

Nous vérifions que 72 < 60 < 112. De plus

et

L’intervalle d’étude est
1 1
[—5210 + 30 = =75, 5210 +30=135]

Il contient 210 entiers. Nous avons

=5
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et

{; "} =75~ {2,3,5) = {7}

Par conséquent, Hpgm)}‘ = 2et Hp;(m)}’ = 1. L’ensemble des entiers qui
n’annulent pas la fonction Gso 7 sur U'intervalle [—75,135[ est I’ensemble
{=71,-67,—61, 53, —47,107,113, 121,127,131}
U {—43,—41,-37,—29,—23,83,89,97,101, 103}
u{-19,-13,-11,—-1,1,59,61,71,73,79}
U{13,17,19,23,29,31,37,41, 43,47}
que nous avons découpé en quatre sous-ensembles de cardinal 10 chacun pour

des raisons de typographie et de clarté. Cet ensemble contient donc 40 entiers
et ’on vérifie bien que

k=2 =1
Fou, =[] (W™ =) TT (p™ —2) = 3-1) (6 - 1) (7-2) = 40
k=1 =1

2.2 Etude sur l'intervalle [0, 2m]

Le résultat auquel nous venons de parvenir indique que la fonction G, 5, ne
s’annule pas pour un nombre significatifs d’entiers de I'intervalle

1 1
[_§TGm7pn +m, §TGm,pn +m|

Ces entiers sont nécessairement soit des entiers premiers qui n’appartiennent
pas a 7, soit des entiers multiples d’entiers premiers qui n’appartiennent pas
& mp, . Il existe également deux entiers premiers p, et p,41, avec v € N*, tels
que pour les fonctions Gy, p, €t G p,., correspondantes, nous ayons

TGmyp, <2m <TGpnp,.,

La fonction G, 5, ne s’annule pas non plus pour un nombre significatifs d’entiers
de l'intervalle

[f%TGmﬁpy +m, %TGmypV +m]
2.2.1 Les zéros
Considérons donc ces deux fonctions G, p, et G, p, sur U'intervalle fermé
1 1
[75TGm1pV +m, §TGm7pV + m]
ou p, est tel que

1 1
[7§TG’m,p,, +m, iTGm’pV + m] C [0, 2m[
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Nous avons établi précédemment,
J=v
Tvapu = H p]
j=1

On remarquera que les bornes de l'intervalle [—1TG,, ,, + m, 3TGp p, + m),
que nous notons respectivement A, et B, sont de méme parité. Pour ces deux
mémes bornes, nous avons

(Vpj <pv) (A, =B, [pj])

Nous supposerons aussi que ’entier m n’est pas premier. Rappelons maintenant

Gin,pn (%) = Sp,, (%) S2m,p., (2)

avec
Jj=n

Sp,, (z) = 1:[ sinplj 2m—x) = H sp; ()

j=1

Jj=n j=n
.m
SQm,Pn ((E) = H sin o (2m - (E) = H SQm,pj (-T)
j=1 P j=1
La fonction S, s’annule pour a,, entiers pris dans l'intervalle
1
[7§TGm’p” +m, m|

et b, entiers pris dans 'intervalle
1
m, §TGm1pV +m]

Symétriquement, la fonction Sa,, ,, s’annule pour @, = b, entiers pris dans
I'intervalle

1
[7§TGm’p” +m, m|

et b, = a, entiers pris dans l’intervalle
1
m, §TGm1pV +m]

Par conséquent, le nombre d’entiers pour lesquels la fonction G, p, s’annule
dans l'intervalle

1
[7§TGm’p” +m, m|

est inférieur ou égal a a, + b,, lorsque le nombre d’entiers pour lesquels la
fonction S, s’annule dans 'intervalle

1 1
(=57 Gomp, + 10, 5T G, + 7]
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est lui égal & a,, + b, + 1.
L’ensemble des entiers pour lesquels la fonction S, s’annule dans I'intervalle

1 1
[_ETGW»PV + m, §TGW7PU + m]

est aussi I’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est inférieur
ou égal & p,. Nous le notons C,,, et nous avons

Cp | = an +b, +1 (2.3)

De ce qui précéde, il s’ensuit que
— le nombre d’entiers pour lesquels la fonction G, p, s’annule dans 'inter-
valle

1
[7§TGm’p” +m, m|
est inférieur ou égal & (a,, + by,). Ces entiers sont les éléments de I’ensemble

noté D, et nous avons
Dy, | < an + by (2.4)

— le nombre d’entiers pour lesquels la fonction G, p, ne s’annule pas dans
Pintervalle

1
[—QTGm,pV + m,m]

est supérieur & %TGm,pu — (an + by). Ces entiers sont les éléments de
I’ensemble noté K, et nous avons

1
Ep, | > QTGm,pu — (an +bn) (2.5)
Nous définissons & présent dans lintervalle [-1TG,, ,, + m, TGy, + m]

- I’ensemble A, des entiers dont le plus petit diviseur premier est 2, et son
complémentaire Bs dans cet intervalle. Ces deux ensembles ont respectivement
pour cardinal [As| et |B2|. Nous avons les égalités strictes

1
|Ag| = §TGm7pV

1
5= (1-2) 760

Bs est ’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur a
2.

- I’ensemble Ag des entiers dont le plus petit diviseur premier est 3, et son
complémentaire By dans I’ensemble Bs. Ces deux ensembles ont respectivement
pour cardinal |As| et |Bs| et nous avons encore les égalité strictes

1 1
As|==(1-2)TGn
|As] 3< Q)G,py
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1 1
= (1-2) (1 2) 70

B3 est ’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur a
3.

Pour ’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier 5 < p; < p,, il
n’y a plus d’égalité stricte, sauf lorsque

m=0 [pj]

Ainsi, 'ensemble A5 est ’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier
est 5, et son complémentaire dans ’ensemble B3 est By . Ces deux ensembles
ont respectivement pour cardinal |As| et |Bs| et nous avons les inégalités

1 1 1
p <112 (1Y) 0,
1 1 1
> _ - _ _

Bs est ’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur a
5.

De fagon générale, I’ensemble A, est I'ensemble des entiers dont le plus petit
diviseur premier est p;, et son complémentaire dans ’ensemble B, _, est B,
. Ces deux ensembles ont respectivement pour cardinal ]Apj‘ et ‘Bpj] et nous
avons les inégalités

k=j—1
< T (120 TG 26)

A P

k=j 1
By, | > ] (1 - —) TGomp, (2.7)
k=1

Pk
Pour tout j, B, est 'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier
est supérieur & p;. Nous avons de plus

TGm,pu = Am U Bm

Bpl = APZ U sz
By, = Aps U By,

BIU—2 = Apj—l U IB317]'71

Bqu = Apj U Bpj

Bpnfl = AP;‘ U Bpn
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et donc
By, = Ay, UA,, UB,,

et en procédant de proche en proche
k=j—1
(Vj eN")(j <n) <Bp1 = U Ap, UBPj)
k=2
Par ailleurs, il est clair que les ensembles A, sont distincts et disjoints deux a
deux et que ’ensemble C,, des entiers dont le plus petit diviseur premier est
inférieur ou égal a p,, avec 1 < j < n, sur l'intervalle

1 1
[_§TGmapu + m, §TGW7PU + m[

est égal &

(Cpn = U APJ
j=1
et a pour cardinal
j=n
Col =D |4, ] (2:8)
j=1

Pour finir, 'ensemble B, des entiers dont le plus petit diviseur premier est
supérieur & p,, est le complémentaire de I’ensemble C,, des entiers dont le plus
petit diviseur premier est inférieur ou égal & p, dans ’ensemble des entiers
contenus dans l'intervalle

1 1
[_§TGmapu + m, §TGW7PU + m]

et donc
|Bpn| = TGm,p,, - (an + bn) (29)

Posons maintenant
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k=j—1
uj = i <1 - i) (2.10)
1

v, = :]i[j <1 - p%) (2.11)

(Vj S N*) (Uj +v; = ’Ujfl)

et

et nous avons

et

. « 1
(Vj eN ) (’U,j = —’Uj_l)
bj
Nous posons également par convention ug = 0 et vg = 1. De plus

k=j—1

SO0 ) IO
Wing = _ )= _ _ =
i k=1 Pk Pj+1 k=1

1 u; -1 ;
(uj+1 L (1——)uj)<:>( i+t _PiT S o P <1)
Pj+1 Py Uj Pj+1 DPj+1

ce qui établi la décroissance de la suite u;. Maintenant

d’ou

(Vj € N) (uj - ivj_l)

Dj

et donc
j=n

T

Nous pouvons maintenant aborder le chapitre suivant qui présente ’approche
d’une démonstration de la conjecture forte de Goldbach [5]. Nous ferons appel
& des résultats déja connus.
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Chapitre 3

Sur la conjecture forte de

Goldbach

Comme annoncé au terme des pages précédentes, commencons par établir
quelques résultats en nous inspirant des travaux de Franz Mertens [6].

3.1 Un minorant de la somme des inverses des n
premiers nombres premiers

Considérons la somme S des inverses des nombres premiers. Nous avons

DPn S P <pn+1

alors

ol NV, est 'ensemble des entiers naturels dont le plus grand diviseur premier
est py. Il est clair que
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or
1 =1 1 1 1 1
r=> F=l+—+5+ 1+—+—2<1+—+ >
BT Dj ; Dj ] Dj
et
1 ( ) 1 <1 1 1 1
|1+ =4 ) == — _
p3 D) pf,;opéc pil—o pi(pi—1)
et donc P _
Jj= j=n
1 1
<] (1 +—+ )
j=1 j j=1 J p] (p] - 1)
mais )
=2d
1> / &
=1 €
/“ de 1 =3 du
R — > R
z=1 T 2 z=2 L
/m‘j de 1 /w‘j“ dz
—_— > - > -
r=j—1 T J T=j €T
/Z:pn dZC 1 /Z—pn-‘rl d.’L'
m:pn—l x pn T=Pn x
/z—P dx - 1 - /z—PH dx
z=P-1 L P =P €
et donc
r=pn dx 1 =P+l dx
1+/ > >/
Z ;
<~
j=pr 1
14 Inz)*=F > = > [Inz)2=f*!
=
et
=P
1+In(P)>> = >n(p,+1)
—) J
]_
—
j=pr 1
1+1In(P) =>1In(P)
— ]
Jj=1
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Il s’ensuit

j=n
1 1
Inln (P) <In ] (1 +—+ 7)

j=1 pj Pj (p]i]‘)

et nous avons

1nH<1+—+ > Zln<1+—+p(p1 1))

Rappelons maintenant que
(Vz € R) exp(x)zzxf' = (exp(z) > 141x)

et donc

( 1 n 1 > 14 1 n 1
eXp — —_———— - —_— —
pi  pipj—1) pi  pipj—1)

et par conséquent

j=n
1 1
Inln (P) < Zlnexp (— + 7>

soit encore
mais

et finalement

Inln (P) < 1 +§f (pi]) — [mm@E)-1< Ji (pi]) (3.1)

3.2 Un majorant de la somme des inverses des n
premiers nombres premiers

Posons, pour 1 < j < n
1
In p;
Inp;
pj

a; =

bj =
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k=j
Bj = by
k=1
Dans un premier temps, considérons
k=j k=j k=j
In pk a1 a
P P

k=1 Pk ko =1

Nous remarquons que la fonction

admet pour dérivée

d d /1 1 1
L= (2 Shz)=(—=(1-1
Y=o (x nx) exp (x nx) (zQ( nx)) x

et que cette dérivée est négative lorsque x > e. Par conséquent, pour tout k > 2

B

Inpr, Ink
Dk k
et donc
h=m In pg h=m Ink
o S
=2 Uk k=2
mais i i
=k Ink r=ktl]
=" B
z=k—1 T k x=k x
et donc
k=m = 1
Ink w=m+1]
[
k=2 T=2 *
et finalement
k=m k=m
1 Ink 1
s < HT < [5 (1n,7:)2]£”+1
=2 Pk k=2
et
h=m npr In2 ‘c~Ink 1 9
il L 2E 2 (n )2 —n2(l 2—1)
P = <5 (m(m+1)° -m2(m2-1)
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lorque j < 10. Supposons que cette derniére relation soit vraie jusqu’au rang m,

alors
k=m+1

In In In
By = Z s L B, + LPmt1 < Inpy, + APm+1
o Pk Pm+1 Pm+1
et
k:7n+11 np 1
k Pmt1
Byl = Z —— <Inpy +Inp, 4
i—n Pk
et
k=m+1 1I1 1
Pk Pmt1
Bpiyi= Y —— <Inpup,iy
k=2 Pk
Supposons aussi
Pm
(p:ﬁﬁl < pm) (pm+1 < ppm+1)

soit encore
DPm lnpm-i-l < Pm+1 lnpm

or la fonction Identité croit plus vite que la fonction In. Par conséquent, il
existe un entier premier p,, tel que

Py 1 pj+1
<(ij > pn) (pg <p; )) <pgpji*f <pt < pm)

Nous vérifions que p, = p3 = 5. Nous avons donc montré que

(vj) < le—d m)

k=1

A présent, soit 'entier premier p,, et choisissons 'entier P tel que

DPn S P < pn+1
Considérons la suite

(@j-1 —aj) Bj
et pour chacun de ses termes, développons. Il vient

1 1 In
(a1 — a2> Bl = < — ) P1

Inp; Inps P1
1 Inp; 1 Inp;

Inp; p1 Inps p1
1 1 Inp;

pi lnps pr
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1 1 In In
(a2 — ag)BQ — <1 _ > < P1 + p2)
nps Inps 1 P2
_ 1 <1np1 N 1np2> 1 <1np1 N hpo)
Inps \ p1 P2 Inps \ p1 D2
1 N Inp; 1 (1np1 1 Inpy 1 )

D2 p1 Inpo p1 Inps p2 Inps

1 1 In In In
(a3—a4)33:( - ) ( p1+ p2+ ps)
Inps Inpy p1 D2 D3
1 In 1 1 1 1 1 1
_ ( P Inp ++np3) B (nm L lope nps)
Inps \ p;1 D2 D3 Inps \ p1 D2 D3

i+<lnp1 1 Jrlnpg 1 )<1np1 1 +1np2 1 Jrlnpg, 1)
D3 p1 Inps  p2 Inps p1 Inpy  p2 Inpy  p3 Inpy

k=j—1

(“J‘—l—aj)Bj—1=( ! L ) 3 Inpy.

hlpj,1 hlpj P Pk

k=j—1 1 1 k=j—1 1
Pt et Dl
= bk Inp; =
k:i_Q In py, 1 kil In py,
Inp; Pk

=1 Pk k=1

1

B Inp;_1

1 1
= +
pj—1 Inpj

1 1 ) = In pg
Inp;  Inpj Pk
k=j k=j

1 Zlnpk B 1 Zlnpk

N Inp; = Dk Inpjq = Pk
k=j—1 k=j

:i_i_ 1 Z 1npk_ 1 z:lnp;C

pj p; = pr Ipj = e

(aj —ajy1) Bj = <

k=1

k=n—1
1 1
(anfl - an) anl = ( ) Z hlﬂ

lnpn—l B lnpn

i—1 Pk
_ 1 kfl In pg B 1 kil In pg
mpny = p  Inpn = pr
k=n—2 k=n—1

1 Z%_lz%

S Pao1 per 2= e lpe = e
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1 1 1 X npr,
n 1 5 Bn =
(a 1nP> <1npn 1nP> Zl P

1 Z In pg 1 In pg

Inp, Dk InP Dk
:i 1 kfllnpk 1 %hlpk
pn Inp, =~ pp InP = pp

Effectuons la somme

k=n
In pyg, 1 In py,
—ajy1) Bj+ - — E — +— E —
i) < lnP) = Dk In P — Dk

Jj=n-—1

M

j=1

avec

= Inp,
yh_p,

b1 Pk

et, d’aprés ce que nous avons établi plus haut

(Vj e N*) (B; <lnp;j)

il vient
j=n—1 J=n 1 1
Z (a; — aj+1) Bj + <an ﬁ) Bn =, o mpDn
j=1 Jj=1
— = a; —a an " n
S & T In P In P

1 1 1
1. T 1D Bn —Bn
+<1npn 1nP> +1nP

o 1 1
= - B
=P ; <1npj 1npj+1)

J=n 1 j=n—1 1 . 1

i I 1 B+—— (InP —Inp,) B,+——B,
. Dj Z hlpj 1npj+1 (ng-i-l Ilp_]) J+1npn P ( n np ) +1nP
j=1 Jj=1
et donc

IR R Ll Inp;) + —= (P —Inp,) + —=B

R n n — (In —Ilnp, 3
j=1 pJ = Inpji Pt =PI T p p InP
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Nous avons

L (1 lnp;) Tl dl ! (1 Inp;)
np;e1 npjt+1 — Inpj oy, Inz nz<lnpj npj+1 — Inpj
et
j=n—1 j=n—1 —
1 J T=piy1 |
(lnpjy1 —Inp;) < —dlnzx
Inp;iq = Jz:; e=p; Inx
mais
Jj=n—1 T=pj+1 ] T=Pn ]
Z / —dlnz:/ —dlnz =Inlnp, —Inln2
5 —p. Inz _ Inz
j=1 YT=Pj T=p1
de la méme facon
1(1P1 ) < I:P1d1<1(1P1 )
In P . HPn =pn Inz ne Inp, . 1 Pn

avec

=P 1
/ —dlhhz=InlnP —-1Inlnp,
w=p, DT

Nous obtenons finalement 1’inégalité

j=n

1 In p,
Y — <P -Inln2+ np
Dj InP

(3.2)

Jj=1

3.3 Une approximation de la valeur du produit
fini Eulerien de rang n

Nous avons de fagon générale

1 e=b 1
(VaeRT) (VbeR') (a<b) (— < / —dz < —)
b s—a T a
et b
/ ldx:hlbflna:hlé
z=a L a
Posons
1\ !
- (-3)
a p;j—1 Dj
il vient
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soit encore

1 ; 1
VpjeN —<hn—2L_ <~
Pj pi—1 pj—1
mais
-2 =P ln<1—>
pj—1 Pj Pj
et donc ) ) )
Vp; €N —<—ln(1——) <
pj Pj pj—1
Maintenant posons
1 1
—In(l—-—|=—+¢
pj pj
Il est clair que
1 1 1

Nous avons

j=1 Pj = b 3
mais ‘
j=n j=n 1
LTI
j=1 =7
et donc
j=n j=n j=n
1 1 1
— <= 1n<1—>< —+2
=1 Pi j=1 pj =1 Pi
Or

soit encore, avec p, < P < pp41

j=n

1 Inp,

InlnP-1< flnH <1—) <InlnP —-Inln2 + np +2
i Dj In P

et, en posant e = exp(1)

In P = 1 In P 1
In (n_) < —1nH (1——) <In (n_) —Inln2 + 1 Pn +3
e e Dj e InP
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Il existe donc un nombre u,, tel que

Inp,

Inp,
<0<lnun<31n1n2+ mp) = <1<Mn<eXp <3lnln2+ mp))

et tel que
j=n
1 In P
—lnH (1 — —) =In (n—) +1np, =1In (&haP)
y pj e e
j=1
Posons
Hn 1 In p,,
(— :mn) = |(-<mp<exp|2—Inln2+
e e In P
il vient
j=n
1 1
H<1—> —5 =t >0 (3.3)
j=1 Pj my I

3.4 L’ébauche d’une démonstration

Revenons maintenant dans le cadre de la conjecture forte de Goldbach et plus
spécifiquement, dans celui que nous avons considéré au paragraphe précédent.
Soit donc D'entier m, choisi non premier, et les entiers premiers p, et p,i1,
consécutifs dans ’ensemble des nombres premiers, tels que

Pi <2m < Pi-ﬂ
et la fonction Gy, 5,

Gmp, :R— [-1,1]
x> G p,, (2)

avec _
j=n
Gmp, () = H sin (1:13) sin (1 (2m — 96))
j=1 pj Dj

Cette fonction est périodique de période
Jj=n
Tvapn = H p]
j=1

Les diviseurs de m, supposé non premier, appartiennent & ’ensemble m,, et
donc
Gm7pn (m) = O
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Par ailleurs, nous savons qu’il existe deux entiers premiers p, et p, 41, consécu-
tifs dans ’ensemble des nombre premiers, pour lesquels les périodes respectives

TGy et TGy, des fonctions correspondantes G,,., et G,, vérifient
Py Dol Py Put1

TGmyp, <2m <TGpp,.,

Soient les deux suites uy, (voir I’équation 2.10 page 31) et vy (voir I’équation 2.11
page 31), que nous avons déja introduites

k—1
1 1

u:—” 1-—

’ Pk_( Ph)

h=1
k
1
Vi = H (1 — —)
hel Ph
Nous avons
1
Uk = —Vg-1
et donc
k=n 1
Z g =) vk
o1 Pk

Maintenant, soient d’un coté dans l’intervalle
1 1
[7§TGm’pV + m, iTGm'pV + m] C [0, 2m]
les ensembles définis au chapitre précédent

— A, l'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est pj. Cet
ensemble a pour cardinal |A,, |, qui vérifie I'inégalité (voir I’équation 2.6
page 29)

|Apk|<_ H (1_> Gmpu

— B,, I'’ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est supérieur
& pp. Cet ensemble a pour cardinal |B,,, |, qui vérifie 'inégalité (voir I’équa-
tion 2.7 page 29)

By | > 1:1 (1-5) 76
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— C,,, 'ensemble des entiers dont le plus petit diviseur premier est inférieur
ou égal & p,. Cet ensemble a pour cardinal (voir I’équation 2.3 page 30)

k=n
Coul = [Ap,]
k=1

qui vérifie 'inégalité

Cp, | <TG, Yt (3.4)
k=1

et d’un autre coté, soient aussi dans 'intervalle
1
[_ETGmapu + m, m[
les ensembles définis au chapitre précédent

— D, Pensemble des entiers pour lesquels la fonction G, p, s’annule. Cet
ensemble a pour cardinal |D,,,|, qui vérifie I'inégalité (voir I’équation 2.4
page 28)

Dy, | < an + by

— E,, l'ensemble des entiers pour lesquels la fonction Gy, p, ne s’annule
pas. Cet ensemble a pour cardinal |E,, |, qui vérifie I'inégalité (voir I’équa-
tion 2.5 page 28)

1
|Epn| > QTGm,pu — (an +by)

La conjecture forte de Goldbach se trouverait démontrée si nous pouvions véri-
fier

1
<|]D>pn| < ETGm,py) = (|[Ep,| >0)
3.4.1 Considérations sur I’ensemble B,
Considérons B, 1’ensemble des entiers de 'intervalle

1 1
[7§TGm,pn + m, §TGm,pn + m[

dont le plus petit diviseur premier est supérieur & p,, Nous avons

j=n
1
|Bpn| 2 H (1 - _> TGm,pu
j=1

pj
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avec
J=v
Tvapu = H p]
j=1

Par ailleurs, nous avons montré que (voir ’équation 3.3 page 42)

T 1 L L >0
_—— = = ’Un
. Dj my In P

avec
Hn 1 Inpy,
(—:mn)<:> —<mp<exp|2—Inln2+
e e InP
1 Inp,
<~ e>—>exp|—2+1Inln2 -
My, In P
et
DPn S P < pn+1
et donc
1 exp (—2+1n1n2—11?]—p1§‘)
B, | > —TG,, = | B, | > TG,
(' Pn| - my, lnP 1171/) | Pn| - lnP sPv

Maintenant, nous observons que
(TG p, C10,2m]) <= (BN € Q") (1 <A < put1) ANT'Gpn p, = 2m))
avec p2 < 2m < p2 ., et donc

2 2
<pi < AT Grp, < Diiq &= % <TGy, <2 "A“>

2
= <p_n <TGmp, <p31+1>
pu-‘,—l

et donc

2

Pn Inp,
B, |>—22 exp(—2+Inln2—
By pu_,_llnPeXp( i 1nP)

Or, P peut prendre arbitrairement n’importe quelle valeur entre p, et ppi1.
Choisissons P = p,, et nous obtenons finalement

P2

B, | >
| P| pu-‘,—llnpn

exp (—3+1nln2)

soit plus explicitement

p721 Pn
29p, 41 1Inp, 29 Inpy,

|Bpn| >
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On peut alors voir que le cardinal [B,, | de I’ensemble B, des entiers dont le
plus petit diviseur premier est supérieur a p, vérifie numériquement

(IBp, | > 1) <= (pn = p3s = 149)

ce qui semble indiquer que cet ensemble n’est pas vide, dés que p,, > 149.

3.4.2 Considérations sur I’ensemble C,,

Considérons ’ensemble C,, . Son cardinal vérifie les relations suivantes
Pn

(voir I’équation 2.3 page 28) et

k=n

|(Cpn| < TGm,pu Z Uk
k=1

(voir ’équation 3.4 page 44)
Concentrons nous d’abord sur I’équation 3.4, il vient

Sy

— Mg—1Pk N pr—y

soit encore

k=n
Pk — Pk—1
ug < — - —
Z Zpklnpk 1 Zpklnpk 2 & pilnpy
maintenant a=pe g
— Di— T — Pr—
Pk pk1</ < Pr—Prn
P In pg e=pp_, TINT  pr_1lnpg_q
et _ -
/z_p’“ dz /I_pk dlnz
w=pp_, TInw w=pp_, DT
et donc

k=n

-
Pk — Ph-1 Z/ Pk dinz _ X Pk — Pr—1
T=Pk—

= Dk In py, , Inz = Pr-1 Inpr_1
soit encore

k=n

_ =
Pk — Pk—1 </I bn d1D£E< X Pk — Pt
z=p

= DPrlnpy —py Mz ppinpg



3.4. [’EBAUCHE D’UNE DEMONSTRATION 47

et finalement

k=n
Pk — Pk-1 Pk — Pe—1
————— < [lnlnz)¥ZP <
= DPrlnpy <l l==5 Zpk 1Inpy—1
Par conséquent
k=n
Zuk <5 (lnlnpn Inln2)
k=2

Dans l'intervalle [— %TGmypV +m, m], le nombre d’entier pour lesquels la fonction
Gm.p, s’annule est inférieur o égal & a, + b,. Ces nombres sont soit pairs,
auxquels cas nous avons

1
(VE < m) (Qk € [—iTGWpU + m,m[) (Sp,, (2k) = S,, (2m — 2k) = 0)
soit impairs. Le cardinal de I’ensemble de ces nombres impairs dans l'intervalle
1 1
[7§TG’m,pV + m, iTGmpV + m[

est égal & TG, p, et les inégalitées suivantes sont vérifiées

v

k=n
1 1 1
(2 (an +bn) < TG m.py kg 2uk> = (5 (an +bn) < I (Inlnp, —Inln2) TGWPU)

Maintenant, le cardinal de ’ensemble des nombres impairs pour lesquels la fonc-
tion Gy, p, s’annule sur I'intervalle [f%TGmyp,, +m, m[ est lui aussi inférieur ou
égal & % (an, + by). Le cardinal de ’ensemble des nombres impairs dans ce méme
intervalle est %TGWPU. Cherchons alors les valeurs de p,, pour lesquelles

1

1
(4— (Inlnp, —Inln2) TGy, p, < ZTGmypv) <= ((Inlnp, —Inln2) <e)
e

Il vient

((Inlnp, —Inln2) <e) <= (Inlnp, <e+1nln2)
— (hlpn S ee+1n1n2)

(p < eee+lnan)
é ; n =

et nous vérifions numériquement

eetInin2

e = 36 465,95

Par conséquent, le cardinal de I’ensemble des nombres impairs pour lesquels la
fonction Gy, , s’annule sur l'intervalle

1
[7§TGm’p” +m, m|
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est inférieur a iTGm,p,/ pour tout entier premier p, < 36466. Nous terminons
en remarquant, que

1 1
((51731 <m < §pi+1) A (prn = 36 466))
=

1
<§1 329765293 < m < 2(1329765 293))

3.4.3 Une conclusion qui semble s’imposer

En nous appuyant sur les résultats qui précédent, nous pouvons affirmer
que d’un coté la fonction G, p, ne peut pas s’annuler pour tout les entiers de
Vintervalle [—3TG\, py +m, TGy, +m| lorque p, < 36 466. De Pautre coté,
dans ce méme intervalle, il existe au moins un entier premier supérieur & p,
dés lors que p, > p3s = 149. La conjecture forte de Godlbach semble donc
partiellement vérifiée, au moins pour tout entier m < %1 329765293 et nous
pouvons énoncé le théoréme suivant

Théoréme 4 partiel de Goldbach Pour tout entier naturel2 < m < %1 329765293,
Uentier naturel pair 2m est la somme de deux nombres premiers.



Chapitre 4

Sur une extension de la

conjecture de Joseph
Bertrand

4.1 Objet du chapitre

Joseph Bertrand avait proposé une conjecture démontrée par Panufty Tcheby-
chev et que nous avons déja mentionnée dans notre introduction

Théoréme 5 de Bertrand Tchebychev Pour tout entier naturel n > 1, il
existe au moins un entier naturel premier qui appartient a lintervalle |n,2n).

Dans un esprit trés proche et sur la base de résultats obtenus manuellement,
nous émettons la conjecture suivante

Conjecture 5 Ftant donné un entier premier p,, il existe au moins un entier
premier dans chaque intervalle [kp,, (k + 1) p,| pour tout entier k non nul tel

que (k+1)pn <pi ;-

Nous essaierons au cours de ce chapitre de démontrer cette conjecture.

4.2 QOutils utilisés.

Nous rappelons la définition de I’ensemble 7, qui contient tout nombre
premier p; inférieur ou égal & un nombre premier p,, donné

T = {pjl ((clp;) <= (c € {1,p;}) A (pj < pn))}
Considérons la fonction
Sp, R — [-1,1]
r— S, (z)

49
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avec
Jj=n

Sp. (@) = [ 50, (@)

j=1

Cette fonction s’annule si et seulement si x prend pour valeur celle de 'un, ou
du produit de plusieurs, des éléments de ,, . Sa période est

Jj=n

1S, =2]]ps

Jj=1

La fonction Sp, étant le produit de fonctions sin est
— impaire lorsque n est impair
— paire lorsque n est pair

Dans l'intervalle [0,7'S,, [, nous avons

TS TS 3TS.
(TSpn):Spn( 4pn):Spn( 2pn):Spn(Tpn):0

Sp

n

Nous rappelons aussi que, pour deux entiers x, et z, pris dans l’intervalle
[0,T°S,, [, nous avons (voir les équations 1.1 et 1.2 page 4)

<zp +a, = %Tspn> — (Spn (@) = (=1)"7" Sy, (&)

4.3 Vers une extension du théoréme de Bertrand
Tchebychev.

4.3.1 Les fonctions S, et S, , sur lintervalle 0,175, |
Nous notons que

1 1 1 1
[Oa §TSpn [: [07 ZTSpn [U[ZTSP'&’ iTSpn[

Soit maintenant incluse dans l'intervalle [0, %TSpn] la suite des sous-intervalles

z I+1
trs,, .t

4 Prn—1> TTSpnfl] (l € N)

Ces sous-intervalles sont au nombre de 2p, dans l'intervalle [0, 27'S,, [. Nous
notons les bornes de ces sous-intervalles

My=0¢ =0
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M, = iTSpH
My = %TSPH
Ms = gTSpn,l
M; = éTSpH

Pn
Mpn = ZTSpnfl

2pn
M2pn = %T‘S’Pn—1

Toutes les bornes M; sont entiéres et multiples de p,_1, et nous avons

1=2p,—1

(Mo, Moy, [= | [Mi, Mg
=0

et
(VIZ0 [pn]) (M #0  [pn])

La figure 4.1 (voir page 52)montre les bornes M; de chaque sous-intervalle sur
la représentation circulaire de I'intervalle [0, $7'Sp,[ dans le cas ou

(n = 6) <= ((pn = 13) A (pn—1 = 11))

Considérons maintenant la fonction S,, , sur lintervalle [0,37S,.] et sup-
posons qu’il existe un sous-intervalle |A;, B; = A; + py |, dans lequel cette fonc-
tion S, _, s’annule pour tous les entiers impairs. A; est un entier naturel supposé
non nul et n’est pas nécessairement multiple de p,,. Ce sous-intervalle |A;, B[
contient p, — 1 entiers. Les diviseurs de chacun de ces entiers appartiennent
exclusivement & I’ensemble 7, _,. Deux cas se présentent alors
— Ce sous-intervalle |A;, B;| contient un entier M;. En raison des propriétés
de symétrie de la fonction S, ,, chaque entier M; de I'intervalle [My, Moy, |
appartient a I'un des sous-intervalles | A, Bt[. En particulier, Pentier My =
0 appartient & I'un des sous-intervalles | A;, B;[. Or nous savons que S, , (1) #
0. Ce cas doit donc étre écarté.
— Ce sous-intervalle | A;, B[ ne contient pas d’entier M;. En raison des pro-
priétés de symétrie de la fonction Sp, _,, chaque sous-intervalle [M;, M; 1]
contient un sous-intervalle |A;, By[.
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FIGURE 4.1 — Les sous-intervalles [M;, M;1[ sur la représentation circulaire de

Vintervalle [0, 175, |

En raison des propriétés de symétrie de la fonction .S, _,, chacun des 2p,, sous-

intervalles [M;, M;41[ inclus dans Dintervalle [0, 37'S,, [ contient lui méme un
sous-intervalle |A;, Bi[. Ces sous-intervalles |A;, B;[ sont donc également au

nombre de 2p,, sur I'intervalle [0, 27°S,, [. Nous les notons
] Ao, Bol
]Al ’ Bl [

]AtaBt[
JAig1, By

JA2p, —2, Bap, —2|
|A2p, —1, Bap, —1]
et nous avons

(Vt S {O, 1, 2, ce ;2pn — 232pn — 1}) (At c [MtaMt—kl[@ Mt < At < Mt+1)

Nous conviendrons de dire que ’ensemble des sous-intervalles |A;, B;| est en-
gendré par le sous-intervalle | Ag, By[ et nous définirons cet ensemble comme la
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famille indexée des sous-intervalles {]A;, B:[}. Il est important de remarquer
que le sous-intervalle [M, M| peut contenir plusieurs sous-intervalles distincts
deux & deux et que nous notons |Ag, Bo[., avec I'indice u € N pouvant prendre
plusieurs valeurs distinctes. Chaque sous-intervalle Ay, Bo[,, engendre donc la
famille {]A¢, B¢[.}. Dans tous ce qui suit, nous choisissons 'une de ces familles
{]A¢, B[}, que nous notons plus simplement {]A;, B;[}. Pour chaque ¢t € N tel
que 0 < t < 2p, — 1, nous avons, en raison des propriétés de symétrie de la
fonction S, ,
M =My, = ETSpn_l
2 4
De fagon générale, pour deux entiers de parités distinctes t; et ¢, oil

0<ty <ty<2p,—1

nous avons A 1A

% _ ]\Ll;t2 o
Ainsi 4 4

t+1 + Agy2
————— =My
2
et donc
Ao — As

1
= M2 — My = =TSp,—
5 t42 t+1 4 Pn—1

et finalement .
Appo — Ay = §T5Pn—1

et de facon plus générale, pour ¢ € N
At+2q —A = gTSPn—1

Egalement, pour chaque ¢ tel que 0 < ¢ < p, — 1, nous avons, en raison des
propriétés de symétrie de la fonction S,

1 1 1
(5 (A + Agp, —1-4) = ZTSpn> = <A2pn—1—t + A = §T5pn>
Nous pouvons donc écrire

(Vpj € mp,) (A2p,—1-t = —Ar  [pj]) (4.1)

En particulier, pour 'entier oy choisi dans I’ensemble Z/p,Z = {0,1,p,, — 1}
(At =ar [pn]) <= (A2p,—1-+ =~ [pn])

La figure 4.2 montre la position des sous-intervalles | A;, B;[ dans la représenta-
tion circulaire de I'intervalle [Mo, Map, —1[= [0, TS, [ et comme dans la figure
4.1, dans le cas ou

(pn = 13) <= (n=6)
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FIGURE 4.2 — Les sous-intervalles A, B[ sur la représentation circulaire de
Vintervalle [0, 175, |

Par souci de clarté pour I'illustration, la figure montre uniquement la borne A
de chaque sous-intervalle | A, By[.

Par ailleurs, I’ensemble des sous-intervalles | A¢, B[ contient lui méme deux sous-
ensembles dont les éléments sont respectivement les sous-intervalles | As,, Bar|
et ]Aar+1, Bary1[, et nous avons pour g e Net 0 < g <7 <p, —1

(VT) (Vq) (A27—+2q — A27- = gTSpn—l)

(V) (Vq) (A27+1+2q —Agry1 = gTSpnfl)

Ces deux relations montrent que pour deux entiers de méme parité ¢; et to, ol
0§t1<t2§pn—1

Atz 5—'5 At1 [p"]

Considérons alors le sous-ensemble des sous-intervalles | A;, B[ dans 'intervalle
[0,37'Sp, [, ol t est choisi pair. Cet ensemble contient p,, sous-intervalles. Il en
va de méme pour 'autre sous-ensemble des sous-intervalles |A;, B[, ou t est
choisi impair. Il y a donc p,, entiers A; pour ¢t de parité donnée. Enfin, nous
remarquons que

(V1 € Z/paZ) (Vg € Z/pnZ) (¢ < 7)) (Amzq — Ay + gTSpnfl)
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(V7 € Z/puZ) (¥ € Z/puZ) (4 < 7)) (A2p,—1-2r+20 = Azp,—1-27 + 3TS), _, )

et donc

((VT S Z/an) (VQ S Z/an) (q S T)) (VPJ' S anfl) (A2'r+2q = 7A2pn7172'r+2q [pj])

Nous pouvons maintenant, énoncé le lemme suivant

Lemme 1 Soit Uintervalle [0, TSy, [, ot p, > 13 est Uentier premier de rang
n dans l’ensemble des nombres premiers. Soit dans cet intervalle l’ensemble
des 2p,, sous-intervalles [éTSpn,l, “leTSpn,l[: [My, M4 et supposons qu’il
existe auw moins un sous-intervalle (A, Bi[, ot By = A; + pn, dans lequel la
fonction S, , s’annule pour tous les entiers qu’il contient, alors
— ce sous-intervalle est entiérement contenu dans le sous-intervalle [My, My 1]
avec M; < A;
— il existe un sous-intervalle |As, B[ dans chacun des 2p,, sous-intervalles
[éTSpn_l, “leTSpn_l[z [My, My 41[. Nous numérotons ces sous-intervalles
]AO; BO[’ ]Alﬂ Bl[’-'-’ ]Ah Bt["-v ]AQpnfz ) BQpnfz[ s ]A2pn71 ) BQ;anl [’ avec

(Vt €{0,1,2,---,2py, —2,2p, — 1}) (As € [My, M1 [<= M; < Ay < My41)

— Uensemble de ces sous-intervalles |A¢, B[ contient lui méme deux sous-
ensembles dont les éléments sont respectivement les sous-intervalles | Aak, Bak|
et |Aog+1, Bak+1[, et nous avons

(Vpj € mp, ) (Ae = —Aop,—1-¢  [p])

En particulier, l'entier a; étant choisi dans l’ensemble

chacun de ces deuzr sous-ensembles contient un et un seul sous-intervalle

]At;Bt[7 ol
Ay =ar  [pa)
et
(Ar=ar [pn]) = (Aop,—1-t = —a;  [pn])
Posons

1
§T,5’pn_1 =a [p)

AO = Qo [pn]

Il vient, 'index 71 variant de 1 a p,, — 1

1
A2:A0+§T5pn,1za2:ao+oz [pn]

2
Ay = Ap + §TSpn,1 =a4=ap+2a [pn]
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3
Ag = Ao + §T5pn—1 =as =ao+3a [p)
T1
Agry = Ao + ETSPnA =as;, =ao+ 11 [Py

(pn - 1)T

As(p,—1) = Ao+ 5

Spn-1 = az(p,-1) = a0 + (pn =1 [p]

De méme, posons
Azp,—1 = azp,—1 = —ao  [py]

Il vient, Iindex 75 variant de —1 & — (p, — 1)

1
A(2pnfl)f2 = Agp,—1— 5TSpp—1 = ag,—3 = azp,-1—a [p]

2
2
Azp,—1)—4 = A2p, -1 — §T5pn71 = agp,—5 = Q2p,—1 — 20 [pn]
3 —
Ap,—1)—6 = Azp, -1 — §T5Pn—1 = agp,—1-7 = 2p,—1 — 3 [Pn]

T2
Apu-1)-2m = Azp, -1 = 5 TSPn-1 = azp,—1-2r, = azp,—1 — T2t [pn]

pn_l

Apn—1)—2(pn—1) = A2p, -1 — TSpn—1=a1=azp,—1— (pn—1)a [pn]

et
azp, -3 = — (a0 + ) [pn]

azp,—5 = — (a0 +2a)  [pn]
azp,—1-7 = — (ao +3a)  [ps)

ap,—1-2r, = — (a0 + T2)  [p]

a1 = Q2p, —1-2(p,—1) = — (a0 + (pn — 1))  [pn]

L’un des entiers asr,, Soit asy, et lui seulement, est nul, et
asy =ap+Aa=0 [p,]
Nous remarquons que dans le cas o ag = 0, alors

Ao =0 [pn]
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et
A@p,—1)-2m; = O(2p,—1)—27, = —T20 [pn]
Posons maintenant = = p, — 7y
App-1)-2(pn—r1) = A2r -1 = Q2,1 = o [py]

Nous pouvons finalement écrire

(V7 € Z/pnZ) (Ao =0 [py]) <= (A2r — A2r—1 =0 [ps])) (4.2)

Considérons a nouveau ’ensemble des sous-intervalles {]A;, B[}. Choisissons
trois indices entiers t1, to et t3 distincts deux & deux tels que

2t
M2t1 = TlTSpnfl
pn—1—1
M2(Pn—1)—2t1 = flTSpnfl
2t
My, = fTSpnfl
Pn — 1-1¢
Msp, —1)-2t, = 1 2TSpn_l
2t
M2t3 = TBTSpnfl
Pn—1—1
Map, —1)-2t; = fBTSpnfl
alors o
Aoy, = TlTSPn—1 + Ao
2(pp —1—1
As(pp—1)—2t; = %Tspn—l — Ao
2t
Aoy, = fTSpnfl + Ag
2(pn—1—1
AQ(pn71)72t2 = %Tspn—l — Ao
2t
Aoy, = TBTSpnfl + Ag
2(pn—1—1
As(p,—1)-2ts = 2pn =17 8s) 1 3>T5pn71 — A
Il vient 2 )
to —t
Moy, — My, = Aoy, — Aty = %TSpn,l
2(tg —t
Moy, — My, = Aoy, — A, = MTSpn,l

4
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2(t1—t
Moy, — Moy, = Aoy, — Aty = %TSpn,l
et de méme
2(ta —1t
Moy, —1)—2t,—Ma(p, —1)—2¢, = Ao(p,—1)—26s = A2(pr—1)—2t, = f%TSpn,l
2 (ts — t2)
Ma(p, —1)—2ts = Ma(p, —1)—2t; = A2(p,—1)—2ts = A2(p,—1)—2t, = _?T‘S’pn—l
2(t1 —t
M2(pn—1)—2t1*M2(pn,—1)—2t3 = AQ(pn—l)—Qtl7A2(pn—1)_2t3 = 7¥T5pn,1
Supposons maintenant que
A2t1 = 0 [pn]
alors 2 )
to —t
Aoy, = %T‘Spn,l
2(tg —t
A2t3 = 7( 34 1)TSpnq

et nous avons

((A2t, =0 [pa]) A (A2t, + Aoty =0 [pa])) = (2 +t3 =281 [ps]) (4:3)

Posons maintenant ¢; = 0. Nous avons déja établi que (voir ’équation 4.2
page 57)

(Vj € Z/pnZ) (Azt, = Ao =0 [pn] = Aot, — Aot,—1 =0 [py])
et dans ce cas
Asgty—1 = Ao(p,—1)—2t5
et donc

2ty 2(pp —1—13)

A2t2 - A2t271 = A2t2 - A2(pn,—1)—2t3 = TTSpnq - 1 TSpn—1

et finalement

2(t2 - (pn -1 _t3))
4

2(to — pn +1+t3)
4

Ao, — Aopy1 = TSpn—1 = TSpn—1

Nous devons donc avoir
to+t3+1=0 [pn]

Nous aboutissons alors a une contradiction car nous avions montré plus haut
(voir I’équation 4.3 page 58)

((A2t, =0 [pa]) A (A2, + Aoty =0 [pa])) = (2 +13 =261 =0 [py])
Par conséquent
(V]As, Be[€ {]As, Be[}) (Ae =0 [pn]) == (t #0)) (4.4)

Ce résultat, obtenu pour 'une des familles {] A, B[, }, est valable pour chacune
d’entre elles et nous pouvons énoncer le théoréme suivant
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Théoréme 6 Pour tout entier naturel premier p,, et sa fonction associée Sy, ,
soit I’ensemble des intervalles

[kpn, (K + 1) pn

ol k est un entier naturel décrivant N, et soit l’entier naturel

1
M, = ZTSpn .

alors
(Vk € N) (k < M1) 3a € ([kpn, (k + 1) pa[ON)) (Sp,, (a) # 0)

Entre autres conséquences, la conjecture que nous avions énoncée plus haut est
vérifiée et nous pouvons énoncer ce qui est maintenant un théoréme

Théoréme 7 Etant donné un entier premier p,, il existe au moins un entier
premier dans chaque intervalle [kp,, (k + 1) p,| pour tout entier naturel k non
nul tel que (k+ 1)p, < p2 .

Ce dernier théoréme permet d’établir une formule. Considérons la suite des
sous-intervalles

[Pns 20n[
[2pn; 3pn [

[kpn, (K + 1) pn

[(pn — 1) pn, P3|

Chacun de ces sous-intervalles contient au moins un nombre premier que nous
notons respectivement p, 1, Du+2, -+, Putk+1, ** » Pup,, €6 DOUs avons évidem-
ment

pn+1 S pu-‘,—l S 2pn
Pn+2 S Pv+2 S 3pn

Priktl < Pokt1 < (K +1)pn

2
DPntpn < Potp, < Dp

et finalement

J=n+pn J=n+pn

II pi<ototr™ )= II »<@.—1w (4.5)
j=n+1 j=n+1
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Chapitre 5

A propos de deux autres
conjectures.

5.1 Une conjecture de Jean Marie Legendre
Jean Marie Legendre a énoncé la conjecture suivante.

Conjecture 6 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins
un entier naturel premier qui appartient a Uintervalle [n?, (n + 1)2].

Nous indiquons une approche qui pourrait conduire & une démonstration rigoureuse
de cette conjecture. Nous rappelons la définition de la fonction Sp,
Sp, R — [-1,1]

x> Sp,

avec ‘
j=n
Sp,, () = H sp; (@)
j=1

et
7r
Sp. () = sin — ()
Pj Dj
Nous utilisons le théoréme suivant, démontré précédemment (voir le théoréme 7
page 59).

Théoréme 8 Etant donné un entier premier p,, il existe au moins un entier
premier dans chaque intervalle [kp,, (k + 1) pn| pour tout entier naturel k non
nul tel que (k+1)p, < p2 .

Les entiers k et k 4 1 ont leurs diviseurs exclusivement dans 7,,. Aucun d’eux
n’est divisible par un entier premier strictement supérieur & p,. La réunion des
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intervalles U;’il [pj, pj+1[ décrit 'ensemble des nombres réels positifs supérieurs
ou égaux a 2. Nous avons

U [pj, pjr1[= R — {1}

Nous vérifions tout d’abord que

12 < 3 <22
22 <5<7<3
32 <11 < 13 < 42

Considérons, ce qui est toujours possible, I’entier naturel m tel que
p; <m<m+1< pigq. Il vient

p?§m2<(m+1)2§p?+1

L’intervalle [p3, p3, ] contient un ensemble fini d’intervalles [kp;, (k + 1) p;[, ot
k € N. Il existe alors un entier K tel que

Kpj <pjyy < (K +1)p;

Considérons m? et
(m+1)>=m?+2m+1

Il est clair que
(3k € N) (m® € [kpj, (k+ 1) p;])

Pour que la conjecture de Legendre soit vraie, il suffit de montrer que
(vk € N) (m? € kpy, (k + Dps[) = ((m+1)° = (k+2)p; )

puis d’invoquer le théoréme ci-dessus (voir le théoréme 7 page 59). Il nous suffit
de démontrer que
2m +1 > 2p;

On peut voir que cette derniére inégalité est toujours vraie. En effet
2m+1> 2p; <= m > p;

ce qui est I’hypothése de départ. La conjecture est donc démontrée dans le cas
ot m+1 est inférieur & Kp;, Kp; étant défini comme le plus grand entier naturel
multiple de p; inférieur a p?, ;.

Il nous reste maintenant & vérifier ce qui se passe dans les intervalles

(K —1)pj, Kpj|
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et
[Kpj, (K + 1)p;]
ou
P € [Kpj, (K + 1)pj]
Nous avons
Kpj <pipy < (K +1)p;
et donc les entiers naturels
p?—i—l - (2m =+ 1)
et
(m+1) — (2m +1)

soit m?, sont tous deux strictement inférieur & Kp;. En effet
2 2
(m = pj) <= (pis1 — 2m < Py — 2p;)
2 2
<~ (pi+1 - (2m + 1) <DPit1— 2pj)

et donc
(m+1) = (2m+1) <pi — (2m+1) < Kp;

Ceci compléte la démonstration de cette conjecture et permet d’énoncer ce qui
est maintenant un théoréme.

Théoréme 9 de Legendre Pout tout entier naturel n > 2, il existe au moins
un entier naturel premier qui appartient a Uintervalle [n?, (n + 1)?].

5.2 Une conjecture de Henri Brocard

Henri Brocard a proposé de son coté cette autre conjecture

Conjecture 7 de Brocard Pout tout entier naturel premier p, > 2, il ex-
iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent a ['intervalle

vy, p%n+l)]'

Nous allons établir qu’il existe au moins quatre sous-intervalles [kp,,, (k + 1)px],
avec k € N, contenus dans lintervalle [p2, p2 +1[» pour chaque entier premier p;,.
Ces sous-intervalles sont plus explicitement de la forme

[(Pn + E)pn, (Pn + K+ 1)pn[ (k€ N¥)
Nous savons que
(Y0 € N*) (Pny1 = pn 2 2) <= (Dhy1 2 Pi + dpn + 1)
or p2 + 4p,, est la borne supérieure du quatriéme sous-intervalle
[(pn + K)pns (pn + k4 D)pal (k= 3)

Chacun de ces quatres sous-intervalles contient au moins un entier premier, en
raison du théoréme énoncé ci-dessus (voir le théoréme 7 page 59). La conjecture
est donc vérifiée et conduit au théoréme suivant
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Théoréme 10 de Brocard Pout tout entier naturel premier p, > 2, il ex-
iste au moins quatre entiers naturels premiers qui appartiennent a ['intervalle
[pgzvp%n+1)]



Chapitre 6

Lemme portant sur la
fonction Sl%n

Les fonctions S, et S} s’annulent pour les mémes entiers impairs de I'in-
tervalle [0, TS, [. L’étude de certaines propriétés de la fonction S peut donc
nous éclairer sur le comportement de la fonction S, elle méme.

6.1 Une propriété de la fonction S;n.

Un entier premier p, > 13 étant donné, considérons la fonction S;n sur
Pintervalle fermé [kp,,, (k + 1) p,]

Jj=n
S;n (x) = H sin <1z>
=2 Pj

et supposons qu’elle s’annule pour tous les entiers impairs mj, de cet intervalle,
ou h € N*. Ces entiers sont de la forme

k=n k=v
k=2 k=n+1

Il existe donc au moins une fonction s, qui s’annule pour chacun de ces entiers
my,. Nous avons

5p; (mp) = sin ul (mp) =0
pj

my, étant impair, nous avons pour chaque entier premier p; qui divise my,

o= 0 -0) = o () 05 (3) )
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et nous pouvons écrire

1 1
Sp; (§mh> =+1 <— Cp; (§mh> =0

Considérons alors la fonction C;n telle que
j=n -
C;n () = || cos (—x)
Cette fonction s’annule pour chaque nombre %mh de lintervalle fermé

1 1
—kp,, = 1
[Qkpn, 5 (k+ 1) pal

Ces nombres sont tous strictement rationnels et nous avons

(Vh) <(mh+1 —mp =2) &= (%thrl - %mh = 1>)

n((ms8) 2

Nous remarquons de plus que

Cl (z)=0C} x—i—l—l —]ﬁcos Ul x—l—l 1
Pn = Ypn 2 2 _j:2 P 9 9

Considérons maintenant

e (2) o (3 (- oo on)

avec [; € N. Il vient

)G

et

et

cos (pl] (x—%)) — +5in (% (m+%((2zj+1)pj —1)))

Par conséquent

ﬁcos (pl] (m— %)) = iﬁsin (% (:c+ % (20 + 1) p; — 1)))
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Posons )
o= 5((2lj+1)pj -1

et imposons & a d’étre indépendant de I’'indice j, alors a peut prendre comme
valeur

et nous écrivons

gy T 1 = T

Hcos (— (z 5)) :I:Hsin<—(z+a)>

i bj Jalis bj
En particulier, lorsque la fonction S;n s’annule pour chacun des entiers naturels
impairs my, de lintervalle [kp,, (k + 1) p,] alors la fonction C’;n s’annule pour

chacun des nombres rationnels 1mj, de lintervalle [k, , 1 (k + 1) p,] et, dans
ce méme intervalle, nous avons

gy T (1 = T (1
H cos (— (§mh)) =+ Hsin (— (5 (mp +1) —i—a)) =0
j=2 P =2 Pi
Ce qui revient & dire que la fonction S;n s’annule pour chacun des entiers de 'in-

tervalle [ (kp, + 1)+, 3 ((k + 1) p, + 1) + ). Nous pouvons énoncé le lemme
suivant

Lemme 2 Soit un entier premier p, > 13 et la fonction S;n, st cette fonction
s’annule pour tous les entiers impairs de Vintervalle [kpy, (k + 1) py], alors il

eziste un nombre o = % ( ;zg Dj — 1) tel que la fonction S;n s’annule pour

tous les entiers de Uintervalle [1 (kp, +1) + o, 2 (k+1)p, +1) +al.

Posons )
§(kpn+1)+o¢:a

1
5((k+1)pn+1)+oz:b

Il est clair que I'un et I'un seulement des deux nombres a et b est entier suivant la
parité de Ientier naturel k. Soient maintenant my, et my, deux entiers impairs
distincts pris dans lintervalle [kp,, (k + 1) p,] tels que mp, < myp,, alors leurs
images respectives dans lintervalle [a, b] sont av+ 5 (mp, + 1) et a+ 5 (mp, +1).
Elles sont distinctes et nous avons
1 1 1 1

a+§(mh2+1)—a+§(mhl +1)= 3 Mha = 51 >0
Ainsi, la fonction S}, s’annule pour tous les entiers impairs de I'intervalle [2184, 2197,
ou k = 168, et tous les entiers de l'intervalle [8599.5,8606] (voir la figure 6.1
page 68). De méme, cette fonction s’annule pour tous les entiers impairs de 'in-
tervalle [9113,9126[, ot k = 701, et tous les entiers de l'intervalle [12064, 12070.5]
(voir la figure 6.2 page 68).
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2184 21 2186 2187 2188 2192 2193 2194 2095 2196x

8596 8597 8598 8599 8600 sevioz SGW 86&5\ 8606 8607 8608 X

FIGURE 6.1 — La fonction Si; sur les intervalles [2184,2197] et [8599.5, 8606

9114 —e115 9116 9117 9118 19 9120 9l 0122 9123 9124 9125— 9126 x

12062 12063 12064 12W66 12067 12068 12069 12070 12071 12072 12073 12074 x

FIGURE 6.2 — La fonction Si, sur les intervalles [9113,9126] et [12064, 12070.5]
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