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RESUMO

NOs construimos a Teoria da Relatividade Especial Virtual que é
uma generalizacdo a Teoria da Relatividade Especial de Einstein.

Parte I. A Generalizagcdo da Transformacéo de Lorentz e Aplicacdes

1. GENERALIZACAO DAS TRANSFORMACOES DE LORENTZ
1.1. Primeira experiéncia imaginaria.

Fagcamos a seguinte experiéncia de pensamento envolvendo trés observadores 0, 0, and
0,. Suponhamos que 0, se move relativamente a 0, com uma velocidade de médulo v; no
sentido positivo dos eixos x e x;; por sua vez, 0, se move relativamente a 0, com uma
velocidade de médulo v, no sentido positivo dos eixos x e x,. Os planos xy, x;y; € x,y, S0
sempre coincidentes e as origens de seus sistemas de referéncia coincidem no instante t = t; =
t, = 0. Neste instante 0, produz uma frente de onda luminosa, que se expande a partir do ponto
de emissdo com velocidade de modulo ¢ em todas as diregdes. Portanto, segundo o observador
0, a frente de onda em um tempo t, serd uma esfera, com centro em sua origem, de raio
r, = ct,. As coordenadas de qualquer ponto pertencente a frente de onda, neste instante, vdo
satisfazer a seguinte equacdo de uma esfera:

x5 +y2 + z7 = c?t2. (1.1)

Do ponto de vista do observador 0, a frente de onda em um tempo t; também é uma
esfera, porém, seu raio é r; = ct;, e satisfaz a equacao:

x2 +yi+z2 = c%ti. (1.2)

Além disso, do ponto de vista do observador O, € novamente verdadeiro que a luz se
expande de seu ponto de emisséo, a origem, com velocidade de mddulo ¢ em todas as diregdes.
Assim sendo, a frente de onda em um tempo t, também, é uma esfera, cujo raio é r = ct, e
satisfazendo a equagé&o:

x2+y?% + 2% = %2 (1.3)

E facil verificar que a seguinte transformacdo de Lorentz satisfaz a equacdo (1.3) de
acordo com a equagéo (1.2):
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e, por sua vez, atransformacdo de Lorentz, logo abaixo, satisfaz a equagéo (1.3) de acordo com
aequacdo (1.1):
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Ao compararmos x, y, z e t em cada sistema de equagdes (1.4) e (1.5), nds achamos
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Por conveniéncia de notacdo, fagcamos x; = x,y; = y,z; = z,t; = t, V1 =V, Xy =
Xy, =y,z, =2 t,=tev, =7

X =
y=y
zZ =127
t =
Consequentemente,
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v =y (1.6)
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E interessante observar que, quando % tende a zero, as equagdes tende a transformagao

de Lorentz; e que, quando ambos, E e ”7' tendem a zero, surgem as equacOes de transformacao
de Galileu. Por conseguinte, estamos diante de uma generalizacdo da transformacédo de Lorentz.

2. EQUACOES DE TRANSFORMACAO PARA VELOCIDADE

Medido num referencial O o vetor velocidade tem componentes:

dx dy dz
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Por outro lado, o vetor velocidade, medido no referencial O’ tem componentes

dx’ dy' dz'
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logo, se tomarmos as diferenciais da transformacéo de coordenadas em (1.6), lembrando que v e
v’ sdo constantes, segue-se
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Por conseguinte, nds obtemos
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Note que:

(i) quando v'/c tende a zero, (2.3) tende as equacOGes que seriam obtidas da
transformacéo de Lorentz:

, Uy~
ux—1 5
—1u
C2x
)
iy Uy+/1 v/c_
Yo 1 vu '
C2x
2 2
, Uz 1-v?/c
zZ v '
1-=u
c? X

(i) entretanto, quando v/c tende a zero, (2.3) tende as seguintes equacdes:
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Por outro lado, por simples manipulacdo algébrica em (2.3), n6s encontramos
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Consequentemente,
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O madulo da velocidade é dado por
u? = uf +uj +uz.
3. A CONTRACAO DO ESPACO E DILATACAO DO TEMPO

Seja dt = 0 na primeira equagdo do sistema (2.2), nds temos

e’ c2—v'2(c?—v'v 4
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Aqui, é salutar observarmos que:
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(i) quando v? tende a 0 em (3.1), achamos a equacédo da contracdo do espago de Lorentz, isto é,
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(ii) quando g tende a 0 em (3.1), achamos outra contracdo do espaco, antes ndo prevista pela

relatividade especial de Einstein, isto €,

dx
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Seja dx' = 0 na primeira equacao do sistema (2.2), entao,
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e substituindo esta na quarta equagéo do sistema (2.2), achamos
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Logo, € de bom alvitre observar que:

(i) quando v?’ tende a 0 em (3.4), achamos a equacéo da dilatagdo do tempo, ou seja,
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(ii) quando g tende a 0 em (3.4), deparamo-nos com uma dilatacdo do tempo, antes ndo prevista

pela relatividade especial de Einstein, ou seja,
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Por outro lado, percebemos que, ao dividirmos a quarta equacdo de (2.2) por dt, n6s

podemos escrever
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Note que:
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(i) quando v?’ tende a 0 em (3.7), achamos

(ii) contudo, quando E tende a 0 em (3.7), encontramos
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Haja vista estas duas contracGes do espago e duas dilatacbes do tempo, praticamente
iguais, distintas apenas por v ou v’, e a troca de sinais, nessas duas Gltimas equac6es, houvemos
por bem de nomear essa teoria de relatividade especial virtual.

Parte Il. A Dinamica de Uma Particula
4. A MASSA RELATIVISTICA VIRTUAL

Para calcularmos a massa relativistica virtual, consideremos a seguinte experiéncia de
pensamento, ja classica em mecanica relativistica [1, Apéndice A]: Quando medidos pelo
referencial x, y, z, t indicado pelas equac6es de (1.7), os observadores 0, e 0, estdo se movendo
em diregdes paralelas ao eixo x com velocidades iguais em maddulos e com sentidos opostos.
Esses observadores carregam consigo particulas idénticas, podemos imaginar duas bolas de
bilhar B, e B,, cada qual com massa m, medidas quando elas estdo em repouso. Na iminéncia
de passarem um pelo outro, cada qual atira sua bola de maneira tal que ela atinja a outra bola
com uma velocidade que, de seu préprio ponto de vista, seja perpendicular ao eixo x e tenha
modulo u.

Quando observados no referencial x,y,z,t,B; e B, se aproximardo ao longo da
trajetorias paralelas que fazem o angulo 6;, = 6, com o eixo x, e retornam sobre trajetorias
fazendo angulos 91f e Bzf em relagdo a este eixo. Supondo que 0 movimento se conserva e a
colisdo é elastica, é facil demonstrar que 61, = 0,,, € que 0s maodulos das velocidades das bolas
sd0 0s mesmos, tanto antes quanto depois da colisdo. O valor real de 6, ;e 0, ; depende do
pardmetro de impacto d, que supomos ser tal que Glf = 04,

Consideremos, portanto, o processo como ele é visto do ponto de vista de 0. Portanto,
0, atira B; ao longo de uma linha paralela a seu eixo y com a velocidade de médulo u, que
suporemos muito pequena em comparacdo com c. Ela retorna ao longo da mesma linha com
velocidade de mesmo mddulo e com sentido oposto. Ele vé B, manter uma componente x da
velocidade constante e igual a v — v', a velocidade de 0, em relagdo ao 0;, que vamos supor
ser comparavel a c. De 0; observa-se que a componente da velocidade de B, ao longo do eixo y
muda de sinal durante a colisdo, permanecendo, contudo, um mddulo constante. Para
calcularmos este modulo, percebemos que a componente y da velocidade de B,, quando medida
por O,, € u. Por conseguinte, transformamaos isto para o referencial 0; com auxilio da segunda



expressao de (2.3) e obtemos para o valor da componente y da velocidade de B,

u
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Os momentos na direcdo y, tanto de B; quanto de B,, medidos no referencial 0;,
simplesmente mudam de sinal durante a colisdo. Em consequéncia, 0 momento total na direcao
y do sistema isolado de duas bolas que colidem muda de sinal. Se a lei de conservagdo do
momento for valida, ou seja,

guando medida por 0,.
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todas as particulas todas as particulas

inicial final

0 momento total na direcdo de y antes da colisdo dever ser igual ao momento na direcdo y
depois. Isto pode ser verdade apenas se a componente y total do momento do sistema, medido
por O, for zero antes da colisdo. Calculando as componentes y da velocidade, conforme a
definigdo classica de momento de uma particula

p =mv, (4.1)

e igualando sua soma a zero, obtemos uma equacdo que € obviamente inconsistente, se
insistirmos que as duas massas tém o valor m,, a mesma que elas tém quando as massas séo
medidas em referenciais nos quais estdo em repouso. A razao disto é que segundo 0; 0 médulo
da componente da velocidade de B; na direcdo y é u, enquanto que o médulo da componente da
velocidade de B, na diregdo y é u

c2-pr2

2
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Entretanto, caso fagamos com que a massa de uma particula seja funcdo do médulo de
seu vetor velocidade total, podemos satisfazer a lei da conservacdo do momento. Como u é
muito pequeno, quando comparado a v — v, 0 moédulo do vetor velocidade de B, medido por
0, é basicamente v — v'. O mdédulo do vetor velocidade de B, visto por 0, é exatamente u. Por
conseguinte, em 0, escreveriamos a lei da conservacdo do momento para as componentes y
como

u
m@)u —m(v,v') =0
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Visto que u é muito pequeno em comparacao a c, podemos fazer m(u) = m, e obter

(4.2)




A massa m(v,v") é chamada massas relativistica virtual da particula, e m, é denotada
por massa de repouso.

Note que:

(i) quando v?’ tende a 0 em (4.2), achamos

mo .
J1-— vz/cz'

(ii) quando % tende a 0 em (4.2), encontramos

m(v) =

my
J1-— v'z/czl

5. AEQUACA DE TRANSFORMACAO PARA MASSA

m@') =

De acordo com a equacdo (4.2) a massa de uma dada particula serd medida
diferentemente em diferentes conjuntos de coordenadas, visto que a velocidade é diferente. Nds,
facilmente, obtemos para a transformacao de massa

ml

m = pg— — . (5.1)
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6. UMA EQUACAO UTIL PARA v’

NoOs elevamos ao quadrado a equacdo da massa relativistica virtual (8.2), encontrando
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m?(v,v)|[(c? —v?)(c? - v’z)] =m3(c? —v'v)?

m2(w,v")(c? — v2)c? —m2(v,v")(c? — v2)v'* = m2c* — 2méc2vv’ + miv2v'?,
[mZv? + m2(v,v")(c? — v®)|v'* — 2m2c2vv’ + [méc? — m2 (v, v')(c? — v?)]c? = 0. (6.1)

Usando a formula de Bhéaskara para equagdo quadratica em (6.1), achamos
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7. GENERALIZAGAO DO EFEITO DOPPLER LONGITUDINAL

7.1. Do ponto de vista da Relatividade Especial de Einstein, suponha um processo de
aniquilacdo em um sistema de referéncia § no qual o par elétron-pésitron esteja em repouso e 0s
dois fétons resultantes da aniquilacdo se movam ao longo do eixo x. Agora, considere a mesma
aniquilacdo sendo observada no referencial §’, que se move com velocidade v para a esquerda
em relacdo a §. A questdo é: que comprimento de onda este observador (em movimento) mede
para os fotons?

O par tem energia total relativistica inicial 2mc?, onde m é a massa relativistica, em fez
da energia de repouso 2myc?, de modo que a conservacdo de energia no processo de
aniquilacao nos da

2mc? =p'ic+p',c (7.1)

Ademais, visto que o par se move ao longo do eixo x’ com velocidade v, de tal maneira
que seu momento inicial é 2muv, a lei de conserva¢do do momento nos da

2mv =p'; —p’,, (7.2)

uma vez que os fétons se movem em sentidos opostos do eixo x’. Combinamos essas duas
expressdes, multiplicando a segunda equagao por ¢ e somando-a a primeira, obtemos

p'yt =m(c+v), (7.3)

Por outro lado, sabemos que

my

que substituimos na equacéo (7.3), encontrando

m= (7.4)

o = my(c +v) e c+v
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contudo, p’; = h/A’'4, de tal modo que

, h h [c—v c—v
M =—7=— =1 , (7.6)
p'1 mecNc+v ct+v

Similarmente, se multiplicarmos a equacéo (7.2) por c e subtraindo-a a (7.1), obtemos

, h h Jc+v c+v
Ay=—F=— =1 , (7.7)
p's mgcc—v c—v

Sendo assim, os fétons ndo tém o mesmo comprimento de onda, pois estes sdo alterados
pelo efeito Doppler em relagdo ao valor A que possuiam no referencial de repouso. Néo é

(7.5)




demais dizer que se um observador esta no eixo x’ de tal forma que a fonte se aproxima dele, ele
detectara o féton 1 com uma frequéncia maior do que a frequéncia de repouso. Mas, se 0
observador esta situado no eixo x’ de tal forma que a fonte se afasta dele, ele detectara o féton 2
com uma frequéncia menor do que a frequéncia de repouso. Essa € a dedugdo do efeito Doppler
longitudinal da teoria da Relatividade Especial de Einstein.

7.2. Agora, sob o0 ponto de vista da Relatividade Especial Virtual, facamos a seguinte
experiéncia imaginaria: suponha um processo de aniquilacdo em um sistema de referéncia § no
qual o par elétron-pdsitron esteja em repouso e os dois fotons resultantes da aniquilagdo se
movam ao longo do eixo x. Considere a mesma aniquilagdo sendo observada por um observador
O’ no referencial §', que se move com velocidade v para a esquerda em relacdo a §; bem como
a mesma aniquilacdo sendo observada por um observador 0" no referencial S", que se move
com velocidade v, com médulo distinto de v, para a esquerda em relacdo a §; vale ressaltar que
tanto O’ quanto 0" movem-se ao longo do eixo x. Duas questdes sdo: qual o comprimento de
onda do observador 0" em relagdo ao observador O’ (ambos em movimentos) mede para 0s
fétons? E qual o comprimento de onda do observador O’ em relagdo ao observador 0" (ambos
em movimentos) mede para os fétons?

7.2.1. Para o referencial S’, o observador O’ observa o seguinte fenémeno:

O par tem energia total relativistica inicial 2mc?, onde m é a massa relativistica, em fez
da energia de repouso 2myc?, de modo que a conservacdo de energia no processo de
aniquilagdo nos da

2mc? =p'ic+p',c (7.8)

Ademais, visto que o par se move ao longo do eixo x’ com velocidade v, de tal maneira
que seu momento inicial é 2muv, a lei de conservagdo do momento nos da

2mv =p'1—p',, (7.9)

uma vez que os fotons se movem em sentidos opostos do eixo x'. Combinamos essas duas
expressdes, multiplicando a segunda equacao por ¢ e somando-a a primeira, obtemos

p'1 =m(c+v), (7.10)

Por outro lado, sabemos que

my
m=——— (7.11)

que substituimos na equacéo (7.10), encontrando
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contudo, p’; = h/A'4, de tal modo que
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Similarmente, se multiplicarmos a equacdo (7.9) por c e subtraindo-a a (7.8), obtemos

, h h c+v c+v
Ay =—= =1 (7.14)

p's mecc—v c—v
7.2.2. Para o Referencial §"', o observador 0"’ observa o seguinte fenémeno:

O par tem energia total relativistica inicial 2mc?, onde m é a massa relativistica, em fez
da energia de repouso 2myc?, de modo que a conservagdo de energia no processo de
aniquilacao nos da

2mc? =p"1c+p''5c (7.15)

Ademais, visto que o par se move ao longo do eixo x" com velocidade v', de tal
maneira que seu momento inicial € 2mv’, a lei de conservacédo do momento nos da

2mv' =p"  —p'',, (7.16)

uma vez que os fotons se movem em sentidos opostos do eixo x''. Combinamos essas duas
expressdes, multiplicando a segunda equacao por ¢ e somando-a a primeira, obtemos

p''1 =m(c+7), (7.17)

Por outro lado, sabemos que

myp
m=——— (7.18)
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que substituimos na equacéo (7.17), encontrando

. mo(c + V') c+v
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contudo, p'’; = h/A", de tal modo que
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Similarmente, se multiplicarmos a equacéo (7.16) por c e subtraindo-a a (7.15), obtemos
N h h e+ c+v'
A 2= = 7= /1 [ (721)
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7.2.3. Ao compararmos o fendmeno observador por ambos os observadores, 0’ e 0", achamos
as seguintes proporg¢des entre os comprimentos de onda:

! A C_v ' A
Ay Ne+v (c—=v)(c+7vV) . (c=v)(c+v) ,
A'_'l‘lc_v"1/<c+v>(c—v'>‘:’“i/(c+v)(c—v'>l1 (722)




+
Ay A z—z e+t v)(c—v) 1. = (c+v)(c—v')/1” 793
A"Z_A ctv (c—v)(c+v')@ 27 le=v)(c+v)" =~ (7.23)

7.2.4. O comprimento de onda do observador O" em relacdo ao observador O’ (ambos em
movimentos) mede para os fétons e o comprimento de onda do observador O’ em relagéo ao
observador 0" (ambos em movimentos) mede para os fétons:

As equages (7.22) e (7.23) sdo os argumentos que utilizamos para construir o efeito
Doppler longitudinal da Teoria da Relatividade Especial Virtual.

Agora, se substituirmos a massa relativistica de (7.4) pela massa relativistica virtual de
(4.2) em (7.5), obtemos

, c2—v'?(c2—v'v
pi=0C+v) |53 7)o (7.24)
contudo, p’; = h/A’'4, de tal modo que
. h h )
A | === = , (7.25)

P’ 147 c2—v'?(c2—v'v 147 c2—v'?(c2—v'y
m0C( +E) CZ_UZ CZ—U’Z ( +E) CZ—UZ C2—1]’2
De maneira anéloga, obtemos facilmente

h h A

P2 v\ [z —v'?(c2—v'v v\ [c2—v'?(c2—v'y
moc(l_E) c? —v? ((;2—17’2) (1_2) c? —v? (cz—v’z)
Esta é a deducdo do efeito Doppler longitudinal da Teoria da Relatividade Especial
Virtual. Quando "? tende a 0 em (7.25) e (7.26), achamos (7.6) e (7.7).
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